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КВАЗИБАЗИСЫ В Р’(й) И ФРЕЙМЫ
С. С. Казарян

Институт математики НАН Армении

Резюме. Пусть Ф = есть квазибазис для некоторого £Л(?), 1 < р < ос.Тогда для любого неотрицательного целого числа 5' существует ограниченная, измеримая функция тл такая, что (ту>п }^°_Лг является квазибазисом для каждого £г(й), 1 < г < Р- Если {фп }20=1 есть фрейм в £‘ (й), то для любого неотрицатель­ного, целого числа существует ограниченная, измеримая функция т такая, что {гл<Дп}“_ЛГ является кваэибазисом для каждого £г(й), 1 < г < 2.

§ 1. ВВЕДЕНИЕВ последующем применяются следующие обозначения и терминология.Для данного Банахова пространства В обозначим через Д’ сопряженное к нему пространство. Система элементов X = {хп : п = 1,2,...) С В полна в 
В. если замыкание множества всех конечных линейных комбинаций элементов из X совпадает с В. Система X = {х„ : п = 1,2....} является базисом Шаудера для В. если для каждого элемента х 6 В существует единственный ряд ап(х)хп, который сходится к х по норме пространства В. Существование базиса Шаудера эквивалентно следующему утверждению [1] : X полная в Д и существует сопряжения система

X՝ - (х: :п = 1,2,...} С д*
такая, что

««(»Я» Ал ЪбМ,и для всех х € д ряд х’я(г)։п сходится к х по норме В.Система X = {хп : п = 1, 2,...} называется кваэибазисом пространства В. еслисуществует система {у* : п = 1,2,-..} С В такая, что для всех х € Д ряд
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У» (*)։* сходится к х по норме В. Это обобщение базиса Шаудера было введено Гелбаумом (5) (см. также [8], стр. 278. 766). Система (у* : п = 1,2,...} С 
В' называется допустимой.Скажем, что система X = {хп : п = 1,2,...) есть безусловный квазибазис пространства В, если X = (хп : п = 1,2,...) есть квазибаэис для В и при произвольном х € В сумма у’(х)х„ безусловно сходится к х по норме пространства В. Для каждого а € (0.1) пусть /„ - вещественная функция с периодом 1, оп|»еделенная для f € [0,1) условием

/ - J Т" если ^[0,а],ЛИ«) = S а1 1 если t € (а, 1].Мы используем следующее обозначение для носителя измеримой функции д, определенной на вещественной прямой,
eupp 9 = (гей: у(х) # 0).

Напомним определение функций Хаара : Л։(t) = 1 для всех t Е [0,1] и
М”(։) =

если
если 2* + 12j֊ 12*+1

2* + 1 ’2j2* + 1 ’
о в остальных точках.

для к = 0.1,2,..., ] = 1.2, ...21 и пусть Ьп = Л* 1 для п = 2* + Положим ) = 0 для * € R \ [0.1] и всех л € Н. Обозначим расширенную систему Хаара через
uEZ.Пусть ро. Pi, Д-i. pj.p-j.... последовательность целых чисел, избранных сле­дующим образом

ро = 0. Pi = 1, р֊1 = 3,М* = Mi-fc + 2(* -1)4-1, М-4 =pi+ 2k, к>1,Потом возьмем другую последовательность целых чисел {n? }°S0 со следующими свойствами :
R - 0 ֊ 1ч)
1-* + > - Д-4

если /н < j < p_t,
если М-4 < J < Д4 + 1»
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еслиесли * > О,
* < О.Теперь пронумеруем функции из системы Я' следующим образом V’! («) = МО* ^з(0 = М< ֊ 1) и в качестве 0,(1) () > 2) выберем первую функцию из системы Япр если ни одна из функций системы ЯПу нс выбиралась напредыдущих шагах, иначе в качестве ф?(4) (} > 2) мы возьмем функцию сминимальным индексом из Яп^, которая не была выбрана. Легко видеть, чтосистема (ф,}“.։ - полная ортонормированная система в £2(й). кроме того она базис Шаудера в пространстве //(й), 1 < р < ос и безусловный базис в £/(£), 1 < р < оо.Следующий результат доказан в статье [6].I еорема А. Пусть Ф = {фп : п = 1,2,...} - кдазибазис для некоторого про­странства £Л(Е), 1 < р < оо, где измеримо«՛ множество Е имеет конечную. по­

ложительную меру. Тогда для каждого целого N > 0 существует ограниченная, 
измеримая функция тп такая, что {пцрп : п > Я} является квазибазисом для 
каждого ЬТ(Е), 1 < г < р.Возможность получить квазибазисы в весовых пространствах 17, 1 < р < ос. была отмечена в [7]. В данной статье мы докажем следующую теорему.Теорема 1. Пусть Ф = {<£„ квазибазис для некоторого £/(?.), 1 < р < ос. 
Тогда для любого целого числа М > О существует ограниченная, измеримая 
функция пз такая, что {тфп}“=уу является квазибазисом для каждого £г(-'). 1 < г < р.Эту теорему можно применить к фреймам в £2(й). Теория фреймов была вве­дена Р. Дафиным и А. Шефером (4). Повышенный интерес к теории ф|м-йм<>в появился после введения кратномасштабного анализа фреймов |КМАф։ в £*( - ). сформулированного Е. Бенедето и Ш. Ли [2]. КМАФ является естественным рас­ширением кратномасштабного анализа всплесков.Определение 1. Последовательность элементов : п = 1.2,...) в сепара­бельном Гильбертовом пространстве Н называется фреймом для Е. если сущест­вуют постоянные А, В > 0 такие, что

Л||*1Р < Е К*. *.>1* < »11*11*. »* € к.

Ясно, что фрейм есть полная система элементов Ы, так как из соотношения 
(/». ф„) = 0, п 6 Н следует что /1 = 0. Отметим, что произвольный фрейм является безусловным квазибазисом в Н.
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Если система : п = 1.2,...} есть фрейм для И, тогда соответствие
5:{еп)-=1 ОО

является линейным, ограниченным оператором из /2(К) в И. Действительно,
= вирПя11=1 гл( $2 с„Фп.д) п=Х+1

вир КСч^пЛ)! <

л = /¥ + 1

т 1/2

вир 
11111=111111=1

Сопряженный оператор устанавливается следующим образом
$’:Н—И’(Н), ГЛ={(Л,^>}«։.

Следую III й оператор называется фрейм оператором

£:Н ОО

п = 1Можно показать, что оператор Ь является обратимым (см. [3, 10]) и что {Ь 1фп : п = 1.2,...} является фреймом для И. Кроме того, при любом Л € И
ОО ООЛ = ьь~1к = 52(£-’л. ф„)фп = 52<Л, Ь~1фп)фп. п=1 п = 1Откуда легко получаем следующий результатУтверждение 1. Пусть {<£„ : п = 1,2,,,.) ֊ фрейм для сепарабельного I ильбертова пространства Е. Тогда {фп : п = 1,2,...} с допустимой системой 

{Ь~'фп : п = 1.2,...} являются безусловными базисами для Н-.Следовательно, из теоремы 1 получаемТ еорема 2. Пусть (ф„ }^°=1 фрейм в 1г(й). Тогда для любого натурального 
числа N существует ограниченная, измеримая функция тп такая, что {тпфп }^=лг является квазибазисом для каждого Ьт (R), 1 < г < 2.



Кдазибазисы в £/(й) и фреймы 335 2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1В нашем доказательстве необходима следующая лемма, которая явлжтея моди фикацией леммы, доказанной в статье [6], (см. также [9]).Лемма 1. Пусть Ф = {^п}“=։ ֊ явазжбаэмс для некоторого пространства 1/(1-.), 1 < р < оо. и пусть / € 1/(й) такова, что вирр / С △. где △ с R конечный 
интервал Тогда для произвольных чисел с > 0 и 0 > 1 и произвольного натурального числа N существует измеримое множество Е С △, |£, < е нФ- о г-* Л/ полином Р = такие, что

II/ - ^Нь*(с) < с. где С = R \ Е. (1)
Далее. для каждого измеримого подмножества О С б и произвольного г(1 < г <Р)

вир ¥<.<т 52 1=п

вир Х<»<т < е + 11/111*10».

< < + Н/1к'(Рп[-зл]>.

(2)
(3)

Г'(Рп[-^,в])Доказательство : Не теряя общности, можем предполагать чти Л = [О, Г и О < € < 1.Пусть Ф* = С £’(й) (1/р + 1/д = 1) допустимая система квазибазисаФ. Тогда оператор п-частных сумм представляется в виде
л л

5П(^) = 52 = 52 <м^.4-1 к=1где ф € 1/(й) и
ак(^) = /

JR
0(<)^(«)Л.Так как Нт ||*֊$„М||, = 0, л—♦ сюти о силу теоремы Банаха-Штейнгауза существует постоянна! Ср > 0 такая, что ||5Я|| <СЯ. Уп€Н.Кроме того, существует натуральное число п и соотвептвуюшая степенная функция

2*
у = •=1

где
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такая, что
II/ и 11р1к»(а«.) < Гбйс/ »•=1............2".

ПОЛОЖИМ й| = ^։

Вх = тах{1. ||у>»(кин) : 1 < * < пх} , е
т 2п+'пхВх'В силу леммы ф|-йсра (см. (11], стр. 85) существует натуральное число в։ > птакое, что

р(0?;(«)4/з(2“<)л < »7։.
Определим функцию $п на [0.1) следующим образом

<71(0 = 71ХД1(0/г/з(2’,0-

Пусть г>2 — натуральное числи больше, чем п> и такое, что
«э-1

*=1

лэ-1
И А = 22 а*(Р1)?к, 

Л=П|тогда
" > -1

91 - 22 
к = 1

п,-1
22 “к (р1)?к 
к=1

< с2-"-3 + < с2 п 3 + г»1Т/1 В\ < с2 "
Если положим а = е/2, тогда получим, что[ |р։ГЛ = ((1 - <ж)/аИ|-Гж|яа|Д> | + |7։Г(1 _ в)|Д11/а1= [(1 - а)” 4- а”-։(1 - а^ИДЦ/в'՜1 < 2а1՜' / |У|'Л.
Таким обрамил.

вир л |<т<пэ ГП
22 “к(91)?к 

к=п։
< 2Ср 119111ь»(й)

Ь’(й)

11^1 “ ? 111гл(Л) <

— л —3

VI-е (1,п։).



Кваэибаяисы в Р’(К) и фреймы 35Предположим, что полиномы, связанные с интервалами △*, !<><*, уже определены. Пусть
R, = гплх{1,||у>к||£,(К, : 1 < к < п,} , П. =

В силу леммы Фейера существует такое целое я, : (я, > п,), что
< Л., Ук £ (1,п,|.

Тем же путем, что и выше определим натуральное число п, + ։ больше, чем п, такое, что
• <+1-1

9>;֊ Дк(9|)¥»к

4 = 1где
».(<) = 9(‘)Л/з(2*4<)хД-(*).Тогда для **•♦> —1

22 ак(д,)<рк*=*•имеем 119« “ <2 ( <2 :
И

81ф 
л , <Л <п .41

т

1к=п4
40

(41
Положим

Тогда
( 2*£=Ле(0,1]: 22Л/։(2'*Пхд'(П/1( 1=1 И Е = [0,1]\Е.

|{1€Д‘.: /։/з(2’*<)#1}| = ||Д-1
согласно определению так что

• = 1



Зв С. С. КазарянПоскольку д(х) = 53։2х1 </.(х), т € Е , то
3*

II/ - = Н(/ ” 9) + (9 - < 2 + У211?! - ?||11>(К) < *

Для доказательства условия (3). заметим, что для каждого измеримого подмно­жества Р С С = R \ Е имеем
шах !<><*• < шах “ 1</<2* 1=1 4Л(ОЛ(-0л5))

1

1 = 1
+ Н/НьПРп|-/5^)) <

Г-(ОПД)

+ Н/11гчоп(-0,з]) <Х,'(РЛА)52^« ֊ /)Хд‘. » = 1

52^՛ - /Ьщ 1 = 1 + П/1к'(ол(-А։А) <
- 4 + ~ /Пд-(ю + 11/Нх,'‘(©л(-а^]) < 2 + Н/11д--(ол(-в,0)) -(5)

Аналогично, гл ах < 2 + Н/Нг»(Р)՛
Отсюда и из (4) для т > и п) < т < п/+1 получаем

4*<О)
гл

52 ак(^)у>к
к=п>

Из (5) следует

ГП
52 а*(^)^к к = П|

ГЛ
52 ак(^)^к к=п^

< 2 + 11/1к'(Рп(-д,в]) +

<е + Н/1к’(дл(-д,А) •

(2{3)1-г/г <
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Докаэательство Теоремы 1 : Предположим, что функции Хаара и их сдвиги нормированы в 1/(151), т.е.

IIV’iIIl»(R) -։* i Е N. (б)

Пусть г/, = 2 ։<+3> для I 6 и. В последующем мы собираемся применить лемму1 к системе Ф и функциям / = V»,,» Е К. Обозначим
△, = supp Ф,, i € N. (7)

Рассмотрим следующую функцию
ОО

0(0 = 5Z Х[п.г> + 1]и(-п-|.-л|(0- 
л = 1

(8)
Весовая функция тп получается как бесконечное произведение ограниченных, почти всюду положительных функций т* :

mk(t)=l, если t Е 1] \ Et) U (R \ (֊0k,0*J), к >2.

где ~ возрастающая последовательность положительных чисел таких.
ООчто Пт /3* = оо и 5 |Ек| < ос. Очевидно, что функция ПП։ тй будет положи- 

к —4 00 к = 1тельной и ограниченной почти всюду функцией.Выберем положительные числа <$„ < г]п такие, что
I№IIj>(£) < у՛ V* (1 < к < П,

Применив лемму 1 мы найдем Е\ С = supp 0j, |Ei| < <h и
MD-»

P11 = 52

• =/o(l)такие, что
11^։ ֊ < у,где Е\ = R \ Е\. Тогда для произвольного измеримого подмножества О V £։

sup >

52 ат 
fc=MD

4
+ H^llke(D).

1»(О)
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и ЛЛЯ всех г (1 < г < р)

вир < у + 11^։11хл(£;п(-01,/։1)г

Пусть <?! = R \ (-/%.&]• Возьмем & € И, Л > 2 > Д = 1 так, что для всехг (1 < г < Р)

811 р »±
к=։0(1)

»к>Рк

Определим
т։(Г) = <*1Хв,(0 + Х(-<։1,л1)\£։(») + <в(«)ХГ,(<) + О(0хо, (0. (9)

где Г։ = (-М»|\НМ] и
вир

(։) 4=«о(1)

1 + вир вир 1<г<Но(։)<»</|(1) »

*='<>(»)

а* у?*
Легко получаем, что для всех г (1 < г < р)

1Н’։ ֊ пцРпНде^ < 11^1 - ГО1 А։||^(в1) + 1^1 ֊ т1А|||Ьг(1-/>1.А1]\в1) +

+ 11^1 - п»1Ри||г,(Г1) + 110։ - т։Рн||1г(С։) < ||01||1г,(В|) + ||"»1Рц||/,г(£1( +

+ 1101 ~ ■р։։11£’((-з1.з1]\£|) + Нто1 ^иНь^г,) + Нт1^>и1к-(О1| <
< 4- 1,1 4- 4. 41 4. % И
5Т+Т + г » + 7 + 8՜ < ’*и для произвольного я (£о(1) < я < /։(!))

- *8 + 7 + ||*։|1ьпв;Ч-в|,41П + у + у < ’И + 1ЬМр-(Д։) • (Ю)



Квазибазисы в Р’(К) и фреймы 39На следующем шаге заметим, что вирр С (-Да.Да], и возьмем
25'&' (И)

Далее, применяя лемму 1 к функциям
{(™1)՜’^! - Ри} и (т։)_101,

найдем Е2 С [—и \Е?\ < (где Е} объединение соответствующих“плохих” множеств) и также
= 52 

<=Ъ->(2)

/1(1) = /о(2)<М2)<Ыи 7 = 1.2,
таких, что ||х(-0а,0э)((гп1 ) V’! А1)

||(ГП1) 02 " ^22111Р(£^ <где Е'2 = R \ Е?. Для произвольного измеримого подмножества Р С Е'2

вир акфк < «а + 11Х(-0,.д,)((т1Г ‘01 - РиИк»(Оьк=М2) (12)вир /։(а)<.<Ы2)-1 4
к=։։(2) < еа + ||(п»1)'1<’2||1,|О,

и для всех г (1 < г < р)

вир М2)<«<Ь(2)-։
вирП(2)<*<Ь(2|-1

«
52 

к=/о(2)

4
52 »к<рк 

к=Ь(2)

Па

Л'(РЛ(-4։Л))

+ ||(т»)՜1^։ ~ ^։։11г’(Огз[-з։.<М ’
< е՝ + ||(т1) 1'М£'(©г1(-зэ.з։)| •

4'(0л|-4։./М (13)Возьмем произвольное € К. Л > »тшг[2, 20з] такое, что для каждого г (1 <
аир /։(2|<«<։։(а)-1 *=»|(3|

аир <о(Л<»<Ь(Л- *=։•(?)£’(С։)



С. С. Казарян40где (72 = Я \ (-0з.0з) Определим
ш2(<) = ^зХ£։(») + (*) + ХС։(<).

где Гг = (-0з.0э] \ (-02.0։) и
вир «4^4

вир 1,(2)<.<1»(2)-1 *=41(2)

вир
Д^(Кэ)

04^4(0
Ь'(Г։)Таким образом, получаем, что для каждого г (1 < г < р)' 0։ ֊ "«1’п2(Ри + Л2)||д,(й) < ||0г - т2та(Рц + ++ 1101 - »т։1»п2(Ри + Рц)||1Л(£<|< ||01Ндч£։) + Нта։(-рп + ^։2)1к-(В») + П^։ “ + ^12)П1Л(£;п[-д,,л]) ++ ||0т։(Рц + Р12)Нь-(сэ)< V + + 1101 - т1(А1 + Лз)||£,е(>^п(֊А։,3։]) + + ^12)П1'(С։)ОО *

< ’֊֊ + 11т‘11,.^(|-ЛАП - р‘>) - М^к;) + у< у + 4е2 < Т?2. ’ г ։
Аналогочным образом, получаем

1102 - т17п2Р22||1>г(։1) < 772 (1<г<р).
Откуда, для всех з (/1(2) < в < Ь(2)) иг (1 <г <р)

ГН1ГП2 «4^4

к=б(2)

7712 О4¥»4

Ь'(В| 4=/,(2)
в4<р4

*=».(։> гч^пкл.э»)։
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Х.'(Г։»

*=’| (2)

к=М2) к=Ы2>
£,Ч£;п([п,п + ։]и(- -"]))

*72

»

л=0,п^1

4

52 “к*’*

к=։>(2)

52 “* У’к 

к=Ъ(2) хл(е;л(-2,-1ц

4

52 “к*’* к=2։(2)

Ь'(в։1

8

М^^ИНЕ<Зу-Ь 52 2 " ^2 + 2 *е2 + 2՜1 (е» + НП1Г’^2

п=0,п^1

- 3"8՜ + ^2 + ||1Ы1ь-(д,) < *72 + •Из (10) немедленно получаем, что при произвольном т € [1,р]
>аир

<«»(»)
Л1|П12 •иу>1

к=<о(1)

< ’71 + Н^11к-(д։ГЛ-(ЮИз условий (12), (13) и определений функций пц, пг2 следует, что при пржзволь- ном г (1 < г < р) и произвольном э(/о(2) < ’ < /1(2))
ГП1 ТП2

к=/о(2) Д'(Ю
4

52 а* к=/о(2»

к=1о(2) ь,Ч((-з։.Л1\Я|>п4;)Ег([-Л..Р>)п£,ле;|

к=<о(2| 4г(Г») к=<0(2)

п = 1 к=М2)

*72 V:
8 8

1'(£;л([<։,п + 1]и(-п-1.֊п])>
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4з

4з П1 41

Допустим, что мы уже построили полиномы
<,(*>-։

где
N = 1о( 1) < /1(1) = М2) < М2) < М2) = М3) <... < /я-1(п- I) =/0(п) < /1(п) < ... < /П(п) есть натуральные числа, 0* € R, 1=0։ < 0։ < ... < ^п + 1 и {гтц}"_։, 0 < т,(֊) < 1 измеримые функции, определенные почти всюду в R. такие, что

"МО = <4Х£*(<) + Х[-ЛЛМ»(0 + <йхп (*) + ХС*(0.
гл«֊

Ек С [—0*,0»), |Е*| < 1 < А: < п,г» = [—0*4-1.0*41] \ (_ 0*.0*]. I <к <п, 
Ок = R \ [-04 + 1,0*41),и 0 < <4 < 1, 0 < 4 <1 (1 < к < п) некоторые маленькие числа, выбранные так. что выполняется

, Ук.к < ? < п, (14)
< П«, *:<9<п,(15) Х-(Ю

< 4к + ||^*||ь»(дк)(1б) '(R)для вс«*к к (1 < к < п). Допустим, что для произвольного г (1 < т < р) 0п+1 € М, 0п + ։ > /4 таковы, что выполняется
вир



Квлзибазмсы 0 £Л(Й) и фреймы 43Применяя лемму 1 к функциям

можно найти Е„+1 С [-Д.+1. Д, + ։], |£„4.։| < 4п+։ и
1к(п + 1)-1

А(" + 1) = 52 а'*>։’ 

^=/*-1 (п + 1)

1 < * < П, /о(п+1) = ^(п).
такие, что для произвольного 1 < к < п

и
-1

(17)

0Я + 1 “ ^(п+1)(|» + 1) < *•+!•
ЬИ£^։)где £^41 = й\ Еп+1 и для любого измеримого подмножества О С и

(18)
вгех1 < к < п

811р
1ь-|(п + 1)<«<1ь(я + 1)

Кроме того, для произвольного т(1<г<р)и I < к < п

(20)

зир
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Пп + 1
4^ + 1

8Цр

п
Фк - 52 С>* ~ А(п+1)

>=*

1ПРЛ[-ДЧ|Д4։|>

9

£Г(РЛ[-3*41.3» + ։ ])

(21)Возьмем рп+2 € К, 0п+2 > шах(2.2/3„ + ։] такое, что для произвольного г (1 < т <Р) зир л

52 а|*>՛
• =1|(3) Ьг (Ся+э)

зир »
<֊-> 52

|=1оО)

< »М+2/8,
1'(С.+։)где С« + ։ = R \ [-0п+։.0п+2|. Потом определимтп + ։(*) = <^+։Х£.+| (<) + Х1-/»^։.3.+|)\£.+։ (О + ^п + 1Хг.+1 (0 + ХС.+։ (*)с Г,»*։ — [—А«+2. Д|+з] \ [—Д«+։< Д»-н։ и

вирЬ-•(*)<•<»!(*)-
Л

52

зир
Ц-1 (п + 1)<></л(п + 1)

Следовательно, из определения функции т^! непосредственно получаем, что для произвольного г (1 < г < р)
8 пр

и для всех < к < п)
зир

4
52 а։^ |=и-в(я)

п + 1 >

Л гп, 52 

. = ։ <=<»-»(*)

к < ч < п,<

<^ + 11^1114^.1-



Квп1ибл1исы в Z/(R) и фреймы 45Для произвольных кпд таких, что 1 < к < q < п имеемп + ։ ч
4>k ֊ П т. ) " Р)к

1 = 1 J=fc

"41 Я
“ П гп' £ PJ*

"41 7
- П,п. 52 рл

- IIV’* lk*(S.41

" 7

~ П,7ц 5Zpj‘ 
i=l j=k

Подобным образом проверяем также, что условия (14) ֊ (16) выполняются, когда 
к = л 4- 1. Таким образом, в силу индукции получаем, что условия (14) - (16) выполняются для всех натутальных чисел п. Следовательно, определив

получаем, что для всех г(1<г<р)и/:€Н выполняются следующие условия
фк -тп Ук.д. (22)4'(R)

sup
sup

? 4 a,<p, ■=U-i(v) i'(R|
+11^* lli'iд, j ■

(23)
(24)? , a>^. •='*-.(* I 4'(R)Мы опускаем остальную часть доказательства теоремы 1. так как оно проводится аналогично доказательству теоремы 2 работы [6].

Abstract. Let <1> = {^n}^j be a quasibasis for some 1/(3), 1 < p < oc. Then for every nonnegative integer N a bounded, measurable function m can be found such that {my?n JJLyv is a quasibasis for each Zr(R), 1 < r < p. If {tf. }2°_։ is a frame in £J(R) then for every nonnegative integer N a bounded, measurable function in can be found such that (rn^B )^°=.v ‘8 a quasibasis for each £r(R), 1 < r < 2.
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