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ОБ ОДНОМ ЧИСЛЕННОМ МЕТОДЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ 
ИНДЕКСА ФУНКЦИИ

Г. А. Григорян

Бюраклнскля Астрофизическая Обсерватория

Резюме. В статье приводится новый численный метод вычисления индекса 
функции ; для данной функции Г(։) по ГД։) = Г(Х)/|Г(х)| : [о, 6] •—> С. 
строится непрерывная, ку сочно-л и не иная функция /■։(։). совпадающая с Ру(х) 
в узлах разбиения х* отрезка (а. 6), с любым диаметром разбиения таким, что 
изменение функции Е։(х) на отрезках [ж*, х* +1] (£ = 1, п) меньше, чем 2. Затем по 
точкам пересечения графика функции Б^х) с осями координат по специальному 
конечному алгоритму находится индекс функции Г(ж).

§1 . ВВЕДЕНИЕ
Обозначим через Цо,ь множество комплексноэначных функций F(x), заданных 
на отрезке [а, А] и удовлетворяющих условиям :
A) F(x) непрерывна на [а, 6],
Б) F(x) £ 0, х € (а, Ь],
В) F(a) = F(b).

В силу этих условий для F(x) определен индекс :

ind F(x) = Z 7Г
(11)

Здесь [Х(х)]*-.в обозначает приращение Х(х) при изменении значения х от a до 
Ь. Если L - кусочно-гладкий замкнутый контур (простой или составнойI. а Ер) 
- непрерывная, не обращающаяся в нуль функция на L, то задача нахождении 
индекса E{t) (оп|>сделение ind E(t] аналогично (Kl)» гм. [1], стр. 101. [2]. стр. 
146, [3], стр. 108) с помощью подходящей параметризации кривой L сводится к 
задаче нахождения индекса функции F(x) = E(f(z)) € По*
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Индекс является важной характеристикой сингулярных интегральных опе
раторов (см. [1]. стр. 176. 190, [2], стр. 195, [3], стр. 12), дискретных и интег
ральных опе|>аторив Винера Хопфа (см. [3], стр. 12. 66, 108). Он применяется в 
задачах локализации нулей и полюсов мероморфных функций ([4], стр. 295-298, 
принцип аргумента. (5], стр. ПО); В также при изучении характера устойчивос
ти особой точки (точки покоя) динамической системы на плоскости ([5], теорема 
13.5, стр. 151, [7]. формула (2.5) и следствие (2.8). стр. 211, 212) и т.д. (более 
подробно об зтих и других приложениях см. в [5]).
Существуют алгебраические алгоритмы, позволяющие найти индекс функции в 
некоторых частных случаях (см., например, [1], задачи 1,2,3, стр. 167-168, [5], 
стр. 70-92, [6], стр. 420-429 и 446-453).
Если функция F(z)(6 Пя,б) имеет конечную вариацию, то в некоторых случаях 
для вычисления ind F(x) применяют формулу ((1], р. 103)

- 1 У* К» р(։М(1т (։)| - In, F(x|d(IU F(x)|
Ш<) F(։| - 2?/, ---------------------- [ад?---------------------- • (12)

В общем случае для вычисления индекса используют численные методы. Среди 
них своей общностью и простотой выделяется метод Л. А. Чикина ([1], стр. 
104-105), который состоит в следующем. Отрезок [а, 5) изменения параметра
z разбивается точками zq — 
В результате чего контур L 
Е(С)) разбивается на п дуг.

а < Zi < ... < хп — b на п равных частей.
и кривая Г (образ кривой L при отображении
Пусть 7;(j = 1,п) дуги кривой Г и пусть

F(t(X7_։) = < + E(t(xj,)) = (47,»Jj) - концы дуги t7(j = I/n).
Показывается, что тогда

i»d ад = ֊ £ - + я..
2’ ГЛ у/t]. ■ + , у/ЦЩ

где Лп - погрешность. Пусть = <1(т) 4- - параметрическое уравнение
кривой £, и пусть *?(*) удовлетворяют условию Гельдера с показателем 
а, а функция Е(<) тому же условию с показателем /3. Доказывается, что если

> |. то Лп = 0. Следовательно, при этих предположениях в качестве
расчетной формулы можно брать следующую :

։п<1 Е(г) к ~У' , 
2" ГЛ

В настоящей работе мы приводим новый метод вычисления индекса функции, 
в котором на параметризацию <(х) других условий кроме непрерывности не
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ставится. А именно, пусть

иР(х) е
= Г(х)|Г(О)|

1Л«)1Ла)’

Очевидно, что 1П<1 Г(х) = 1ПС1 Г։(х). Разбиваем отрезок (а. 6] на части точками 
х, = а < х2 < ... < хп = Ь так, чтобы для произвольных х' и г" и произвольного 
к = 1, п — 1 выполнялось

|Г։(х') ֊ Л(«")| < 2- (1.3)

Пусть Рг(х) - непрерывная, линейная на каждом отрезке [х*;^+։] (к = 1. п - 1) 
функция, совпадающая с /\(х) в точках ц. Рассмотрим следующую совокуп
ность систем

Не Г2(х) = О 
х € Ак

1гп Р2(х) = О 
х е Дк

* € {« : Г1(х,) # Р1(х,+։), в = 1.п - 1},

где = (хк;х*+1) и △„ = [хп_ 1,хп) при к — 1, п - I. Доказывается, что при 
этих предположениях, эта совокупность имеет конечное число решений, которые 
мы называем базовыми точками функции

<?(«) = 1Л(։)Г

Пусть мы нашли эти решения : а = £1 < ... < 6п = Ь тогда ш<1 Р(т) = 0, ♦тли 
т < 5. Если т > 5, то рассмотрим вектор /с = (С7(£1)-• • •»^(6п)) который мы 
назовем индикатором функции С(т) (видно, что (7(&) 6 {±1,±1}. к = 1.ттх). 
Чтобы по этому индикатору найти значение 1п<1 F(r)♦ используем два типа опе
раций. осуществляемых над /с* Их мы называем сокращениями первого и вто
рого типа. Сокращение первого типа состоит в том, что если = 6(чр+1) 
для некоторого р, то отбрасывается компонента уменьшая тем <дмым
число компонент на 1, т.е. вектор (£?(£>), • • 1 )♦ ^(чр+2 1........ £(&■))
заменяется вектором (С({ 1),... <?(£р+2)» • • • • С(чт))* Сокращение второго
типа заключается в уменьшении числа компонент 1с сразу на 2. отбрасыванием 
компонент <7({Р«ц) и <7({р+2), при условии, что 6((р) = <7(^3 )• Применяя зти 
операции, мы за конечное число шагов получим вектор или длины меньше, чем 
5, и тогда т<1 Г(т) = 0, или одного из следующих видов

/+ = (1,1,М....... 1), /-=(!,֊», ֊1,«Л.֊»..........!)•

Тогда 1п<1 Г(х) = ± И±1-1 , где |/±| - число компонент в 1±.
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52. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ПРЕДЛОЖЕНИЯ
Определение 2.1. Говорим, что функции F։ и Fj из класса П = |J П„ ь 

а<»£Л 
эквивалентны и пишем F։ -* Fj, если ind F|(։) = ind Fj(r).
Очевидно, что отношение ~ является отношением эквивалентности. Пусть 11* ь 

подмножество 11, », состоящее из функций F(x), удовлетворяющих условиям 
.4° |F(r)|= U6|o4 
Б° F(a) = F(b) = 1,
В* уравнения Re F(z) = 0 и 1ш F(z) = 0 имеют конечное число решений в [а, 6).
Пусть F € П® t и пусть G <...<£„» - решения совокупности уравнений

Re F(z) = 0. Im F(z) = 0. (2-1)

Тогда, в силу Б° очевидно, что = а и (га =6. Число & (к — 1, тп) назовем 
к-той базовой точкой функции Р.

Определение 2.2. Вектор

/f = (F(6).....F(G»)) (21')

назовем индикатором функции F.
Множес тво индикаторов функций из Q® = Цд < b € R12“ ь обозначим через /(О’).

Определение 2.3. Будем говорить, что два индикатора /р։ и /Гэ из Г(П’) эк
вивалентны, т.е. /р։, если ~ Fշ. Заметим, что отношение яа является 
отношением эквивалентности. Отметим, некоторые простые свойства индикато
ра. Пусть 1р = (р։....... рт) е /(0°), тогда

Г Рк€{±1,±»}, | И

2е Р1 = рт = 1,
3е Рк # -Рк + ։. к = 1,т - 1. ,

Свойство 1’ следует из /Г, а свойство 2° следует из Б°. Свойство 3е означает, 
что точка Р(£). двигаясь по окружности Г = {г ; |г| = 1. г € С) при изменении £ 
от <1 до + не мож<т попасть в противоположную ей точку — Г(£), не пересекая 
мнимую ՛ или действительную) ось, если она в момент * = ч» находится на 
ДеЙСТВИТеЛЬНОЙ (ИЛИ МНИМОЙ) ОСИ.

Пусть /г € /(Пф) и |/^-| — - число компонент вектора />. Очевидно, |/р| > 2 в 
силу Вс. ‘. ( _ 1 п = Д 1 ՛

Определение 2.4. Индикатор IF = (р։....... рга) € /(0°) назовем канонически»,
• гли он удовлетворяет одному из следующих условий :
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a) |/fI<5,
fl) I/fI >5 и = i, к = Т^Т, 

Р*
7) IM > 5 и = -։, к = l,m - 1, 

Р4
Теорема 2.1. Пусть индикатор IF функции F{z) € ft* каноничен Тогда п ли

I) |/г| < 5, то ind F(z) = 0.

II) |Z,| > 5, то in.l F(z) = С где (1 и (2 ֊ первая и вторая базовые

точки функции F(x) соответственно.
Доказательство : Пусть 0(z) = [arg F(x))t=<1, z £ [u,b]. Тогда функция 0(z)
непрерывна и < вязана с F(z) непосредственным соотнЯШ гнием

F(x) = z € [а, 6]. (2.2)

Пусть (1 < ... < 4и» - базовые топки функции F(x). Очевидно, что

[*rg F(։)ß=.
m-1= 52 {«(6+i)-«(6)}.4 = 1 (2.3)

В силу свойств 1° и 3° из (2.2) следует, что 0(6+1) - 0(6) = г + 2я». где 
г 6 {— 0, у} и з - некоторое целое число. Если з > 0 (или з < 0). то

«(5) < «(6) + ֊ < «(6+1) (или 0(6 + 1) < «(6) ֊ ֊ < «(6)) . * = ГТГ^Т

В силу непрерывности 0(х), отсюда следует, что существует Г € 1) такое,
что 0«') = 0(£к) ± у. Тогда, в силу (2.2), С - базовая точка функции Г(г|, 
отличная от всех к = 1, гп, чего быть не может. Полученное противоречие
показывает, что з = 0. Таким образом,

«(6+i)-«(6)G {-^.0.֊}. (2.4)

7) Пусть |/> I < 5. Тогда в силу (2.3) и (2.4) имеем

0 < М F(*)| < ֊ £ ։> = !Ц-‘ < I-

Следовательно, ind F(z) = 0.
II) Пусть If = (F(6)........F((m)). где 6 < ...,U ֊ базовые точки

функции F(z). Пусть |/г| > 5 и = • ^>4*- = »(= -•)• — С 01 “ С Тогда
Р* F(6)
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в силу (2.2) и (2.4) имеем 0(6 + 1) -0(6) = у ( или = ֊})• Отсюда и из (2.3) 
следует, что

£(։)= 27(т՜ 1,5 ( ИЛИ = ~^т~ ~ ~ 1 ^П‘՜
I \ ля 2/ ч г ц2)

Доказательство завершено.
Как видим ։пс! Г(х) может быть легко вычислен после того, как будет найден ка
нонический индикатор, эквивалентный /р. Ключом к построению канонического 
индикатора, эквивалентного данному, может служить следующий критерий.

Теорема 2.2. Пусть 1г = (Р(6)....... Р(6,)) - индикатор функции Г(г) € По и
пусть |/'г| > 5. Для того, чтобы 1г был каноническим необходимо и достаточно.
чтобы Г(6) # Г(6+1), к = 1,т- 1 и Р(6) # Р(6+з). к = 1,т-2.
Докахательство : Необходимость. пусть индикатор //• = (Р(£։),..., Г(£т)) кано
ничен и \1г | > 5. Тогда, согласно определению канонического индикатора либо

к = 1.гП- 1 (2-5)

либо
Р1+1 

Р*
= 1, т - 1. (2.6)

Поэтому
Л6+») = Р(6 + 1)
Л6) Р(6+1)>(6) к = 1,т — 2. (2.7)

Соотношения (2.5) - (2.7) доказывают необходимость.
Достаточность. Пусть 1р = (Р(6) • • •. Р(6п)) И т = |/г| > 5. Р(6) = 1 в силу 2°.
Тогда, поскольку по условию теоремы Р(6) / Р(6), то Р(6) / 1- Кроме того,
неравенство тоже верно Г(6) / -1 в силу свойства 3*. Таким образом, ввиду 1°
или Г(6) — • или Р(6) = —Предположим Р(6) = •• Тогда, поскольку в силу
условия теоремы Г(£2) # Р(6) и Г(6) # Р(£3), то ввиду Iе и 3° Р(6) = ֊1- 
Так как Г(Ь) # Г(Ц) и Р(6) / Г(6). то отсюда и силу 1° и 3° следует,
что Подобным образом доказывается, что Г(^) = 1» ^(£б) =

и т.д. Следовательно, —к = 1,т- I. В случае, когда Р({2) = -

к<1ноничность //• доказывается аналогично. Теорема доказана.
Если индикатор — (Р(£1). • • • । Р(€ш)) не является каноническим, то |/^| > 5, 
и, согласно теореме 2.2, выполняется хотя бы одно из условий :

*) Г((р) = *4^+1) для некоторого р€ {1,2,..., тп - 1},
6) = Р((,+з) для некоторого ? € {1, 2,..т - 2).
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Пусть выполняется условие а). Рассм<зтрим функцию

еслж «€И1.(РЬ
‘ I И« + «зи ® € (£р. £т - 4Р], 

где Лр = £м։ - £р. Ясно, что Г։ € П°. а числа г>։ = ....... г,,.։ =
т/р = £р+1 - ^р, ^р+1 - (р+з _ ^р։ • • -1 Пт-1 = £т - ^р - ее базовые точки Покажем, 
что

ind Fj (z) = ind F(z). (2.8)

Пусть функция 0(z) та же, что и в формуле (2.2). Тогда

Fx(z) = е***’*>. (2.9)

где

0։(*) =
0(z)
<?{z + dp)

если «€(6»<г]։
если ։ € (£p.£m-dp).

Функция А1(ж) непрерывна, поскольку 0(х) непрерывна и согласно а) и (2.2), 
в(£р) = 0(£р+1). Кроме того, очевидно, что для ^(х) имеет место аналогичное 
(2.3) равенство : m -2

[arg Fi(z))i=e = 52 {^ihoi) - ^(Пк)}- 
k = l

Тогда, поскольку 0(£р+։) - 6((,р) = 0. имеем

ind F(z) = ^(arg F(x)l^, = 2՜ £

2* k=v^p 2K *=։

= [arg Fi(x)];:֊* = ind F։(x). 
4 7Г

Таким образом, равенство (2.8) доказано. Следовательно. 1F Я։ IFi.
Заметим, что IFl получается из IF по следующему правилу : из IF отбра

сывается компонента F(£p+i), т.е.

lFt =(F(G)........ F(£p),F(6>+J)......... F(6J)-

Переход из к эквивалентному ему индикатору по такому правилу будем на
зывать сокращением первого типа. Аналогично показывается, что если выпол
няется б), то /р- « /г, = ^(£0,..F(£^), F(£^+з)....... F(£fՈ)) (€ /(П 0< ГД*՜

F2(x) =
F(x)
F(z+\)

если z€ [£։.£»).
если х € (£։.£m ~ \)> где h, = £<+j - £f.
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т.е. из 1г можно получить эквивалентный ему индикатор отбрасыванием компо
нент Г(£,+ 1) и Г(4,+2). Переход из 1Г к эквивалентному индикатору только что 
описанным способом будем называть сокращением второго типа.
Очевидно, что применкк сокращения первого и второго типа мы из любого 
индикатора за конечное число шагов получим эквивалентный ему канонический 
индикатор.

§3. ВЫЧИСЛЕНИЕ ИНДЕКСА Г(х) € П
Как показали мы выше, задача вычисления индекса функции Г € 0° сводится 
к задаче нахождения ее базовых точек. Для ее решения можно было бы приме
нить известные численные методы. Но такой способ нахождения индекса, ввиду 
большого количества вычислений, становится неэффективным. Кроме того, та
кой способ нахождения индекса применим не ко всем функциям из О (очевидно

# П). -
В этом параграфе мы покажем, что для произвольной Г € П легко построить 

эквивалентную ей функцию С € 0°, базовые точки которой можно найти 
достаточно просто.
Пусть

Г € Па.» И Г։(х)

и пусть точки а = х։ <...< хп = Ь разбивают отрезок [а, 6] на части так, чтобы 
для любого к — 1, г» — 1 выполнялось неравенство

|Л(И - Л(х")| < 2. Ух', х" € (։*, 14+1]- (3.1)

Определим кусочно-линейную функцию Е2(х) на [а, 6] посредством соотношений :

Ез(х) = Г։(х4 + 1)---------— + Г։(хк)——-------, х 6 (Х4.Х4+1)» к = 1,п - 1.*4 + 1 - ^4 14 + 1 - 14
(3.2) 

Докажем, что € Пв,*. Очевидно, что Г2(х) непрерывна и /2(0) = Г1(Ь), 
т.е. удовлетворяет условиям А) и В). Остается показать, что Ез(х) О 
(х 6 [а, Ь]), т.е. что Р2 удовлетворяет условию Б). Предположим, верно обратное 
утверждение, т.е. Г2 не удовлетворяет Б). Пусть тогда /3(77) = 0 для некоторого 
И € (хр. хя+։] С [а, 6]. В силу (3.2) имеем

{*։(*,+!) - Еа(хр)}-Г/- -^--4֊ Р2(хр) = О, 

из которого получаем ^а(»р+1) _ Л ~ »р+1 < 0^(хр) ~ »7 ֊ х,
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(заметим, что rj # х,, т) ± z,+1 так как F2(z*) = F։(z4) # ü, k = Гл - 1). 
Следовательно, |F2(zf) - F2(zf+։)| = |2F(zf)| = 2, что противоречит (3.1). 
Таким образом, F2 удовлетворяет условию Б), и отсюда получаем, что Fj € Q. 4. 
Покажем, что

iud F2(z) = ind F։(z). (3.3)

Пусть 0,(z) = [arg F,(*))?_„ (> = 1.2). Тогда очевидно, что функции 0։ и Л, 
непрерывны и для них выполняются соотношения

F։(x) = F2(z) = |F2(z)|e'*>’'>, в4(а) - в,(а) = 0. (3.4)

Покажем, что для любого к — 1, п - 1 и для л ых х z" € [։*, *»♦։] выполняется
неравенство |^j(z/) - fli(x”)l < *• Предположим, что это не так. Тогда в силу
непрерывности 0։(z) для некоторого р € {1....... п - 1} и для некоторых пь 92 € 
[zF, Хр+1) выполняется равенство |0։(։') - 04(z*)l = к. Так как Fi(z) = е1*1՛'*. то 
отсюда следует, что = -F։(rj։). Но тогда |F։(ni) ֊ F։(r»j)| = 2|Fl(»)l)| = 2.
что противоречит неравенству (3.1). полученное противоречие доказывает (3.5).
Из (3-5) следует, что существуют числа а։,...,а„ удовлетворяющие неравевст
вам

Q4 < 01(х) < Qi + ÎT, ։ € [։*, ifc+i], к = l.n - 1. (3.6)

Из формул (3.2) и (3.4) следует, что в2(х4) = 6։(z4) (к = 1,п - 1) тогда

Qk < min {fli(z4),0։(z4+։)} < 02(z) < max{e։(z4),^l(r4+։)} < q4 + ir.

поскольку Fյ(z) линейна на каждом интервале (г4.т4.ц). Следовательно, о* < 
02(т) < а* + я. ж Е (г4.т4 + 1], к = 1,п - 1. Отсюда и из (3.6) получаем

—я < 02(z) ֊ 0i(z) < ir, z Е [a. Ь).

Тогда, поскольку в силу (3.4) 

что влечет равенство (3-3).

F3(x)
ЛИ

= |F2(z)|e,(*ï(',-*lt'”. то ind

Определение 3.1. Пусть |щJ = 1 (fc = 1,п). Функция

Я(т) = z € к = 1, п - 1,

определенная на отрезке [а, 6], называется ирегулярмой степени .<(> 0). еелк
существуют попарно различные числа п- 1) такие, что
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<։*, = *Н,+։>Р = К«- В противном случае Н(х) называется регулярной или 
ирегулярной степени нуль.
Введем обозначения Дх = & — 1,п — 2. Дп ~ [®п-1»։п]- Покажем, что
если функция £2(1), определенная посредством соотношения (3.2) регулярна, то 
каждое ич уравнений

Ис £2(х) = О, (3.7)

1т £2(1) = 0 (3-8)

иа каждом из Дк(£ = 1,п - 1) имеет нс более одного решения. При фиксирован
ном 1- на Дк эти уравнения равносильны соответственно следующим

Яс Г1(ц+х) - Яе £1(1*)
(3.9)

(3.10)

Если Не £։(ц+1) - Яе £1(ц) # 0. то. очевидно, уравнение (3.9) на Д* имеет не 
более, чем одно решение. Если Ис £1(т։[ + 1)-Я.е £։(хк) = 0, то уравнение (3.9) на 
Д* решения не имеет. Действительно, для того чтобы в этом случае уравнение 
(3 9) имело решение необходимо, чтобы Не £։(х*) = 0. Тогда в силу равенств

(Не Г։(х,))3 + (Ьп £։(хр)]։ = 1, р = к, к + 1,

должно выполняться одно из следующих соотношений :

£։(хк + ։) = £1(хк) или £1(Х* + 1) = -£1(Хк).

Первое из них не может выполняться в силу регулярности £։(х) (так как 
£։(Х/) = £1(х;). } — 1?п). Во втором случае

|£։(хк+1)- £1(хк)| = 2|£։(х*)| = 2

что противоречит (3.1). Полученное противоречие доказывает отсутствие реше
ний у уравнения (3.9) на Дь Аналогичным образом доказывается, что на каждом 
Д* (Л = 1, п) уравнение (3.10) имеет не более, чем конечное число решений, и.
таким образом, функция

С(х) = ^(*) 
|Гг(х)| € 0°.

В силу (3.3)

։п<1 С(х) — ։п<1 £(х).
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Заметим, что множество базовых точек функции С(х) совпадает с множеством 
решений уравнений (3.7) и (3.8). Поскольку на Дк (3.7) и (3.8) эквивалентны 
линейным уравнениям (3.9) и (3.10) сответствснно, то базовие точки функции 
(7(х) можно найти, решив совокупность систем :

КеС,(»о,)-К.Г,(»>|(г _ ։ =։ь+1 — *1
х € △*,1т С,(*>+.)-Ьп Л_ ։։) = _1т Л(1։) 

Хк+1— Хк
х Е △*,

(3.11)

Если Г2(х) иррегулярна, то может оказаться, что -- —- £ П° (т.е. одна из 
I) I

систем из совокупности (3.11) имеет бесконечное число решений). Однако, из 
иррегулярной функции Г։ легко получить эквивалентную ей регулярную. В 
самом деле, если при некотором р выполняется равенство Г2(хр) = ^(Хр+х),
то, как нетрудно заметить, функция

Г2(ж)
Р2(։ + хр+։ - хр)

при 
при х € (гр. хп - х,+1 4-Хр] (3.12)

X €

(здесь полагается, что при р= 1 (хх.Хр) равно пустому множеству) эквивалент
на Г2 и имеет степень иррегулярности на единицу меньше, чем степень иррегу
лярности Г2. Функцию Гэ будем называть сокращением степени I функции Г2. 
Сокращение степени I 4- 1 функции Г2 определим по индукции как сокращение 
степени 1 функции Н, которая является сокращением степени I функции Р2. Яс
но. что если Р2 иррегулярна степени я > 0, то ее сокращение степени я будет 
эквивалентной ей регулярной функцией.
Пусть Г2 иррегулярна степени 1, Р2(хр) = ^(Хр+х) и ^3 определена пос редством 

(3.12). Тогда функция

" е~г

Пусть г?1 < ... < т)т - базовые точки функции <?(х), и пусть пх....... 41 € [хх.х,),
г?։+1....... .. € [хр,хп ֊ хр+1 + Хр]. Тогда, ввиду определения (312). справедливо

равенство

где = г)к 4֊ тр+1 - Хр,

РзМ (6+1)1^(6+1)Г
к = I 4֊ 1, ос

к2(б*) \ 
|г2«я.)1/’
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Замечание. Так как при р = 1 полагается, что [хх, тр) - пустое множество, то 
в этом случае следует положить I = 0, и тогда

, _ ( а«.) г.«») \
\1Л(6)|......... 1Ъ(4~)1/՜ .19

Нетрудно видеть, что базовые точки функции С, принадлежащие [г։, тр) (р > 0), 
совпадают с совокупностью решений систем

г R* ад = о, г 1т ад = 0,
1 г % । г » («1.131

а базовые точки С. принадлежащие (хр. хп — хр+1 + гр], совпадают с совокупнос
тью решений систем

Не Г3(г + тР+։ - хр) = 0.
* € [хР,։п - 1р+1 4- тр].

Г 1т Г2(г 4֊ хр+1 - хр) = 0, 
I т € [։р> ~ ։р+1 4՜

Следовательно, числа 6+1. ■ • - .6п (или числа £։,..., в случае р = 1) совпала 
ют с совокупностью решений систем

11с Г2(х) = 0.х € (а>+1,®.]. ( 1т Г2(х) = 0, 
I ® € [хр+ь ®п]-

Отсюда и из (3.13) вытекает, что числа г?։........1//.6+1......... 6» (или числа
(1........ 6« ° случае р = 1) совпадают с совокупностью решений систем (3.11),
из которых при р > 1 удалены системы :Не Гх(гр+1) - Ие Л(хр)

Хр+1 — хр
(։ - хр) = - Не Р։(хр),1 € Др.

( 1шАЫ-ЬвА(^)/г , х . р , .
I (® хр) — *п։ Г1(хрЬ\ х* + 1 — хр
I г е дР.

Таким образом, если £1 < ... < 6» ~ решения совокупности систем (3.11), из 
которых удалены две последние системы (при р > 1), то^2(6)

1^(6)Г’”
^«п») \
|ад.)1Г

Отсюда видно, что если Г2 иррегулярна степени з > 1 (ясно, что при я = п — 1 
Г2(х) = 1, неравенство я > п — 1 невозможно), а Я - сокращение ^2 степени я.
то индикатор 1^ функции

Н(») 
|Н(х)| € Я°
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(С эквивалентна Г), определятся формулой

, - ( ^(6) \
с \1ВД1)|........|Р2(^)1Г

где £։<•••<£«’ совокупность решений всех тех систем

( 11с ГДтк+х)-Яе Р։(хк)|---------- (*-«) = -КеР.(хИ.

< ЬШ„)-|,/,(Ц|(1 _ 1։) = _1т 
< ։* + ! — ։*
I ։ € △*

(3.14)

для которых Г(г*) # Р(г*+1), к € {1....... п - 1).
Таким образом, мы показали, что для любой функции Г € П можно постро

ить эквивалентную ей функцию С € 0°, базовые точки которой весьма просто 
находятся решением совокупности систем (3.14), а по значениям С в этих точках 
мы легко найдем значение ш<1 Г(х). Заметим, что описанный выше метод можно 
применить к функции Р 6 Пв.б лишь в том случае когда существует эффектив
ный способ построения по функции Р разбиения« = ц < ... < тп = Ь отрезка 
[а. Ь], гарантирующего выполнимость условия (1.3). Ниже мы покажем, что такой 
способ существует для функций Р(х), удовлетвотряющих условию Гельдера

|F(z') ֊ F(x")| < М|z* - ։Т (0 < а < 1). (3.15)

Пусть функция F Е Qa> удовлетворяет условию (3.15). Пусть числа п и х։.
(к = 1, n + 1) определяются из условий

Хк = а + п
(Ь-а), к = I. п + 1, (3.16)

п > (Ь - а)
Г2М]1/о

(3.17)
ГП

m= min (|F(xt)|). Покажем, что для обеспечения выполнимости условия 113) 
к = 1,« + 1

достаточно узлы z> разбиения отрезка [а. 6) определить по формулам (3.16).
Из (3.15) и неравенства ||Л| - |В|| < |Л - В| легко вывести, что если

М 1/о
п > (Ь - а) (3.18)

nnn,e(e.k)

то (1.3) имеет место для z>, определяемых по (3.16).
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Покажем, что если выполняется (3.17). то

г€(о,4]
(3.19)

Из (3.17) следует, что

6 — а
п

Тогда

|F|z)| = |F(։*) - (F(z*) ֊ F(z))| > |F(rt)| - |F(z*) - F(z)| > 

> |F(r*)| ֊ M|z* - *Г > |F(։t)| - M|r*+։ - rt|e > m - M— = —

для любого x € [rt.Xt + i]- Следовательно, имеет место (3.19).
Автор выражает благодарность А. М. Джрбашяну за полезные советы.

Abstract. The paper gives a new numerical method for calculation of the index 
of a function : given a function F(z) and Fj(x) = F(X)/|F(z)| : [a,6) —> C. a 
continuous, piecewise linear function F2(i) is constructed that coincides with Fj(r) 
at some partition points r* of the interval (a, 6]. If the diameter of the partition 
renders the variation of Fj(z) in the intervals (ik,r*+i] (k = 1, n) less than 2, then 
the index of F(z) is calculated using the intersection points of the graph of Fj(z) 
with the coordinate axis by a special finite algorithm.
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