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Институт математики НАН Армении
Е-таЛ : a^gagjk^maiLгu

Резюме. В статье доказывается, что если интегрируемая функция при

надлежит классу Ватермана АВУ ([О, I]2) при Л = < о и непре

рывна в каждой точке компакта Е, то двойной ряд Фурье-Уолша функции /(т, у) 
равномерно и( К)-сходится на Е.

$1. ВВЕДЕНИЕ
Для одномерных тригонометрических рядов хорошо известна следующая теоре
ма.

Теорема (Дирихле - Жордан). Если функция /(х) имеет ограниченную 
вариацию на (—тг, тг] и непрерывна в каждой точке отрезка [а. 6] С (-к. т), то 
ряд Фурье функции /(г) сходится к /(х) равномерно на [а. Ь).
Аналог этой теоремы имеет место также для рядов Фурье Уолша (см. [3]. стр. 
58).
Для функции / : [0, 1] —> 1К и интервала △ = (а. 6), обозначим

/(△) = /(6) - /(а), /•(△)= аир |/(х) - /(у)| -

Определение 1. Пусть последовательность Л = {А; }^=1 принадлежит классу Ф. 
т.с. является монотонно убывающей последовательностью положительных чисел 
такой, что

ОО
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Говорят, что функция /(z), определенная на (0, 1] принадлежит классу Ватерма
на ABV([0.1)), если 'Ьу-

ЛУ[011] = вир£ <оо, 
Г * = 1 А‘

где Г система неперекрывающихся интервалов из [0,1].
Пусть теперь /(։, у) € Z.1([0. 1]’). Для интервалов = (а։,а։) и Aj = (61,63), 
положим

/(△1, Д2) := /(а։, 6Х) + /(<23,63) - /(аь 62) - f(a2, 6։),

/•(△i,Aj):=8up|/(AJ)h

где sup берется по всем интервалам I С Дь J С Да*

Определение 2. Пусть последовательность Л € Ф. Говорят, что f(z,y) 6 
ЛВУ([0.1]1), если

1. /(х,0),/(0. у) € ABV([0,1]),

l*,l’k = lr=l *
где Г։ и Г2 - две системы непересекающихся интервалов в [0, 1].

Отметим. что поскольку любая функция из класса Ватермана, очевидно, огра
ничена. для f(z. у) € ЛДУ((0, I]2) можно определить величину

ЛГ(/) = ЛУ(0.1?(/) + ЛУ(од](/(0,у)) +AV[o,i](/(z,0)) + sup |/(z,y)|. 
(0.4’

Если в определениях 1 и 2 Л = то множества ABV([0,1]) и АВУ([0, I])2 
обозначают соответственно через ЯВУ([0, 1)) и НДУ([0, I])2, а функции из этих 
классов называют функциями с ограниченной гармонической вариацией. 
В работе [4] Д. Ватерман доказал аналог теоремы Дирихле Жордана для функ
ций с ограниченной гармонической вариацией. Для двумерных тригонометричес
ких рядов Фурье справедлива следующая теорема (см. [1]).

Теорема (А. Саакян). Пусть функция /(z, у) 6 HBV([-ir\ я]2) непрерывна во 
всех точках открытого множества Е С [—и, я՜]2. Тогда прямоугольные частные 
суммы ряда Фурье функции f(x,y] равномерно сходятся к f(x,y) на каждом 
компакте К Q Е.
Эта теорема была усилена О. Саргсяном (см.[5]).

Теорема (О. Саргсян). Пусть функция/(х, у) € HBV(\-ir, я]2) непрерывна в 
точках компакта К С [—и. я]2. Тогда прямоугольные частные суммы ряда Фуры- 
функции f(z,y) равномерно сходятся к f(x,y) на К.
О. С аргсян (• м.[б)) также доказал аналог этой теоремы для рядов Фурье Уолша.
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Определение 3. Говорят, что конечное множество и С принадлежит классу 
А, если вместе с произвольной точкой (Л.Е и множеству Ц принадлежат также 
все целочисленные точки прямоугольника [О, й) х [О,;]. Если, кроме того, при 
фиксированном К > 1 из условий (0. Д') € и и (М,0) € и следует, что множества

{(*.» € 2$. :**+>< АГ) С У и {(<-,» € : к + К] < М} с и.

то говорят, что множество [7 принадлежит классу Л(К՜).
Заметим, что если и € Л(К), то 1Ч(и)/п{и) < 2К, где

Л^(У) = тт|п:[0,п]2Г122 ЗУ) и п({/) = гпах(п : [О.п]2П12 С С/}.

Определение 4. Говорят, что ряд а*и и-сходится (соответственно и(К)- 

сходится) к а если для любого е > 0 существует число такое, что

для любого и Е А (соответственно Ц € А(Я')) с п(1/) > ЛЛ
Для /(х,у) € I1 ([0,1]2) и конечного множества Ц С 2’ обозначим

5ц(/,х,у)= 52 Ск.Д/)“’*(։)«»>(»)>

где
<*.>(/) = /71

Уо -/о
/{/.

а - система Уолша.

ющую тео!>ему-
Обозначим Л։/а = В настоящей работе мы доказываем следу-

Теоремв 1. Если фиксировано произвольное К > 1 и функция /(х.у) Е 
Л1/2ВУ([0,1)2). то для любого и Е А(А՜) и для любой точки (х. у) Е [0,1)՜’ имеем

|5р(/.х,у)1<СКА1/։У(/).

Если же последовтельность Л — {А„} Е ♦ такова, что А{, = о(Ап) при п —» ос. 
а функция /(։, у) Е АВГ^О, I]2) непрерывна на компакте Е С (0, I)2, то ее ряд 
Фурье Уолша равномерно и(К)-сходится на Е.
Для тригонометрической системы эта теорема была доказана М. И. Дьяченко [2].
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§ 2. ОБОЗНАЧЕНИЯ И ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 
Напомним, что система Уолша {u’n}^_0 и нумерации Пэли определяете« равен
ствами

к к
(юо(*)=1). = И (г.(х))<в если n = с, = О или е. = 1,

|=о 1=0

где {г,(ж)} система Радемахера.
Ядро Дирихле для системы Уолша

ft — 1
Dn(z) = £ *".(*)

• =о

обладает следующими свойствами (см. [3], Пункт 1.4) :
а) Если п = 2* 4֊ тп и 1 < т < 24, то

Dn(x) = D2.(x) 4- rt(x)D„,(x). (1)

б) Ядро £>„(х) при 1 < п < 2* принимает постоянное значение на каждом иэ 
интервалов Д™' = [£. 2^1), т = 0.1,...,2* - 1.

в) Для ядра Д2»(х) справедливо равенство

о3*(х)=/2* при ։ел«м’
(о при х е [о. 1)\д’,*’.

г) |Рп(х)|<- для любого х € (0,1)
Имея ввиду (3). для п > 1 и X е (0,1) получим

|£>п(х)| < пип!п + 1.-1 < --- ~~ = СП ■
( х ) ~~ х 4- 1/п пх 4-1

Докажем что.

, . 1 1 , С-Cminl l’7Z И —ТУ'I пх I пт 4- 1 *€ [0,1).

(2)

(3)

(4)

(5)

Пусть п = 2* 4- т и 1 < т < 2*. Иэ (1) имеем

Dn(x) = D2.(x) 4- rk(z)Dm(x),

и, следовательно,

D„ (t)dt
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В силу (2)

= О при х > 1/2*

и
Рг.(0<Й < 1 < 1/(2*։) при ։ < 1/2*.

Следовательно,

< Спип (6)

Выберем ։ так, чтобы ։/2* <։<(» + 1)/2* (։ Е △/ *). Так как От (1) принимает 
постоянное значение на каждом из интервалов и интеграл от по 

л(*>интервалу Д; равен нулю, то

т^1)От(1)<И = У г*(«)Рп։(«)Л

Оттуда, учитывая (4). имеем

пмп <1, — > , п։

Из (6) и последнего неравенства следует (5).
Частные суммы ряда Фурье-Уолша функции / Е Ь։(0.1) имеют вид

$х(М) = /1/(։)Рп(։ф£)Л, 
•/о

ОС

если х = ։.2՜', < = 52^1= 0 или 1- Операция ф имеет 
следующие свойства :

1. Для любых ։, у € [0,1] справедливы

|։ф у- ։| < у, 

|։ - у| < ։фу,

(7)

(8)

2. Для любого } Е £1([0,1]) и х Е (0,1]

о о

т.е. интеграл инвариантен относительно ф-сдвига (см [3]. 2.1.2).

(9)
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Лемма 1. Пусть задано К > 1. множество U € А(К) и число

n(U) :=niax{n:[O.n]JnZ’ Ç И} > 1.

Тогда для ядра Дирихле по системе Уолша

Dr(z, у)

для любых t.y Ç (0. 1) справедливы такие оценки :

\Dir(x,y)\ < СК
n2(U)

(U)^ïn(n(U)z 4֊ 2)v/ln(n((/)!/ + 2)

n(U)у/1п(п(П)1 4-2)v4n(n(tf)j/ + 2)
7՜ T,,;— / j,,i »

y/ln(n(U)z 4֊ 2)у/1и(п(П)у 4- 2) 
x/n(t/)z4-lv/n(t/)y4֊ 1

(10)

(H)

(12)

(13)

Для тригонометрической системы эта лемма была доказана М. И. Дьяченко (2].
Для системы Уолша доказательство аналогично и вытекает из оценок (4) и (5).

Замечание. Пусть 2‘ < n(U} < 2* +1. Тогда, если в оценках (10) ֊(13) поставить 
21 вместо п([7). то эти оценки снова будут справедливы с 4С вместо С.

Лемма 2. Пусть функция fiz.y) € ABV([0,1]2) непрерывна на компакте Е С 
[0,1]’. Тогда

ЛУ[,-< ,+*)к[,_4.>+4)(/) -> 0 при 6 —► 4-0

равномерно на Е.
Эта лемма была доказана А. Саакяном (1] для случая Л = {п}“=1. В общем 
случае это доказательство остается практически таким же.

5 3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1.
Доказательство теоремы 1 : Так как

Suif, z, у} = [ [
Jo Jo

f(t,e)Du(z Ф t, уф a)dtda,

то
Su(f, 0,0)= [ [ fit,a)Duit,»)dtda, 

Jo Jo
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и Suif, °» °) оцениваете« с помощью леммы 1 точно так же. как это было сделано 
для тригонометрический системы в работе М. И. Дьяченко [2]. Более того, для 
U Е А(К) и всякой интегрируемой функции / имеет место оценка

|Sc/(/.0,0)| <СК ( £ Г(Д,;Д<) + £ П*-") + £ +1/(11 Л
\м=1 ' 1 .=1 А' /

=: СК (S^f) + Si(f) + S3(/) + S<(f)), (14)

где I = 2‘, 2* < п(и) < 2* + 1, ։, = у, = х/1 и △, = (։,_»,։,) для । = -1.2..... 1.
Выберем произвольные а.Ь Е [0.1] и. используя (14), оценим $с(/.а,6). 

Пусть Г(х, у) := /(г ф а, у ф 6). Учитывая инвариантность интеграла относи
тельно ф-сдвига (см. (9)) имеем

Suif,a, b) = SuiFM)

Сначала оценим Sj(F). Обозначим

Оо:= {1,2......2*} , #П0 = 2‘,

ПП:={| = 2"Л, я =1,2.......2»-}, #Qn=2‘-, п=1,2....Л

Поскольку По D 01 D • • • D Пь то

К-1 *
Qo = U (Пп \Qn + i)Un* =: U G"’ 

л=0 пхО

Gn = {2՞ + г2"+1 : 0<г<2‘-"-։}, 

#GW = 2‘-"-1, г» = 0,1...... *-1, #С* = 1.

(15).

(16)

(17)

(14) и (16) имеем

л ,т=0

|.;€По

(18)

Пусть i Е Gn, п < *, тогда (см. (17)) » = 2" + г2"+։, 0 < г < 2»֊"֊». и

/2" + г2п+։ - 1 2"4֊г2"+1\ _ Гг2п + ։
= 2» • 2* J С 2*

_ 2г 2г + 11 _
JÀ —п * 2* — п “ (19)
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Обозначим

О < г < 2*՜"՜

Л[0, 1], (20)

2° *1Все числл и։ множества {хг}г=0 в двоичной записи имеют одинаковые
цифры, начиная с (А: — п)-ого места и из первых (к — п — 1) цифр некоторые

О < г < 2*-"՜1.

различны. Следовательно,

Поэтому интервалы {Д }г=0 попарно не пересекаются (исключая концевые 
точки).

■ & — 91 }Из |8) для всякого х € Д2г имеем

а ф х — а ф

следовательно, а ф х € и

(21)

Из (19) и (21) получим, что для ։ € Сп, п < к,

и ф △, С 1п 1 = 2" + г2п+։ 0 < г < 2к (22)

Итак, при п < к каждое из множеств {афД, }։<_ с принадлежит одному из 
интервалов {Д.}, которые попарно не пересекаются. Семейство {афД,}^с 
состоит из одного множества, и в качестве {/,} можно взять {[0,1)}.
Аналогичным образом, для 0 < тп < к можно построить семейство (7р) 
непересекающихся интервалов из (0, 1], так, что

(23)

Из (18). (22), (23) и равенства Г(х,у) = /(։ фа, уф Ь) имеем
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где » = 2" + г(։)2п + 1 и > = 2т + р(։)2га + ։ 
и Цр) = 2т + р2т + 1 имеем

Следовательно, для ։(г) = 2" + г2"*1

Г(Л,Л)
•*0<р<2й“*“1

Оценим А|(Г).

х _ ___у»(г) _ у/2” +г2" + ։ 2п/։у/гП
'’'} ~ Ип(<(г) + 1) “ у/н2" +’•2"+ ։ + 1) ~ 0п(2" + Чг + 2))

ъ 2п/1У^Г1 2я/>у/7П _ 2՞/’
~ ^/)п(г + 2) + п + 1 ~ 2у/п + 1 ч/1п(г + 2) 2л/пП

(24)

(25)

Откуда получаем

гда а"= -у,/2 •
оо

Аналогичным образом получим, что

1
А/(р>

1
Ар+1

(26)

(27)

Используя (24), (26), (27) и тот факт, что (/,} и {7Р} состоят из попарно
непересекающихся интервалов, получим

ГП (28)
->0<р<2*-

Из (18) и (28) имеем

1 *
51(Г)= 22 Ап.т < Л1/։У(/) 22 «пот < А2Л։/։П/). (29)

п,т=0 п.т=0

Аналогичным образом получим,

< ЛЛ։/։У(/), 

5з(/՝) < ЛЛ։/,И/)-

(30)

(31)

Кроме того, имеем

54(£) = |Г(тьУ1)| = |/(хфх։,уФу։)|< А։/3У(/). (32)
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Из формул (И) ֊ (15) и (29) (32) следует, что

|5с(/,а.Ь)|<СКЛ։/2У(/),

и первое утверждение теоремы доказано.
Приступим к доказательству второго утверждения теоремы. Пусть /(։, у} € 

ЛВГ([0, 1]։), где Л = {А'}. А» = о(Ап) при п -» оо. Тогда /(։, у) Е 
Л։/гВГ([0.11Э).
Докажем, что если /(г, у) = 0 в некоторой окрестности точки (а, Ъ) € [О, I]2, 
то ряд Фурье-Уолша функпии / и(Я)-сходится к нулю в точке (о, 6). Выберем 
произвольное число е > 0. Согласно (18) и (28) имеем

к
«.(*) = £ Л.,„. ^п.т < <*лОп.Л1/։У(/).

л.т=0

Тогда существует число ^r. независящее от к такое, что

5,(С)= $2 Л„.„ 

п,т=0
(33)

где |а| < е. Убедимся. что каждое слагаемое суммы п.п, стремится к нулю
п,гп=0

при п(СГ) -> ос (к —> оо). Пусть

/(«. у) = 0 при (։, у) е Р(а) х Р(Ь), (34)

где £>(а) = а-— ,а+ — 
2» 2ч

М, Заметим, что при п <

П (0,1), Р(6) =

имеем

Л [0,1], д € М и к >

ЛСП(а) при г = 0,1...... 2‘-м*. (35)

2г 2*+»-М. 1
- 2к-п < 27н ПРИ г = 0’ 1»—.2* 1 то из (1) имеем

и из (20) получим (35). Подобным образом получим, что

JpCD(b) при р = 0, 1,...,2*-А/’. (36)
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Из А'п = о(Ал) следует, что существует число Na такое, что

jyj "ри « > No-

Поэтому

-j^2 д7 при ։ > N,).

Из (34) - (36) имеем

= b г = 0,1...... 2‘-w«, р = 0,1...... 2*-*«.

(37)

(38)

Возьмем к0 таи. что 2*-Л/’ > Уо при 1> > ко. Используя (24) и (37) (38) для 
к > ко имеем

< < у у /*(/,■■ Jy)

0<г<2*- —1 0<р<2‘-"«-։ ДГ,<г<2»-»-> Хо<><2‘---։

< Е Е <”>

Л'о 1 N0<p<2*~m-։ < F Р <

Согласно (33) и (39) имеем

Si(/)<eC(AV(/)+l) при к > к0.

Последнее означает, что Si(F) —► 0 при n(U) -> оо. Подобным образом доказы- 
вется, что Sj(F) -» 0. 83(F) ч 0 и 84(F) —> 0 при n(U) —► ос. Следовательно, 
(см. (14), (15))

Su(f,a,b) -+ 0 при n(U) -* 00. (40)

Из доказательства видим, что соотношение (40) имеет место равномерно для 
семейства функций, удовлетворяющих (34) и имеющих равномерно ограничение 
Л вариации.

Теперь предположим что /(ж, у) непрерывна на компакте Е С (0.1]3. и 
покажем, что ее ряд Фурье-Уолша равномерно и(К) сходится на Е. Пусть 
а, Ь 6 Е. Положим /(ж, у) := /(ж, у) - /(а, 6). Тогда /(а, Ь) = 0 и функция /(ж. у) 
непрерывна в точке (а,Ь). При любом 6 > 0 функцию /(ж, у) можно представить 
в виде суммы /(ж, у) = /։(ж, у) + Л(ж. у), где /։(ж.у) = 7(ж, у)Ло(в(жо(к»(ж. у). 
О(а) = [а - <$. а + <$] П [0. 1] и И(Ь) = [6 - <$. Ь + <5) П [0,1]. Отметим что /. /։. Л € 

[0, 1]‘1 и /2 имеет рлвномерно ограниченную Л-вариашпо относительно 
(а, Ь) € Е. Так как /(г, у} непрерывна в точке (а. Ь)> то при 6 —► 4-0, получаем

ЛИЛ) = ЛУЬ(.)кХММ(7) + лУО(в|(7(ж, 6 - 4)) + ЛУр(»)(7(а - 6. у)1 + О(1).
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При мен я« уже доказанную часть теоремы, лемму 2 и хорошо известный резуль
тат о непрерывности одномерной вариации в точках непрерывности функции, 
получаем, что для любого с > 0 найдется такое 6 > 0, что

|$НЛ.О)| < СКЛ1/։У(/։) < СКЛУ(Л) < ֊

для любого и € А(К). Так как /3(т,у) = п при (Х՝У) € О(а) х то согласно 
доказанному ранее, имеем

|5и(Л.а.»)|<5.

если п(7У) достаточно большое число. Следовательно,

|5и(/.а.6)-/(а.Ь)|<е, У(а,6)е£ при т»(С7) > ЛГГ.

т.е. ряд Фурье Уолша функции / равномерно и(К) сходится на Е. Теорема 1 
доказана.

Abstract. The article proves that if a summable function /(x,y) belongs to

Waterman's class AßV([0,1]2) for A = and is continuous at

every point of some compact £\ then the double Fourier-Walsh series of f(x, y) is 
uniformly u( К) -convergent on E.
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