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СВОЙСТВО БЕЗУСЛОВНОЙ БАЗИСНОСТИ ОБЩЕЙ 
ПЕРИОДИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ ФРАНКЛИНА

В [0,1]» 1 < р < ос

К. А. Керян

Ереванский Государственный Университет 
Е-таП: karenkeryan@yahoo.com

Резюме. Общая периодическая система Франклина, соответствующая всюду 
плотной последовательности точек Т = (1п,п > 0) из отрезка [0,1], определяет
ся как последовательность ортонормировании*, кусочно-линейных (с конечным 
множеством узлов 1$.............€ 7"), непрерывных функций с периодом 1. Основной
результат данной статьи устанавливает, что любая общая периодическая систе
ма Франклина является безусловным и гриди-баэисами в пространствах 17[0,1], 
1 < р < ос.

§1 . ВВЕДЕНИЕ

В 1928 году Франклин [1] построил первый пример полной, ортонормальной сис
темы. которая является базисом в С[0,1]. До этого Хаар [2] построил полную ор
тонормальную систему такую, что ряд Фурье-Хаара любой непрерывной функ
ции равномерно сходится к той же функции. Однако система Хаара не является 
базисом в С[0,1], так как функции системы Хаара разрывны.
Систематические исследования системы Франклина начались с работ 3. Чисель- 
ского [3], [4], где, в частности, получены экспоненциальные оценки функций сис
темы Франклина.
В дальнейшем эти оценки сыграли фундаментальную роль в исследованиях по 
системе Франклина. В частности, эти оценки были использованы С. В. Бочка
ревым [5] для доказательства утверждения, что система Франклина является
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безусловным базисом в любом рефлексивном пространстве Орлича и поэтому и 
в пространстве Ьр[0» 1]։ 1 < р < оо.
Позже П. Войташчик (6] доказал безусловную баэисность системы Франклина 
в пространстве ИН\. 3. Чиссльский [7] ввел в рассмотрение периодическую 
систему Франклина и показал, что многие свойства непериодической системы 
Франклина сох ран я юте к также для периодической системы.
Исследование общей системы Франклина началось в работе [8], где получены 
оценки для частичных сумм ряда Фурье-Франклина. Свойство безусловной ба֊ 
зисности обшей системы Франклина в пространстве Ьр[0,1] при некоторых огра- 
ничениях на структуру разбиения отрезка (ОД] было доказано в работах (9, 10]. 
Г Г. Геворкян и А. Камонт [11] окончательно решили вопрос безусловной баэис- 
н<»сти системы Франклина в £р[0,1]. 1 < р < оо. Ими доказано, что при любом 
допустимом разбиении отрезка [0,1], соответствующая система Франклина явля
ется безусловным базисом в £р[0, 1], 1 < р < оо. Они также доказали, что общая 
система Франклина является гриди базисом в Ьр[0,1), 1 < р < оо.
В настоящей работе исследуются общие периодические системы Франклина. На
ми получены оценки частичных сумм ряда Фурье интегрируемых функций пи 
общей периодической системе Франклина. Мы также доказали, что общая пери
одическая система Франклина является безусловным и гриди-базисами в про
странствах £р[0, 1], 1 < р < оо. Отметим, что как в периодическом так и в 
Непериодическом случаях для функций общей системы Франклина нет экспонен
циальных оценок, которые сыграли важную роль в исследованиях классической 
системы Франклина.
Мыв дальнейшем будем использовать следующие обозначения. Для любого мно
жества А С [0,1] через Ха ыы будем обозначать характеристическую функцию 
множества А, через |А| лебегову меру множества А.д через Аг дополнение мно
жества А, т.е. Ас = [0, 1 ]\А. # Д обозначает число элементов множества В. поэто
му = оо для бесконечного множества В. Поскольку мы будем рассматривать 
периодический интервал [0; 1], то допустимы обозначения [а; 6 с о > Ь. В этом 
случае [а; 6] = [а; 1] (_Д0; 6]. Для любой интегрируемой функции / : [0. 1] •—* R поло
жим 1М/(х) = вир^у щ |/(<)|Л, где/-обобщенный интервал, а под функцией 
1М/(х) будем понимать максимальную функцию Харди Литлвуда. Для любых а 
и Ь обозначим а V Ь = тах(а, Ь) и а А 6 = ппп(а, Ь). Наконец, а ** Ь будет означать, 
что существуют положительные константы сь не зависящие от а и Ь такие, 
ЧТО С1О < Ь < с^а.
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§2 . ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОБЩЕЙ ПЕРИОДИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 
ФРАНКЛИНА И ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Пусть <7 = < • < /V) разбиение отрезка [0, 1] с простыми узлами, причем

О = зо < < зз... < < з/у = 1. (2.1)

Через 5(<т) обозначим множество всех непрерывных функций /, которые линейны 
на каждом отрезке [я,.л։+1], । = О.....ЛГ - 1, и удовлетворяющие условию 
/(0) = /(1). Далее пусть

А^,о(С) - _ Х[ю.»։](0 + _ Х|»лг-з1»*](*)«Я1 “А —1

^■>(0 ~ 7—֊—ГХ(ч.ч+|](<)» » = 1....... АГ - 1.
3| — «1-1 ^« + 1 *1

Ясно, что любая функция / 6 5(<т) имеет единственное представление вида

Х-1
/ ~ и» 1^0'1 у

1=0

где коэффициенты а, определяются равенствами а, = /(з,).
Пусть а — (з,.О < । < IV) и а’ = (з։е,0 < 1 < ДО + 1) такие разбиения отрезка 
[0.1]. которые удовлетворяют условию (2.1) и а* получается из а добавлением 
одной новой точки з*. Очевидно, <11т5(<7в) = <Нт$(а) + 1 и 5(а) С 5(ае). 
Следовательно. существует единственная функция € 5(<т*) такая, что 
ортогональна к I в Ь2(0. 1], ||^||з = 1 и ^(з’) > 0. Эту функцию назовем 
обшей периодической функцией Франклина соответствующая паре 
разбиений (а.а*).

Определение 1. Последовательность точек Т = (Гп,п > 0) из [0, 1] назовем 
допустимой, если <о = 0, <> = 1, € [0,1], 1։ при х ]у и Т всюду плотно
В [0,1].
Для допустимой последовательности Т = («„, п > 0) и п > 1, через яп = 
(*пЗ|0 < 1 < п) обозначим разбиение интервала [0,1], полученное возрастающей 
перестановкой последовательности (1м0 < х < п). Отметим, что все разбиения 
згп удовлетворяют условию (2.1). и тг„ получается из жп.з добавлением точки <п.

^Определение 2. Под общей периодической системой Франклина, соответству
ющей допустимой последовательности Т, будем понимать последовательность 
функций (Д.п > 1), определяемых следующим образом : /х(<) = 1, и /п (п > 2)
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- общая периодическая функция Франклина, соответствующая паре раэбиений

Известно, что при любом допустимом разбиении, соответствующая общая не
периодическая система Франклина является базисом в пространстве непрерыв
ных функций (см. например [12], Теорема 6 в Главе 6). Дословным повторени
ем доказательства этой теоремы, можно показать, что при любом допустимом 
разбиении, соответствующая общая периодическая система Франклина является 
базисом в пространстве непрерывных, периодических функций.
Сформулируем основные результаты настоящей работы.

Теорема 1. Пусть Т допустимая последовательность и {/П.п > 1} соответству
ющая ей общая периодическая система Франклина. Тогда для любой интегрируе
мой функции / частичные суммы 8п/(х) ряда Фурье-Франклина удовлетворяют 
неравенству

<СМЦх) для всех х € [0.1] и п=1,2___

и сходятся к функции Цх) почти всюду в [0,1).

Теорема 2. Общая периодическая система Франклина, соответствующая любой 
допустимой последовательности Т является безусловным базисом в пространст
вах Р>[0,1], 1 < р < оо.

Теорема 3. Общая периодическая система Франклина, соответствую
щая любой допустимой последовательности Т является гриди-базисом 
в пространствах I/[0,1], 1 < р < ос.
Отметим, что при доказательстве мы получаем нечто большее. А именно, для 
любого р € (1, оо) существует постоянная Ся, зависящая только от р такая, что 
при любой последовательности коэффициентов {а*, п > 0} и любом выборе знаков 
Гп = ±1 получаем

Отмстим, чти в [11] допускались также двойные точки в разбиении Т. Здесь мы 
этого не делаем, поскольку при появлении двойной точки в разбиении периоди
ческая система Франклина с некоторого номера превращается в непериодическую 
систему.
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§3. ОЦЕНКИ ЧАСТИЧНЫХ СУММ РЯДА ФУРЬЕ 
ИНТЕГРИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ
Пусть я = (։,; 0 < ։ < п) допустимое разбиение отрезка [0,1], т.е.

0 = «о <«!<...<<» = 1

и пусть - пространство всех непрерывных, кусочно линейных функций с 
периодом 1 и с узлами 1,. Введем следующие обозначения :

для к € 2,

V, = 2
Далее, пусть С = 6« = [(/V»,., Л^); 0 < ։,) < п - 1) - матрица Грамма системы
{}Г=о* и ПУСТЬ С՜1 = А = Для удобства будем считать, что

апЦ|,пт+; — Где к,1П^2.

Тогда числа имеют следующие свойства.

Свойство 1. Для любых ։ и / имеют место следующие соотношения

+ 2Н| + 1«+1 )а>.1 + 4-1 а| +1.) — 6<5։>д ,
1,2 < «. .Р, < 2,

(31)

(3.2)

и для каждого ։ существует некоторое г», такое, что ։ < п, < ։ + п и

(3.3)
> 2|д.,/+1| при

(3-4)

2
- 21^71.՜^;՛

= тт(|։->|.п-|»- у|) и 

Г |Л 1г- _______ 3__ 3

(35)

при
при (З.б)

Для каждого । существует некоторое к, такое, что п, Л п.-и < *, < п, V
8 1

(3.7)



Свойство бе зусловнокблз ясности ... 23

Дока жительство : Ясно, что равенство (3.1) равносильно условию С՜1 - ЛИ1)
= бедует» что а, } = п;|. Покажем, что

Допустим противное. Без ограничения общности можем считать, что |а, ,| < 
2|в0+1| = 2|а. + 1з1* Иэ равенств (3.1) имеем

+ 2(^+1 + *« + 2 )<** + >.• + ^42а«^2,1 = О

что равносильно

+ + 2<*1 + 1,|) + к+э(2®| + 1,1 + а» + 2.|) = 0.

Из последнего равенства и из sgn (а,։1 + 2а,+1,։) = 8511 (а.+и) следует, что 
8gn(2аl+l,i +а,«л) = ^п(а|+13), и поэтому 2|а։^1.|| < 1^+2.1- Повторяя эти 
рассуждения, получим

1°М I < 2|а1 + 1,|| < 1^+2,«I < 2 : < ••• < 2*-3 1а’+п~1.» <

которое невозможно при п > 2. Из (3.1) также имеем

+ 2(/. + к+1)а«.1 + + —

Следовательно, из последнего равенства и неравенства |а,։|| > 2|<ц,|±1| вытекает
(3.2). Тем же способом можно доказать, что если |ам | < 2 то

и а|Ла։ ох < 0 для ) + 1 < к < 1 4- п - 1. Определим и, следующим образом

п. = тах{; : |пм-1| > 2|<*и1 и

Из определения п, следует (3.3) и (3.4). Из (3.6) следует оценка 13.5), а (3.6‘ 
вытекает из определения п, и свойства (3.4).
Осталось доказать 13.7). Допустим, что п, > гц-1 и обозначим

П»-!,

Пь
тах{) < п.; |п.^| > |а.-1лI) 4- 1,

если |сц1п._|| < |а.-1.п,«։| 
если |а1,п.| > 1<Ц-1.«,1 
в остальных случаях.
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Тогда из (3.6) получим (3.7). Доказательство завершено.

С помощью матрицы А, определим биортогональную систему {/V/)’=0 «^Дую
щим образом :

";(«! = ЕХам.
;=0

* € [0.1).

Ясно, что (А^.ЛГр = дм и = а,г Пусть

п-1
*.м = £>, т», 

1=0
М€ [0,1).

Тогда длк любой функции / € I1 (0,1] ее проекцией на пространство будет

Рж/(«)= / К.(«,а)/(вМа. 
/о

Теорема 4. Пусть к = : 0 < । < п} - разбиение отрезка [0,1] м < € [*.-1Л»)
для некоторого ։. Тогда существует € [<*,-։, Ь,] такое, что

Г*»«
I чаг (Я,(։, •); [в, «»,])</« < 128.

( чат (Яг(е, •); (Г4(, а])</э < 128.

(3.8)

(3-9)

где |а, />] - обобщенный интервал (т.е. (а. 6] = [а, 1]и[0.6], если а > Ь) и чаг (/; [а. 6]) 
- полная вариация функции / на отрезке (а, 6].

Доказательство ։ Определим точку I,, : если #»(<, и(-1)Кг(М*,) < 0, то 
точка е». удовлетворкет условию Яж(«,«к<) = 0; в противном случае, если 
|К-(М*.-1)| > |ММ*31. » л если |ЛСЖ(£,| < |К’<($>$>,)|» то
^4, = ^4.-1- Из определения следует, что

уаг (Кжиг);^,-!.^.]) < |Яг(<Л><-1)|.

Иы приведем доказательство неравенства (3.8), а (3.9) доказывается аналогично.
Учитывая последнее неравенство и что функция кусочно линейная с
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уздами я, получаем

уаг уаг (К,(«,«);[я,Гк։))</я =

уаг (ЯГ(«,-);Ь

уаг (Кг(М;[ек,-։.«*,]) +

Из (3.7) следует, что

16 1
|и,-14-11 V |а<4-1| + |а,-14| V |а,и| < 2Пив^_1>_։к+п^+|) ц-

Следовательно,

8

2>-

Теорема 4 доказана.

Теорема 5. Для любого р&збиеняя я отрезка (0,1] и функции / € Ь։(0.1] имеет 
место

|Р,/(1)| < 256М/(О. (3.10)

Доказательство : этой теоремы совпадает с доказательством Теоремы 4.2 
работы [8).
Из (3.10) и из того, что общая периодическая система Франклина является 
базисом в пространстве непрерывных, периодических функций, методом работы 
[13] (стр. 36), можно доказать следующее утверждение.
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СогоПпгу. Пусть Т допустимая последовательность точек отрезка [0. 1] и 
{/П;п > 1} соответствующая ей периодическая система Франклина. Тогда 
для каждой интегрируемой функции / частичные суммы £„/(։) ряда Фурье 
Франклина сходятся к функции /(։) почти всюду на отрезке [0, 1).

§4. ПРОСТЕЙШИЕ СВОЙСТВА ОБЩЕЙ ПЕРИОДИЧЕСКОЙ 
СИСТЕМЫ ФРАНКЛИНА
4.1. Свойства обшей периодической системы Франклина. Пусть

и = {0 = <-| < ... < «-1 < <1 <...<«•-» = 1) и я = яи{Г),

где < С = <о < <!• Общая периодическая функция Франклина соответствую
щая разбиениям (я,я| определена в параграфе 2. Как и в [11], каждой функции 
Франклина поставим в соответствие “канонический интервал" ,1.
Для построения интервала 3. рассмотрим следующие интервалы :

7 = (t-i.ii), 7՜ = [<—<о]< /+ — (<оЛз)» 

1/ = |7|, */՜ = |Х՜ |, ։/+ = |7+|, р = пш։(и',у,1/+).

Если I = 1 или п - I = 1. возьмем = 1„-2 и 7՜ = (1я-а, е0] = 1] О [0, е0]
или Ц = 1_,,+2 и 7* = [<О. <з] = [О». 1)и(0,е_в+։] соответственно. Теперь выберем 
7* = один из интервалов 7՜, I или 7+ так. чтобы р = |7’|. Обозначая
Г-1 = («,*.«,•+1) и Г՝т = (1,.+1Л,-+2). для J выберем или Г՝՛ или 7.'-1՜ так, чтобы 
|У| = тах(|7-/|,|Г’'|).
Заметим, что И1 такого выбора р и У следует, что

|Л<я<2|/|.

Для удобства будем считать, что

С'_=<_2, <-=<_!, е+ = ех и е+'+=<։.

Напомним, что С - С, = ((/¥„,,, — I < ; < п-1- 1] есть матрица Грамма
системы функций (АГ.,.,-1 < ։ < п-1- 1) и С՜1 = А = (ам,-1 < < п-1-1).
Также будем считать, что аой+1пт+7 = а,4 для к,т 6 2. Заметим, что 
функция где ш, = + и, о - £^-а։,։ принадлежит
$(я) и ортогональна $(я). Следовательно, / = ф>(<о) является общей
периодической функцией Франклина соответствующей паре разбиений (я, я). 
Будем считать, что / = где / есть общая периодическая функция
Франклина, соответствующая паре разбиений (я, я).
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Лемма 1. Пусть я и я суть разбиения с вышеупомянутыми свойствами и / 
соответствующая им общая перицдичесяая фуяяция Фрамллина, Тогда

||/||,~И1/'-1/։. К-։1~
И1,։ I/ i |J|X/’ i/ i |J>։/’ 
—, Ko|~—, 161 ~ —

г констамт&ми не улвисящини от (я, я) и р.

Доказательство : Очевидно, что w0 = -“0,-1 + «ю,о - СлеДОВа-
ТеЛЬНО, ИЗ (3.4), (3.2) И СВОЙСТВО 1. §3 ПОЛУЧИМ, ЧТО jOq.O > "о > joo.o и ы0 > 0. 

Поэтому
¥>(to) >0 и 0.6 < ь»о^ < 3.

Теперь покажем, что ы։ ~ « «1 < 0 при п > 4. Для этого рассмотрим
следующие случаи.

Случай 1 : а։,о > 0. Из Свойства 1, §3 следует, что

loai.-i + 2(^о + h)°։.o + h “i.i = 0« (4.2)

Из ахд > 0 и aJ։o > 0 следует, что а։._1 < 0 и |ai,_։| > 2ai.o- Тем же способом 
можно доказать, что |a։,_j| > 2|ai,_i(, |а։,_з| > 2|a։,_i|,... Таким образом. 
“1,1 > 2|“1.։I > 41а1.з1 > • • • > 2"-’1“1,-11- Следовательно, с учетом (4.2). получим 
/o|“i,-11 > G|“i,il > откуда следует, что 10 > 2"~Jh Так как
wi = -^+7?Ta*.-i “ 5ТЙ+Ьам< то оно отрицательно и

2/0 + h , 
2(/o + h)|a|1 2^1 + ^0 .

2U0+M101’-1 при

Ясно, что |ш] | < |а1֊1|, и, следовательно, и։ <0и |*^х| — lai.il ~ при п > 4

Случай 2 : а^о < 0 и а։,_1 > 0. В этом случае имеем ы։ < 0 и |ых| = 
цЙЙ)1°м1 + Следовательно. ||а1.։| < И! < jloi.il. так как
1а1.1| 2|а1.о| > |о1,-1|. В этом случае также мы имеем ы։ < 0 и — а։ ։ ~

Случай 3 : 0 < 0 и *11-1 < 0- Многократным применением неравенства (3.1).
аналогично первому случаю получим аХд > 2|<>1.з| > 4|«1.з1 > ••• > 2““’1в1,-11- 
Учитывал последнее неравенство и = -57Т*-^]а1.1 — гЛо*/?]01-"1 ПОЛУЯЛГМ

< 0 и при

Комбинируя эти три случая получаем

uti < 0 и
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Аналогично доказывается, что ы_х < 0 и |ы_1| — Очевидно, что существует 
1о такое, что 1 < ц, < п-1 и |ы,о| = пнп։<|<|,_։ |ы,|. Учитывая, что |и,о| < |ы,в+։| 
из равенства /,ы,_։ + 2(1, + /,+։)ы. + /, + ։ы, + 1 = 0, где 2 < ։ < п - 2, для ։ = »о + 1 
получим, что ы,։+1 и Ы,о + ։ имеют разные знаки и |ы1в+з| > 2|ш,о+1|. Тем же 
способом, используя неравенство |ы1о+2| > |ы1о+11 из предыдущего равенства для 
» = «о + 2 получим, что ы,о + ։ и ы,о+з имеют разные знаки и |ы,о+з| > 2|ы,о+։|. 
Аналогично доказывается, что

|ы._։| > 2|ы._։| >... > 2՞—-’к+1| > 2"-'»-։|ы,0|,

ы > 2|ыз| >... > 2,’-’|ш,._х| > 2”-։|ы10|, (4.3)

для 1о-п+1<»<^-1.
Чтобы доказать неравенство ||/||я ~ |7|1"՜1/2, воспользуемся следующим свой
ством функций М, которое доказывается простыми вычислениями.

Свойство 2 (Ьг стабильность функций Ы,). Пусть п - разбиение отрезка 
[0. 1] и / = 23*_'О1 °,Х, € $(*). Тогда для любого р 6 (1, оо], имеем

, 1 \ 1/' /"~М \ ։/₽ /*՜1 \ 1,г
(г71) <11Л,< .

/ \»=0 / \|=0 /

Приступим к оцениванию ||/||р. Заметим, что |аМ։| = пйп|<7<пЧ.|.х |а.7|, где 
1 < }• < п + ։ - 1. Следовательно, многократным применением (3.1) как и выше.
получим

|а.,1 > 2|<1.з-1| > ... > 2"*-'<-1|ам<-.<.1| > 2"+'->'-։|а,и(|,

К.1 > 2|а.,.+1| > ... > 2,-<-1|<Ч4.-11 >

Отсюда и из |ы,| < |а,։_։| + |а,.о| + |а,д| получаем, что 

|^|<3.2-““0-"-0+1|О։.|. (44)

Из (4.4) и (3.2) следует , .
|а|.| < 12 2՜ «“<•.—» 1. (4 5)

Из Свойства 2, (4 3) и (4.5) получаем

м^5^.<^+^(14+±+...+

,1.1. х1\,з,/1 1 1 1
2(К-1>, +•••+ 2,) +4г^т11 + 2? + 2^+'”+2(Га^ + 

— 1 4

< 24 Ур1՜' < 24 3'171*-’’
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для к = [у], и

Н¥>11? > —ГТ 12 I"»I'*'» £ —+ коГ^о + |ыгГи) 
А 1=0 ?

<0 3)- / 1,1,1 V (О.З)» 2(0.15К- 7+т +<1+ ттт" -т^и
Следовательно,

Поскольку ¥>(М > 0, то функция Франклина будет равным / = <)т< юда
получаем

||/||, - |/|։"-1'։ и |6|~ — для ։ = 0, ±1.

Пусть я = я и {«о) суть разбиения отрезка [0,1], и пусть / = ^_01 общая 
периодическая функция Франклина соответствующая разбиениям (я. я), а <о 
такое, что |4.о| = тШ1<(<я-114»I- Тогда из (4.3) получаем

161 > 2161 > ... > 2,о’։И.о-11 > 2"-’К..1, 

16-11 > 216-11 > ... > 2"‘,,“։16+11 > 2"—’։16Ь (4.6)

6 = (֊1)п-,161. 1о — п+1<1<1о—1.

При этих предположениях им<тт место следующее свойство.

Свойство 3. (а) Если Ц) 4- 3 — п < » < — 1. то

„ )к.->1<1г7п— к.1.!«.-•։< “* ‘=*+։-".
а1) < и <1 + <|.1 £

( |(,| = (-1)4։ ДЛ* 1=։о + 2-л и । = к> - 1 - «•

/2\14՛ I . 1Л1/1
“2) К.|<С(-) для »=»о + 2-п “ « = «о + 1֊п.

(аЗ)

(а4)

И.-1Ц^-1+21,) < 14.16 <216-11(1.-1+*.).
|60+11(*•<>+1 + 2*1п + 1) < |6о+1К»«+1 £ ^.0 + 11(31|О+1 +21».+з)-

где

тах |/(е)| < е шм |/«)|. <•-!<<<<»
А для I < ։ + я < -1 имеем



■du (ր>) ‘(ւ<|) 'Ü«) « хиХваю (jq) и (£4) wxoHa«vdaH (9 H ■ (СЯ> ‘(f) «■ 
лтХВэиэ (<q) ■ (լ«) «яин^вр։Ьц -(çq) и (fir) xocviatne (9^) си и яхэнмп«! хихс си

'° = + ('»+ ’Dz) ’* ♦ 0i + W + ֊֊։?

Ն + °1 / Կ փ °1 \'0 = -Чу֊2 9 + Огс + т + Ç-—J + (°J + ’~Dz) ’ ՜ւ։-)

*շ-«*>*> շ »«որ о = ։+՚?։+,յ+ 9(,+'î + *Dz + ։՜')’7

оль ‘хаХомгэ (м)<у T / ։И : овхэчс/эхвсвиои

•н/иг > IW/I ™ ’
։♦•-•> >>>•“’> **»>>>’•

*1(0/1 .* > 1(0/1 ™
°c>à>\ Ul/ll^^ç > VJ(>)/I ï

hl*2 •’1/
‘։pJ(D/l [ —-±հ > n»J(D/l [

(99)

(99)

RcWKH լ < F — 1 < i BirtT у

•|(>)/l reu։ 3 > KD/I

7«*Կհ
43 > ipJW/l /

€♦>•7

-('-••IS + e’/c)l’-*9l >

‘(։+'r + ։+,Dll+,?lz> ։+,Jl’?l>

1֊°» = » ■ 2-°* = « «ив (՜)^> !‘Я
c/il/l г |\6/

(К)

(£9)

(29)

•լ ֊ Oi = ։ ■ յ-օ» = ։ «ար •?.(!֊) = 191

•յ - <հ = է BtrtT > l’+9l (T9)

(9»)

О* ‘I < « < £ - 01 "*"3 (9)

•°°II/II|.I2 > KD/I «*”’

•|(D/I «««։ > 1(0/1 XVUJ

•oc>d>i 111/11^—4 > JPrfKD/l / 
|,и } (Çu)

‘ff»J(»)/l ç> v-KD/l ï]
• ♦I./ »4* Կյ 9

ив^Я У Я ОС
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многократном применении следующего злементарного меравенства

(а + Ь)(а + с) а.Ь.с > 0.

Теперь докажем неравенство (а4) (неравенство (Ь4| проверяется аналогичным 
образом).
Если т*^ = |/(01* Л, то тп,., = •т“ 1ЛЖ <•&-» < 0 КР°**
того, для р > 1 имеем

К.Г - !6~1?П'т!л՜՜ - (VI + и ГУ ֊ ‘ 1И€,Г (<■*)
К«-»1 + К«I \ К|-11 + к«1 /

Следовательно,

Комбинируя уги неравенства с (аЗ), получим

—> 24^ - (г + } ДУ > ;^(з/2 ֊ 1Г >

Чтобы доказать (а5), покажем, что

Так как / линейная функция на интервале то |/(*)| < С»+։' Для 
* € [<1ОЛ.О^։]- Отсюда имеем

Р*‘|/(<)|*Ш<^+։к..+։Г.
Из (.в+1&«+2 < 0 следует, что

1/(01^« =
К..+ 1Г1 + К..+1Г1 

р+1 1&.+11 + К».+։1

Из (4.7) получаем

Из (аЗ) для । = »о + 2 имеем

^.+։1(1<.+1 + «<.♦։) < 16.«Н«.+> < К'.+»К34։>1 + Я.«-։)-
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Следовательно,

/е ■*;; |/(|)|><й 2,(у/2 - 1)Л 7 + > У(Л- 1И > 1
Г,4*’|/(*)М “ Р+1 х *•<>+։ / ~ 2(₽+1) “

Заметим. что (а5| есть следствие последнего неравенства и (а4).
Неравенство (Ь5) проверяете! тем же способом, а неравенства (аб) и (Ьб) выте
кают нт (а4) н (Ь4) соответственно. Доказательство завершено.
П[и-жле чем сформулщювать Свойство 4, мы нуждаемся в некоторых обозначе
ниях. Пусть х € [0,1], х $ 3 и ։ # Тогда отрезок [0,1] точкой х и интервалом 
7 разбивается на два обобщенных интервала. Точка 1,0 не принадлежит одному 
из этих интервалов. Длину этого интервала обозначим через <ЙвЦх,7), а коли
чество точек из разбиения я принадлежащих этому интервалу через </„(։). Если 
х € 7, то полагаем 7г(х) = 0.
Если 7 = [о,/?], то через 7՜ и 7+ будем обозначать обобщенные интервалы (<,„,<։] 
и [3, (,„] соответственно. Для г € 7՜ обозначим через /(1)Л интеграл по 
интервалу г] С 7՜ в положительном направлении. Аналогично определяется 
интеграл /**• /(1)<Й для I € 7+.
Для обобщенного интервала V С [0,1] с концами а и (3 (т.е. V — [а,3] или 
V = [а. 1]и [0.3]). будем считать, что (ЩУ) = тш|(Цо)Л(/3)), если УТ>7 = 0 
и <1в( V) = 0, если V П 7 / 0.

Свойство 4. Пусть я = я и {Со} - разбиение с вышеупомянутыми свойствами, 
и / = ~ общая периодическая функция Франклина, соответствующая
паре разбиений (я, я). Тогда существует постоянная С > 0 нс зависящая от я и 
я такая, что

^с(») . .. ........... »^"֊1 <«>

Более того, для каждого р € [1,+ос) существует постоянная Ср > 0 такая, что 
при х € У՜ имеем

Г1’ 1/(0ГЛ<С|>^
(|7| + <йв1(г,7)к֊1

(4-9)

а при I € имеем

(|7| + <Ы(х.7))'֊1-
Кроме того

Н/1км/> ~ 11/11, ~ |7|։/я֊1/2։ 1 < р < оо, (4.10)

где постоянные эквивалентности не зависят от р, я и я.
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Замечание. Из линейности функции / на каждом из отрезков и (4 8)
следует, что

|ЛМ*I йж 14111
доказательство этого замечания и Свойства 4 совпадают с доказательством 
«Соответствующего Свойства из [II],

Свойство 5. Пусть / - общая периодическая функция Франклина, соответству
ющая парс разбиений (я, я) и ХДЗ = • Тогда существует постоянная С > О
же зависящая от я и я такая, что

1/(01 < сыХЛ,(О и ixziWI < С!и/(<).

Доказательство : При р = 1, неравенство справа следует иэ (4.10)

W/(t) > 771 / * сиг։'а = Схл>(«). для t € J
PI Jj

Учитывая, что 1МХЛ։(«) > ।д^ц,.л , из (4.11) получим первое неравенство.

4.2. Свойства общей периодической системы Франклина. Пусть Т = 
{1„,п > 0} - допустимая последовательность точек и пусть {/П.п > 1} - соот
ветствующая общая периодическая система Франклина. Через /а, 1՜, У*. Л. кв, 
и (Ц обозначим интервалы и величины раннее определенные для общей перио
дической функции Франклина, которые соответствуют функции Д и разбиению 
яп. Предположим также, что точки <՜ “, । С* ։ I* *, соответствуют и яп_х
в точности также, как точки <՜՜, <՜, С*՜, !.<> соответствовали *о в я в пара-
графе 4.1.

Лемма 2. Пусть Т = {t*, п > 0} ֊ допустимая последовательность точек к 
{Д, п > 1} - соответствующая ей общая периодическая система Франклина. 
Если tk < t/, k%l > 0 и нс существует такого номера i < max(fc,/), со свойством 
I, € (t#, tj), то для всех таких к и I имеем

Лемма 3. Пусть Т = {!«, п > 0} - допустимая последовательность к пусть 
> 1} " соответствующая ей периодическая система Франклина Далее, 

если I* < 1|, к91 > 0 и не существует такого номера ։ < тах(к.1) со свойством 
€ (й* Л/), то для всех таких к и I имеем

# п:Л С (UJlblJiI >
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Доказательства зтих лемм совпадают с доказательствами лемм 3.4 и 3.5 из [11], 
с той разницей, что здесь мы не рассматриваем разбиения с двойными точками, 
и позтому вместо констант 5 и 25 из [11] здесь выступают константы 3 и 15» 
։.хм>тветствснно
Следующее свойство является простым следствием Леммы 3.

Свойство 0. Пусть Т = {*п, п > 0] - допустимая последовательность и пусть 
{/«• п > 1} - соответствующая ей общая периодическая система Франклина. 
Если {л, : я > 1) есть последовательность натуральных чисел такая, что 
•Ц, Э то для любого числа 7 > 0 имеем

£|А.|’֊|Л,|1 И £|Л.Г’~|Л.Г’ 
4>1 4 = 1

с постоянными эквивалентности, зависящими от 7, но не зависящими от Т и 
последовательности {п, : а > 1}.

§5. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА РЕЗУЛЬТАТОВ
Пусть Т = п > 0} - допустимая последовательность точек и {/*;п > 
1} соответствующая ей общая периодическая система Франклина. Для любой 
функции / е Ьр[0,1], / = 12^=1 ап А обозначим

Р/(0 =
1/2

и
п

5.1. 1 ехнические Оценки. Ниже нам понадобиться следующее известное свой
ство полиномов.

( войс т во 7. Пусть 4€^и0<р<1 суть фиксированные числа. Тогда 
для любого интервала [а, Ь], множества А С [о, Ь], удовлетворяющего условию 
М- — Р1Ю11 и любого полинома Ц степени к, существует такая константа 
С = зависящая только от к и р, что

п1«1С(01<С4.₽яир|(?(0| И у |<?(«)|Л<Сму^|(?(4)|Л.

Дл" / = Е“=1 °"/" и / > о положим Е1 = {I 6 (0,1), Р/(1) > I), и V = (а,/Э), где 
МХЛ<<») < | ■ РИ хе,(0) < Пусть Г = {п 6 Я, К С И} и Л = 7У\Г.

Лемма 4.

»»ед

1/2

(5-1)

(5-2)
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где С абсолютная постоянная.
Доказательство : Начнем с доказательства неравенства (5.1). Оценим интег
рал а интеграл |оп/п(1)|Л оценивается аналогично.
Заметим, что из (Ь5), Свойства 3, (4.10) и Свойства 4 следует 

для любого п € г для которого П 7* / 0. Обозначим через 7„ левую половину 
интервала Так как функция /„ линейна на С 7„ и |7Д( = ֊^. то из 
Свойства 7 имеем |/„(<)|Л < С|/п(С)|<^е. Отсюда следует, что

( |Оп/п(«)|<Й < С^> [ |а„Л(։)|Л<Сг-^ [ ( V |ашЛ«)|1 ) <Й.
М М \п€Г /

Положим
Г, = {п € Г : 7я(^) = « и ГсП7„+/0).

Тогда
/ Г |ап/.(♦)!<* = [ £ £ |ап/.(«)1<*

^■П/*, = 1п€Г<

так как Го = 0- Действительно, если 7„(Д) = 0. то 0 € 7Я. и из определения 
множества Г следует, что 7Я С V, что невозможно.
Если вб Г„»> 1, тогда #{я„ П(У П7+)} = 9. Отсюда следует, что для любой, 
фиксированного з, интервалы (где п € Г,) могут быть сгруппированы в пачки 
с интервалами имеющими общий правый конец и с раздельными максимальными 
интервалами из различных пачек. Следовательно, из Леммы 3 вытекает, что 
каждая точка 1^1» принадлежит нс больше, чем 15 интервалам У„ для п € Г#. 
Отсюда получаем

(к 1/2
Е |а«/.(<)|։) Л<

|а-А(*)|’

Суммируя эти неравенства по з > 1 получим

|а./.(*)|Л<С |апА(«)|։
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Интеграл Д .о7- оцениваете« аналогичным образом. Это завер
шает доказательство неравенства (5.1).
Перейдем к доказательству неравенства (5.2). Введем следующие обозначения

Л'= {п € Л, #{я„ Л V) < 1} и Л" = Л\Л'.

Заметим, что существует такая константа С > 0, что

1/3
< С1 для всех t € V. (5.3)

п€Л'

Чтобы убедиться в этом, заметим, что если 7 есть первая точка последователь
ности Т в интервале V, то сумма |а|,/я(<)|։ является полиномом второй 
степени на обоих интервалах (а.7) и Кроме того, |£^ О > $ |[а. ?]| и 
1^՜ и [7,011 > -|[7,0]|, так как Мхв, («) < | и Мхе,(0) < Следовательно, на 
обоих интервалах (а, 7) и (7.0) неравенство (5.3) вытекает из Свойства 7, так 
как Pf(t) < I на
Для каждого п € Л" введем следующие обозначения

а
0

если t,. € V,
если t,, £ V и а £ J՜, 
если i,. £ V и 0 € Ji,

и /i„ = Дх«,,.-,.), дя = Ясно, что

/.։(t)<^(t)+g’(t) для t € V и n e Л",
/’(t) > max (^(t),S’(t)) .

Для доказательства существования С > 0 такой, что £„€Л„ |«п£7„(*)|2 < С1г, по 
индукции определим последовательность точек 0П, и ассоцирусм с ней разбиение 
множества Л". Положим. п։ = шшЛ" и пусть € яП1 такое, что & < 0 и 
(01- 0) <3 = 0 (заметим, что а < Обозначим

А7= {п€ А", (01,0)0 =0).

Далее, положим п։ = ш։пЛ"\Л|. Заметим, что #((01,0) О я„։} > 1. Поэтому, 
мы можем выбрать 0, € я„, такое, что 0։ < 0։ < 0 и (02,0) П яя, = 0. Положим

А? = {п € Л"\А7, (0։,0) П яп = 0}.

Заметим, что 02 € я„ при п > па. Определив точки 01,...,0* и множества
Л'։',..., Л^. возьмем п* + ։ = штЛ"\и*_։, и заметим, что #{(0к,0)ПяЯ։>։} > 1
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Теперь определим 0к+1 € я„к+1 так. чтобы < 0*,., < 0 и (0» + ։,0)Пя,,ф։ = 0 
Положим

Л;'+։ = < п € л"\ и Л", (0к+։,0) п я. = 0
I *=1 I

Ясно, что & € ** ДЛЯ любого п > и п > п>, если п € Л", где I > к. Применяя
Свойство 7, получим

£ К Л «)|։ < ср
»€М-.А7

для «б[0т,0).

Так как 1Мх£,(0) < | и длж каждого т и п £ Ц?11А* функции /„ к линейны 
на (0га,0). Кроме того, так как $’(«) < /„(<), то

Е К<МП12<СР. е€(Рп,.0).
-би-.Л”

(5.4|

Теперь рассмотрим сумму 1а"3"0)I* на отрезке [0*-1.0к), где к < т. Для
»того рассмотрим следующие случаи.

Случай 1 : /Ап = *»• Этот случай может встретиться самое большее один раз.
Напомним, что (0п,,0)Пяп = 0 и Л 0 V для п е Л" . Итак, мы имеем следующие 
два подслучая :
1а ։ рт = является левым концом интервала Л,- Тогда 0 Е Л и 
1Мх£, (0) < Поэтому из Свойства 7 вытекает существование абсолютной 
постоянной С > 0 такой, что

|ап/н(«)|<С/, Г 6 Л- 

1Ь : 0га = £„ и £* является правым концом интервала .]*. В этом случае 
0т < «+. Кроме того, I; = Кп.ОиЛ и |Л| > |[<п.^]|. т.е. |Л| < |/;| < 
2|Л1| по определении։ интервалов 1' и J. Следовательно, используя неравенство 
•Мия, (0) < { и Свойство 7 получим

1<и/п(П1<С/. ее Л-

Объединяя случаи (1а) и (1Ъ) с (аб) Свойства 3 и (4.101 Свойства 4, мы получим

|ап9-(<)1 < Сет~Ч, (5.5)

Случай 2 : рт = «+. Так как п € Л" , то точка является левым конном 
■втервлла Jn. Иэ Свойства 4 и определения функции дЛ следует, что

1^(01 <Се—‘|Л(Д»)|. «<А-
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Следовательно. для Г < Д получаем
\ ։/։ / \ ։/>

V |аяУв«)|։| <Се"-‘ £ |а„!МД.)|։ < Се՞֊*/. (5.6)

\ *«*- / \ /

Случай 3 : Д, / Гп и (Зт £ Так как п € Л" . то из Свойства 4 и определения 
д„. для < < Д получим

\ 1/3 / \ 1/3
£ |оп?я(*)|,| <С£’"-‘ |ап0п(Д,)|а < С^՜4/. (5.7)

\ / \ ш€А* /

' •<Сау«ж11 ' \«€С<уч*ва /

Из неравенств (5.5), (5.6) и (5.7) вытекает

т-А: (5-8)

Пусть теперь < € [Д, Д»+1) Используя неравенства (5.4) и (5.8), получаем

£|^(*)|։< Е 1«п?.(‘)1’+ 52 Е1а-5"(*)1а<
•€*’’ ,{11- Л;< *>т + ։П€Л"

Из (5.8) получаем аналогичное неравенство для ( € (а, Д). Для I € (Дш, Д, где 
Д««» = ЯЧР4>1Д достаточно применить неравенство (5.4).
Сумма $3»СА,. |апЛп(<)р оценивается аналогично. Лемма 4 доказана.

Лемма 5. Пусть V - (а,{3) С (0.1) и / € //[0, 1) (1 < р < 2) такие, что
*ирр / С V я / = 52^=։°п/п. Тогда существует постоянная Мр, з.юисяшая
только от р такая, что

Н.(П

где 0 = ,/1 = п(У) = гшп{п : яп П V 0} и V — (а.Д - обобщенный
интервал с концами

а -2|И
а -2|У| + 1

и У = [0,1], если IVI >

0 + 2|У|
0 + 21И- 1

если 
если 
если 
если

а - 2|У| > 0, 
а-2|У|<0, ’
Д + 2|У|< 1,
0 + 2|У|> 1,

",11/1?.
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Доказательство : Обозначим через 1/^ = 1 ֊ 1/р и заметим, что и < 0 < 1 Из 
очевидного неравенства

£ 1/»(<)Г<и< £ 1/.(<)1рл+£ |/.(ОГЛ

следует, что нужно оценить суммы

« /1\Н.(П
Е 5 1«. и/, и;., ы,;и,.п. ■

*=я(У)

"="(И

Поскольку обе суммы оцениваются аналогично, мы приведем оценки только для 
первой суммы. Для этого рассмотрим следующие случаи :
Случай 1 : Д С [2, а].
Случай 2 : 5 е Д, |Д Л(а,а]| > |У| и Ja £ [а,а].
Случай 3 : Д С (0.5) или 5 € Jn, |Д П [а. а]| < |V| и Д £ [а, а] или 0 € Д.
|ЛП[0,0]|<|У|
и д £ рД
Случай 4 : а € Д, |Д П (a.aj| > |У| и Д £ (о, а].
Случай 5 : Д С (а,3] или а € Д, |Д Л (а.а]| < |У| и Д £ (а.а).
Случай в s Д € Д, |Д Л U3.31I > |У| и Д £ 10,0].

*** - ***
Обозначим через У_ = (5,0] и V+ — (а,0).
Случай 1 : Для тех п, которые удовлетворяют условиям Д С [«•«] введем 
следующие обозначения :

Т1_ = {п: |Д(*)|’А> / |Д(«)|’Л
I JvnJt Jvnj-

Tl m = {n € T2 : #(f, Л[5,с»]} = m} ,

Sl_ = [n . f |Д(01’Л<
l Jvnj*

= {nesl : #{*>ПУ1) = m}.

Рассмотрим тот случаи, когда п € Т] га. Длк ксности введем обозначения 
= {Я» л [5, а]) так. что [х։,Ж։]С С •••С [>1,хга] и т > 2.

Также заметим, что
#T2.m < 7. (5.9)
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В самом деле. только (х։,х։) и (хга_։,։т] могут быть интервалами 7П для 
иежото|юго 1„ # Х|,х>....... хт, и только один из интервалов [г,-1,1,) (3 < ։ <
т- 1) может быть интервалом 7„, где 1„ = х։, который был добавлен последним. 
Следовательно, неравенство (5.9) следует из Леммы 2. Кроме того, из (а5) и (65) 
Свойства 3 для п € Т2 т имеем

С 1/п(<)1ял<с|,^‘^||/я||;, 
Г<п(7'и7.) 
( |А(01’Л < 2 [ < С,е’--<в»||А||’.
у Jvn.it

Добавим, что если Vе О7„) / 0. то (/„(а) + <Ь(а) = т и ։/„( V) < 7п(а) < т.
Следовательно.

и из (5.9) получаем очевидную оценку

1М«)|'Л < сх"'||/ц; (5.10)

1<».Г < 1/«)Г<й (У |/.(<)|<лу ’
(5.11)

Теперь рассмотрим случай п € 51 га. Заметим, что «,в € У_. Из определения
интервала 51 следует, что для каждого т и п € 51 т имеем

(5.12)

Пусть Д является таким интервалом линейности функции /п (с концами из яп), 
что ДП(УП7՜) 0. Тогда из определения интервала Д и Свойства 4 получим,
чти

——1^1— < ГМ-'* |л|1/*
|Л| + а»։(Д.Л) + |Д| ֊ |Л|+<1и1(Э,Л)'

Следовательно.

тах |/.(«)|= тах тах|/,(4)| < Сс4'^} 
Д:ДЛУП7-/в »€Д “

1Л11/3
|7„| 4֊ а»в1(/Э, 7„)‘

Отсюда и из неравенства (5.12) следует, что

1ЛИ
(|7П| + <Ы(^1Л))Р-
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Учитывая, что<1„(У) < d„(0) = m+dn{a)-£, где { = #{япП{й)}, и комбинируя 
вышеупомянутые соотношения, получаем

У' (1) киГНЛИ' < С, ....

(5.13) 
Пусть к = ^п(ог) и тп и к фиксированы. Тогда интервалы 7П могут быть 
сгруппированы в пачки, так чтобы интервалы из одной пачки имели общий 
левый конец и максимальные интервалы из разных пачек не пересекались бы 
Из Леммы 14 вытекает, что каждая точка I I, может принадлежать не более 
чем 15-ти интервалам 7'.
Ясно, что |7О| + <11я1(Д 7«) > |[/3.*]| для * € 7Я. Следовательно.

1Л11УГ1
(|7я| + <11в1(/5,7я))'

Из последнего и из неравенства (5.13) вытекает

W
(5.141

Случай 2 : Для л, удовлетворяющему а € Л«|Л п [5.а]| > IV՛ и Jn £ [а.а].
обозначим

т2_ = [п-. [ \fn(t)\4t> [ |/пИ)|’Л ,
I Jvnjt Jvc\j; >

#{згпП[а,а]} = т},

&_ = [*.[ 1Л(О1’Л</
I ■/уы* /ум; >

51.т = {пб51: #{*„ Л V*} = т}.

Если п 6 Т2 то #Т։ т < оо и 4,(0) = тп > dя(V). Более того, если гц, < 
П1 < ... < П» такие элементы множества Г2 т, что .ЦЛ Э 7», Э • •• Э 7П,, то 
эти интервалы имеют тот же правый конец, и из оценок ||/„||' и Свойства 3. для 
п £ т, получаем

JV JVr\JZ
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Последнее неравенство вместе с (5.11) дает

Ил определения Т1 т следует, что |7„,| > |У| Следовательно. из Свойства б 
вытекает, ЧТО

£ |Л|‘՜' - 1Л.11՜' < с,|и1-’.
■О!.-

Отсюда получаем

Н.(П
|аяГНМ1; < с,^||/||*. (5.15)

Теперь рассмотрим случай когда п € 51 т. Заметим. что #51 т < оо и 
<(„(/?) = т > </«,(Г). Более того, если по < п։ < ... < п, суть элементы 
множества 51 „, для которых Ло Э Л, Э Лэ... Э Л., то все эти интервалы 
имеют общий левый конец, и из оценок ||/я||* и Свойства 3 получаем

/ 1А(«)1’Л<2 [ |/.(<)|’Л<
Уу Уумг

С<с’гл|У||Л|-’/Л

Последнее неравенство вместе с (5.11) дают

|ап|*н/пц; < с,^|иг-1|л|։-л|л5-

Из определения 5! т следует, что |Уп-| > |У|. Следовательно, из Свойства 6 
вытекает •

52 ЦЛ1-'НЛ.11՜'<
Отсюда получаем

/ ։ ч

|а.ГН/-Н;<сг1Г*||/||;. (5.16)

Случай 3 : Для тех п, которые удовлетворяют условжям Случая 3, введем
обозначения

Т1 = Ь:/ |Д(«)|’Л>/
I мга* МГУ.!; J

Т1.П, = {п € т! : #{яп А[а,а]} = п»} .
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5- = {n:L <I 
I Jvnj; Jvnj- J

Sl m = {n € S3_ : #{ж. П0.Д)} = m).

Если n € T2>m» то обозначим

a* = max {a по правым концам интервалов Jn, n G 7?

Из этого определения следует, что |У| < Ц<Г,а)| < 2|У| и #(ж. П [а*,а)| = т 
для всех п € Т3 т. Поэтому для п € 2? ж имеем <Д,(а) = т + </,(«-) - С. 
где ( — ^(тгп П а ) и <^Я(У) < </а(а). Полагая, что п £ Т? т, сначала оценим 
йиР«С»'л/* 1/«(4)1- Дл’ этого допустим, что Д интервал линейности функции /„ (с 
концами из кп) такой, что ДП УП 7+ # 0. Из определения интервала Д получаем

<А>(Д) >«*»(“) и diet (a, Jn) < diat(A. J„) + |Д|.

Следовательно, из Свойства 4, для е = (\/2 + 1 )/3 > 2/3 получаем

eup|/n(t)|<Cf‘-’A) 
»ед

|ЛР/а
|JB| + dist(J„, Д) + |Д|

т+И. |о *)_____I^B I !______

|J„| + di»t(a, J.)'

Следовательно,

«up |/„(t)| < CEm+rf-(o’
<€Vn/ + |Л| + distfa, J„)‘

Итак, мы имеем

/ |Д(,)|Ч) < 2 / |/.(01*л <
Jv Jvnj+ (|Je| + <list(a. Ja н«

Так как ||/п||р ~ |«Л»последнее неравенство вместе с (5.11) дают

1АЦУГ1
(|Jn| + dist(a.J„)H՛ (5-17)

Обозначим через левую половину интервала Jn и для фиксированного к 
рассмотрим все п € Т? т, удовлетворяющие условию = к. Если к = О, 
то из условии Случая 3 вытекает, что а’ является правым концом интервалов 

и эти интервалы формируют вложенное семейство, т.е. все эти интервалы 
можно перенумеровать так, чтобы 7П| Э Э • • • Э А.* Для к > 0, рассмотрим 
два индекса гц < п2 таких, что ЛП|(а') = к =■ <Д|Э(а’). Тогда все точки из

/j xP<«.(V)

V7
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разбивши разбиения *П։ принадлежат и яП։. Следовательно, или правый конец 
совпадает с правым концом Л, (из этого следует, что Л, С Л։) или он 

лежит между правым концом 7П и точкой а’ (в этом случае левый конец 
также принадлежит тому же интервалу). Из последнего и Леммы 3 следует, что 
к.кждая точка * # может принадлежать не больше, чем 15-ти интервалам 
где т и к фиксированы и (1п(а9) — к. Кроме того, для Г € имеем

|Л| + аи1(а,Л) = |^| + Шв1(а.4) > |[«,а]|.

Следовательно,

1ЛЦУГ1
(1Л1 + аы(а,7п))р

Отсюда и из (5.17), суммированием по к, получим

(5.18)

Теперь рассмотрим случай, когда п € т. Обозначим

по левым концам интервалов 7П, п

Следовательно, |У| < |(/3,/Г)| < 2|У| и ДЛЯ всех п € 53_ т имеем #(яп П (/3,0*)) = 
т. Итак, для п € 53_ т имеем, что (1„(0) = т + г1п((3‘) -{*. где С = #(яп П/Г) 
и <3П(У) < <1п(0). Для того, чтобы оценить в’։р։еуп7; 1/»(0| для п € 5?<т, 
Предположим, что △ является интервалом линейности функции /„ (с концами 
и։ *«•) такой, что △ П V П 7 “ / 0. Из определения интервала △ следует, что

<!.(△)> ап(/3) и <118((0,7П) < 7П) + |Л|.

Из Свойства 4 следует, что (заметим, что е > 2/3)

8ир|/в(е)|<Се<։л’ 
»« а

1Л11/а
|/п| + айк(л,д) + |д|

< С£га+--<3‘> 1А|*/*
|Л,| + 4։в1(0,Л)'

Отсюда следует

вир |/.(<)|А < Сст+<։՝^*‘ |Л|1/։
I л I + ашк^, Л)
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Следовательно,

/ 1А(*)1’Л<2 [ 
./V мы.

|Д(։)|’Л<С,е’’т+<^’» 1И1ЛГ/а
(|Л| + <1и.1(Д7„))«'

Поскольку ||/„II* ~ ИЗ последнего неравенства и из (5.11), получаем

1.
Л

у*.(И
|ап1'’11/п||₽<Ср||/||*^("’+<‘-(Г» ___ 1ЛЦУГ1

(|Л| + а^^.Л))р- (5.19)

Для фиксированного к, рассмотрим все п 6 51 ,га со свойством (Щ/Г) = к. Если 
к = 0, из условий Случая 3 следует, что 0’ является левым концом интервалов 
,/п, и эти интервалы формируют вложенное семейство. Для к > 0 рассмотрим 
два индекса п։ < П: таких, чтобы 7„,(/?*) = к = Нпз(Д‘}. Тогда все точки 
разбиения яП| также принадлежат яв,. Следовательно, или левый конец отрезка 
7П, совпадает с левым концом 7П| (отсюда следует, что 7П, С 7„։) или он лежит 
между левым концом интервала и точкой /Г (в этом случае правый конец 
интервала также должен принадлежать тому же интервалу) Из последнего 
и Леммы 3 следует, что каждая точка < / может принадлежать не больше чем 
15-ти интервалам из 7' = правая половина интервала 7„. Кроме того, для 1 € 7' 
имеем

|7»| + ай1(Д,7.) = 1741 + (ИнЦ/Э.Т:) > |[М1-

Следовательно,

„ 1Л11УГ1 <с у [ !К!21Л
.... ^.^(1Л|+^.Л))'- ' Л; 1К». «1Г

ео . |У1*՜1< С,|УТ՜1 Д < Ср|[/?,0’]Н - Ср

Отсюда и из (5.19), суммированием по к, получаем

1«. 1'н/. и; < с,||/||'о'՛". (5.201

Случай 4 : Обозначим через

Г4 = {п Е Случаю 4} . Т1,т = {п € 71. #{<• л 1®<«В = •

Отметим, что мы можем пропустить случай т = 0 или тп - 1 для которых 
[а,а]Пяп = {а), так как эти случаи уже рассмотрены для 7?>га или 5’ т Таким 
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образом. </в(И) — 0. Так как по крайней мере одна точка из яп принадлежит 
интервалу V и еще одна точка о интервале г„, причем (5, а), то получаем 
|7, Л[я,а]| > |У|. Следовательно. |У| < |7Я| < 3|У|. Интервалы ^,п € 71,т 
формируют вложенное семейство, так как я € 7П, и по Лемме 3 имеем #71 т < 
30 Более того, в этом случае из (о5) Свойства 3, имеем

1Л(0ГЛ<Ср^"||Л||;. 
п(Л'иА)

Комбинируя эти соотношения с (5.11) и с оценками для ||/я||р и ||/п ||,, получим

(5.21)

Случай 5 ։ Обозначим

Т? =. {п 6 Случаю 51 , Т?.га = {п€ т! . #{ яп П [я, а]) = тп} ,

И положим

о’ — min {о по левым концам интервала Jn, п € 71 m J .

Тогда |V| < |(я,а']| < 2|V| и для всех п € 71 т имеем

Л С [а',0] и #((3.0']^ *■) = т-

Мы можем считать, что 7՜ П Vе / 0, так как

1Л.(*)|'Л = 0.

Если п € 71 т, то <Ц(а) = т + 7п(я') - где (' = #(яп П {я*}). и (НвЦа, 7П) > 
|[а,о']1, откуда следует, что |7„| + сйвЦа,/п) ~ |У|. Из неравенства (4.9) и 
С войства 4 следует, что

1Л1Р/2
|V|P֊‘- (5.22)

Для каждого п 6 71 т, разложим интервал [а',0] в сумму трех не пересекающих
ся интервалов 1'о , Jя, У„+ (где Уп՜ и суть левая и правые части интервалов 
(а',Д]\7,,). Обозначим

Jv» Jj,
<*"•>= [ + <4.4= [ f(t)f„(t)dt.
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Начнем с оценивания части, которая соответствует а, 2. Заметим, что

[ 
Jj.

< НАН*

Для фиксированного к рассмотрим п е Т* т, удовлетворяющие условию а„(о'| = 
к. Напомним, что если г»! < п։, то все точки разбиения я., такж<- принадлежат 
яП։- Следовательно, для любого фиксированного к, интервалы с индексами 
п € Т^ т, где (1п(о>) = 4. можно сгруппировать в пачки так. чтобы интервалы из 
одной пачки имели бы общий левый конец, а максимальные интервалы из разных 
пачек были бы разделены. Заметим, что интервалы из одной пачки формируют 
вложенное семейство интервалов. Через обозначим один из максимальных 
интервалов. Тогда используя (5.22) и Свойство б, получаем

<СР<Р՝е'п^

.а.(о'|=*.лсл.

Ш* <

Ш* <

|ЛГ,։|ЛГ/։-։
|V|/֊>

Проссумировав по макошальным интервалам, получаем

JV'fUJïvJ'.)

а просуммировав по к приходим к неравенству

(5.23)

Теперь приступим к оцениванию части, соответствующей Оп.э- Для фиксиро
ванного Jt, обозначим через > 1 подпоследовательность (в возрастающем 
порядке) всех п € T? m такжх. что dn(a'| = к. Заметим, что если тц < nj и 
dn,(a') = к = <УП/(аг), тогда или левый конец J„։ совпадает с левым концом ./п> 
1в этом случае Jnj С ■ правый конец также принадлежит ./П|, причем 
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если он совпадает с правым концом -Г„։, то в силу Леммы 2 следует, что число 
таких интервалов не может быть больше, чем 3), влв левый конец 7п> находится 
между а и левым концом (в этом случае правым конец также находится 
между «1 и левым КОНЦОМ
Допустим, что -Гяе 1 - правый конец интервала | (будем считать, что *уПй о = 
0). Заметим. что 7„, , принадлежит разбиению дли всех ;>։>!, 
И |о'|%о<м] С к*'.%*,']. Положим Тогда иэ
определения 4*, вытекает, что > ^~у-3. Следовательно, для } > 1 из Свойства 
3 имеем

I/..,«)!’<« < с,г'|-||/.>л; <

Применяя неравенство Гельдера (где 9 = получаем

Иэ (а5) и Свойства 3 следует, что

Комбинируя тги оценки, для фиксированного й, получаем

^'•11^.0,,.-.«.»
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- СО |а"‘•'•’1'11/"'Лг(У.лМ.-илм -

/^1 <ж> ։՛’•>.< Ле>.<-Л

< 52 у
»>1 л**,|—11 ? >•

< С,е^^ 521 |/(е^л < €,^"’^•11/11*.

Просуммировав по к > 0, получаем

(?) к.>гн/.|^.п(А.иЛН (5.24)< £,''"’•11/11'.

Перейдем к оцениванию части, соответствующей цйЛ. Можем считать, что 
7՜ П V* £ 0- Чтобы оценить вир |/я(1)|, в качестве Д возьмем интервал

линейностя функции /„ (с концами иэ я.) такой, что ДПИВ*П/՜ И Ясно, чти

J^) < Шв1|Д, •/„) + |Д|.

Используй Свойство 4, получим

.ир|/.(<)|<С?^|л|+^н|й|<

< Се*՝^——< су"*««1) 1^»11 2
1Л| + <1»С(ДЛ) - и.нашЦД.Л)

Отсюда следует, что

вир 
1€У?П/-

|/в(։)|= шах .ир|/.(։)|<Сг-+4-<в’։
Л.ДпГ/пУГ Х»1€Д |Л|+<1^,Л)

1/в(<)1»аг<с,г’("’+4-<о'“ 1Л1«'*|у| 
(|Л| + <1Ь։(Д ./.))•

Испилыуя неравенство Гельдера, получаем

/(«)/. («)Л
1/-(«)1’л)

|/,|'/>|У|'-1
(|Л1 + айи(^.Л))”

п/н;-
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Следовательно, для фиксированного А имеем

НЛП
к<гнл.н;

«€Т! ш:4.(о')=*

|ЛГ/а1ЛР~,/а
(|Л| + <1»1(^,7П))Р

1Л11УГ1
(|Л| + <Ы(ДЛ))/

(5.25)

Для любых фиксированных т н к рассмотрим все п € Т* т со свойством 
4„(а') = к. Тогда соответствующие интервалы Л можно сгруппировать также 
как и мы уже делали выше. Через обозначим правую половину интервала * *
Ясно, что если < € то |Л| + Л) > |(/Э.«]|. Следовательно, из Леммы 3 
вытекает, что любая точка < может принадлежать не более, чем 15-ти таким 
интервалам Следовательно,

1ЛЦУГ1
(1Л| + аы(^Л)н Л.-НМ1’ -

|УГ‘_ пт՜1
1|/м]|’ ' 'ИМК՜1

И* последнего неравенства и из (5.25) следует, что

Просуммировав по к, получаем

На(И
(5.26)

Осталось оценить часть, которая соответствует ап,1- Для фиксированных к и п 
(с =■ к) обозначим через Ьо,п... .уЬь .« те интервалы линейности функции 
/«, которые содержаться между точкой а' и интервалом .Д» (в положительном 
направлении). Заметим, что если а нс принадлежит разбиению яп, то £0։П не 
является интервалом разбиения я*. Введем следующие обозначения

6,п = /
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Ясно, что аяЛ = ^,=о6» " Для всех п, для которых <£,(<։') = к. Из керамисты 
Гсльдера вытекает

1М'=1 / /(*)А«)АГ<с [ |/(4)|*л 
Л(,.

Из Свойства 4 имеем

«ир 1/п (01 < с
1Л| + |Ь|Л| ■+ <1151(7.. Ь, „)

Отсюда следует

lb.nl' <с„
1ЛГ/2|£,,„Г-1 

(|7(1| + |£,..։| +<1181(7,,. £..))< (5.27)

Рассмотрим следующую дробь

|ЛГ/>|£<1,Г1 1ЛН < 1Л1 (|£.,,|4|7.|)^-ч
(|7„|+|£1,п|+<1мЧЛ.£..„))₽ |У|'֊1 ֊ |У|'֊1 (|7П| + |£.,„| + <Ы(7., £.,.)Р ֊ 
< тШт(1^.-1+ 1Л| + <1»Ц7я.£.л)Г’.

I * I

Следовательно, вместе с (5.22) и (5.27) получаем

х / {|д -1 + |ЛИ<им(Л-Д-")Г’ ֊
<сх‘ ПУ* { |/(*)ГЛп^(1^.-1 + 1Л|+<1Ь։(7в,£,..)Г։

Для фиксированных к и ц рассмотрим те интервалы £։ п, для которых п удовле
творяет условию ^п(а/) = к. Эти интервалы можно сгруппировать также как и 
мы уже делали выше.. Интервалы Jn^ соответствующие £|,п. которые принадле
жат одной пачке, можно снова сгруппировать в подпачки так. чтобы они имели 
бы общий левый конец. Следовательно, они формируют вложенное семейство 
Jn, Э ... Э Jnl^ Обозначим через 7' правую половину 7.. Из Леммы 3 получим, 
что каждая точка I 1Л может принадлежать не больше чем 15-ти интервалам 
7^, которые соответствуют £,։Л из одной пачки. Болес того, обознлчиэ через и 
общий левый конец интервала Lt п из одной пачки, для С € 7^ мы получаем

|Ь։,я | + |7П | 4“ 1П*с(7я»Д.«) > 1[и • И1-
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Напомнив, что р < 2, !>*„ является максимальным интервалом пачки п Jn С 
то получим

12 (I) 1‘...М/.1Г1,(у.п(Л.иЛ1| <
п € пачке 4

1И''։
|/(0М(|£.1Я| + |Л| + <ИЛ. Ь,..))”՜’

/2\Ик՜0 г

1/(«)1'Л £|[и-,е]|'֊։л

Так как для фиксированных к и ։ максимальные интервалы £՛„ раздельны, то
имеем

£ / |/(«)гл < н/н;.
по пачкам с Л1о')=^

С ледова тельно.

(5.28)
Для п таких, что </п(а') = к и з = \’2/3. по неравенству Гсльдсра получаем

1=0

А

• =0
Следовательно. И1 (5.28) получаем

11/1К < С,.»'*։’" 11/11'.
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Просу мм ировав по к получим

Е (г) к.и1/<|й.п(,ги4 < с, ✓-11Л?.
ж '

Из последнего неравенства и неравенств (5.23), (5.24) и (5.26) получаем

/1\Н.(У)
Е (?) 1а"1'НА1Г1,,;;.„,/.и/.,1<си’"|1Л1;. <5-«.

п€Т» _

Случай в : Для п, удовлетворяющих условиям 0 € |Л Л |0.0]| > |У| иА»
Л, (2 (0,0). обозначим

Т! = (п:/’ |А(1)|’Л</ 1А«)|’л}.
I кпХ А п у; )

Т?,т = {п € 1^.т : #(я„ Л [0,0]) = тп} .

^ = (п:/’ |/я(«)|’Л > [ |/.(*)|’л},
I ■'ипу* )

5*.я = {пб5* :#(яиЛП') = т}.

Ясно, что множества $1 т и7^ т конечны. Если п £ Т? т. то= т > <4,| V). 
а если по < п։ < ... < п, суть элементы множества 7^ т. то Л, Э Л, Э ... Э 
/п>։ причем эти интервалы имеют обшнй конец. Из оценок ||/п1|£ и Свойства 3 
для п € 7^>т имеем

||/п11;~1Л|*-г/։ и / |A(t)|’dt<2 [ |/.(t)|’A< c,f’m|V||J.| ”'2.
r Jv Jvc\j;

Поэтому из (5.11) получаем

|«-гн/-н; < c,e'mi՝T‘1i/-i1_'ii/iir
Заметим, что из определения множеств Tt m следует, что |Л,| > |И|. Следова
тельно, по Свойству 6 имеем

и поэтому

i^hiaii; < сх'’’ц/i)'. (5.31)
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Если л € 51 т, то </„(«) = т > <1П(У), а если гщ < < ... < п, суть элементы
множества 51 т, то Ло Э Л, Э ••• Э Л., причем они имеют общий правый 
юнец. Следовательно, для л € 51 т из оценок ||/||* и Свойства 3 имеем

нац; ~ 1Л11-"’ и / 1/.(<)1’Л<2^+1А(«)1’Л< С,г”"|У||ЛГ’/’.

Последнее неравенство вместе с (5.11) дают

Из определения множеств 51 га следует, что |/п.| > IV՜). Следовательно, из 
Свойства б получим, что

£ 1Л11-’~1Л.|1-’<с,|и|*-'.
•€*! .«

и поэтому

Е Ь) I“-г и/՞ и? < с₽^т11/н;- (5.31)

Для завершения доказательства заметим, что просуммировав неравенства (5.10), 
(5.14). (5.15), (5.16), (5.18), (5.20), (5.21), (5.29)-(5.31) по т > 0, получаем

рА(И

L^(V•n^յ;uJ.p < £,11/11?.

5.2. Доказательства Теорем 2 и 3. Мы приведем наброски доказательств, 
так. как они почти во всем совпадают с доказательствами.«* аналогичных теорем 
из (11).

Доказательство Георемы 2 : Для того, чтобы доказать, что система Франк
лина является безусловным базисом, докажем следующее неравенство :

‘,11*711, < 11/11, < С,IIР/||,- (5.32)

Введем обозначения

Е/ = {«€(0.1):Р/(0>1}, = {е € (0,1): 1М¥£?,(0 > 1/4).

Из свойств функции 1М следует, что

|В||<С|£|| и в,=
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где V* = (ад,/?к) суть непересежаюшмсся интервалы со свойством :

1Мх£,(ак) < ֊ и 1Мх£,(А) < р 4 4

Будем считать, что множество Гк, соответствующая множеству V* кам и в Лемм*-
4. Имеем

г = иг*. А = ЛГ\Г, ^ = £4/., Л = ^а./В, 
‘ п€Г . п€А

Из неравенства (5.1) и Леммы 4 получаем

52< е [ р/(ПЛ.

Используя последнее неравенство и Р/(*) < I. для * £ Е|, получаем

*1(0 = |{« € (0,1): $>։(*) > А/2Ц < |В/| + * $>»(«)*

< |В,|+ ? [ Р/(0* < 1Д1 + С1ВАЯ1+ у / Р/№ 
I 1

Следовательно,

Ы1)<С |Я| + | [ РЯ0<*).
• Уе, /

(5.33)

Так как для * £ Е։ мы имеем Р/(*| < I, из неравенства (5 21 следует, что

/*¥?։(*) <Ы, где *6(0.1). (5.34)

Так как 8'д < С1Мд и функция 1М имеет вид (2.2). то

Ф2(1) = *€ (0.1):Г^(*)>
< £||1М?։||? <

Это неравенство вместе с (5.34) дают

1Ы1) < С(|£։| + / (/7(*»։Л)- (5.35)

неравенств (5.33) и (5.35) следует

*0) = 10 € (0.1) : Г/(<) > 01 < *1(0 + *з(0 <
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P/(t)«ft 4֊ ֊ Д (Р/(«))։Л

Так как 1 < р < 2, то имеем

IIS-/11; = р Г i’-l*(i)di<c,\\Pf\\r. 
/о

Из этого неравенства следует правостороннее неравенство (5.32). Перейдем к 
доказательству левостороннего неравенства в (5.32). Для этого достаточно пока
зать, что для каждого р (1 < р < 2) функция Р имеет слабый тип (р, р). Поэтому 
нам нужно доказать, что для любого фиксированного р (1 < р < 2) и любой 
функции / € 1/(0,1] имеет место

где I > 0. Без ограничения общности мы можем считать, что ||/||р = 1 и I > 1. 
Обозначая

Gf={te(0,l):IM/(t)>/},

получаем

и Gi = (Jn, (5.38)
k

где V* = суть непересекающиеся интервалы. Кроме того, |GJ = V\ | V* |,
и

1/(<)1 < < п.в. на G‘t и I \f(t)\dt<l\vk\, k = 1,2,... (5.39)

Через Т\ / обозначим проекцию функции fxv на пространство линейных функ
ций. Если Д, |/(t)|dt < /|У|, то

||7V/|ß< 4/։|И и ||Tv/Hp < с„№,(И

Введем обозначения 

Л = /хс; + 52 т^/, 
к

д = f -h

и оценим части, соответствующие РЛ и Рд.
1ни’ь.ь5уя неравенства (5.38), (5.39) и свойства оператора 7р получим, что

1|Л|1’ = к + Д /. 12՜” /с + 4 /21с»1 < С,Р-р||/||*.
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Отсюда имеем

(е€(0,1):РЛ(0>5 
X * (5.-111)

Остается оценить часть, соответствующую Рд. Так кая при р < 2, то

№(*))' =
«> \Я/2 эо

Е «-.($)’/.’(«)) < 12 К(»)Н/-(«)Г-
п=1 / п=1

Пусть 14 = где ак = ак ~ 2|Ук|, 0к***
очевидно, что |(7/| < 5 С/|. Следовательно,

— /4 ’+ 2Щ| и С/ = УкУк. Тогда

(։е (0,1) :₽։(։)>!} <|ё,|+£Д(Р։И(«)Л<

<ср!^ + ֊£^ |<и(։)Н/.(։)|'л. (5.41)

Из определения функции д имеем

п< = Е / иго - *н/гог<* < Е |/<<)ГЛ - С'|1Л1^ (5Л2)

Поэтому достаточно доказать, что

Е £ |оп(9)Г1Д(<)ГЛ < С,|К- (5.431
п

Для этого, обозначим дк = и заметим, что ||$||£ = 1|^ ■ 9 =
где под равенством понимаем сходимость к функции д в 27[0.1]. Более того, для 
каждого п > 1 имеем ап(9) = 52^=1 Из определения Т\\ следует, что

ап(дк) = 0 для п < п(14). Применяя неравенство Гельдера с # = у/ё = У1 - 
получаем



58 К А. Ксрян

Если п > п(14), то V* имеет по крайней мере одну точку из разбиении я„. 
Поэтому, дик каждого к > 1 существуют нс более двух значений к, для которых 
п > п(У* | в <^(14) = в. Следовательно,

г/1

Из предыдущих неравенств следует

Н.(П)
1Мл)Г-

Заметим, что «ирр^ С V*. Следовательно, используя последнее неравенство и 
Лемму 5, получаем

р4. IП ।

т.е. неравенство (5.43). Из (5.43), (5.41) и (5.42) имеем

р е (0,1):
(5-44)

Тая кая / = д + А, из (5.40) и (5.44) следует

|{ее(о,1):Р/(е)>/)|<ся^,

т.е. Р имеет слабый тип (р,р) для каждого р (1 < р < 2). Следовательно, в 
силу интерполяционной теоремы Марцинкевича, если Р имеет тип (2,2), то Р 
имеет тип (р, р) для каждого р (1 < р < 2), т.е. левая часть неравенства в (5.32) 
доказана. Доказательство завершено.

Доказательство Теоремы 3 : С. В. Конягин и В. Н. Темляков [15] доказали, 
что нормированный базис х = > 0) в банаховом пространстве (X, || • ||)
является гриди “базисом тогда и только тогда, когда он является * де мок рати - 
’!*•< ким и безусловным базисом. “Демократичность’ означает, что для любых 
конечных подмножеств А к В таких, что #Л = имеем

(5.45)
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Поэтому, достаточно проверить, что > 1) демократична в £,[0.1].
где |/п>г;п > 1) - общая периодическая система Франклина, нормированная 
в £р. Допустим ХА,я = |ЛГ1/ГХА- Так как система п > 1) является 
нормализованным безусловным базисом, то из Свойства 4 и максимального 
неравенства Феффер мана-Стейн а (Теорема 1. Глава II из [14]) вытекает, что 
для любой последовательности чисел {и^.п > 1} имеет место

II £ »./-Ж֊ /'(£ 1«./.,(<)1’)"‘а ֊ /'(£|»-։/.,(<)1’)"*л 

n = X « = 1 -.֊։

Заметим, что для любой функции / € £р[0.1] (1 < р < ос) имеет место 
||1М/||Я ~ ||/||>« Кроме тоги, из Свойства б следует

(£|*а.,(01։)"’ ~ (1Л.|’)"։ ֊ £ 1х/.,,(«)Г

длж любого t и любых индексов nx < nj < ... < nm. Следовательно.

«£/..,I?֊ /‘£lx/..,«lM.

• = 1 •'° i = l

что и доказывает демократичность п > 1) в £,[0,1]. Из метода доказа
тельства следует, что постокнные. участвующие в доказательстве, не завис кт 
от Т.

Abstract. A general Franklin periodic system corresponding tu an everywhere dense 
in [0,1] sequence of points T = (t„,n > 0) is defined to be a sequence of 
orthonormaliied. piecewise linear (with finite set of knots to,...,** € T)> continuous 
functions with period 1. The main result of the paper states that any general, 
periodic Franklin system is an unconditional and greedy basis in the spaces £/[0, 1], 
1 < p < oo.
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