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БЫСТРАЯ АППРОКСИМАЦИЯ В ПРОСТРАНСТВАХ 
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Резюме. В настоящей работе изучена быстрая аппроксимация функций про
странств Харди и Лебега классическими линейными многообразиями. Получены 
аналитические описания подклассов этих пространств, аппроксимируемых неко
торыми классическими системами быстрее скорости геометрической прогрессии.

ВВЕДЕНИЕ
Начиная с 1930-ых годов, когда А. Н. Колмогоров [1] предложил в качестве 
средств аппроксимации рассматривать всевозможные линейные многообразия за
данной конечной размерности, одной из центральных задач в теории конструк
тивной аппроксимации остается вопрос нахождения некоторой системы функций 

конечные линейные комбинации которых хорошо аппроксимируют функ
ции наперед заданного класса (см. [2], гл. 13-14, [3] и [4]).

В задачах, рассмотренных в настоящей работе, основным вопросом является 
сравнение скорости этой аппроксимации со скоростью геометрической прогрес
сии.

Задача 1. Требуется построить систему функций : Е —> С, Е С [0,1), 
к — 1,2,... так, чтобы для каждой функции / € Н°° существовала последо- 

вательность полиномов е*(х) такая, что 
* = 1

(1)
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При выполнении условия (1) будем говорить, что система ек : Е С, Е С [0. 1),
Л- = 1,2,... аппроксимирует функции класса Н°° быстрее скорости геометричес
кой прогрессии.

Например, если {е^ }£'^1 - система Хаара или Франклина, или тригонометри
ческая система {е2’г’1т}^°=_оо, или система‘{аЛ}£°=0 на отрезке Е = [0, 1), то усло
вие (1) не выполняется. Особый интерес представляет случай ек = хк, Л = 0,1,... 
на “узких”* множествах Е.

Пусть 7(Б) - логарифмическая емкость множества Е (см., например, [2], 
стр. 603).

Теорема 1. Пусть Е С [0, 1) - компактное множество. Для того, чтобы 
каждой функции / Е Н°° соответствовала последовательность полиномов 

п I \ ■V а[” хк, удовлетворяющая условию 
к—О

необходимо и достаточно, чтобы 'у(Е) = 0.

Задача 2. Пусть И - некоторое подмножество открытой левой полуплоскости и 
пусть Б = Б2(0. оо) О $, где $ - класс целых функций экспоненциального типа, 
индикаторные диаграммы которых лежат в Б. Требуется построить систему 
функций е* 6 £2(0. ос), к = 1,2,... так, чтобы для каждой функции / Е Г 
существовала последовательность полиномов *е*; такая, что

—> 0.
П-4ОО

Г2(0,<х>)

(2)

В случае, когда - система из экспонент, аппроксимация со скоростью
геометрический прогрессии обеспечена теоремой В. X. Мусояна [5]. С другой сто
роны, в работе [6] показано, что аппроксимация экспонентами быстрее скорости 
геометрической прогрессии невозможна, если Б имеет положительную меру. В 
настоящей работе получено, что если Б - компактное множество положительной 
логарифмической емкости, то результат [6] остается в силе.

Георема 2. Пусть последовательность различных комплексных чи
сел, выбранных из некоторого компактного подмножества открытой правой 
полуплоскости, И компактное множество положительной логарифмической 
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емкости из открытой левой полуплоскости и —Т) = {Л 6 С : —А 6 Б}. Тогда 
для некоторого А € (~Б) функция /д(г) = е-л* удовлетворяет условию

lim УЖД70 > о, 
п —>оо

где
I п

£..(/) = inf ||У - Р||£,(О,»), Н„ = 1р : Р(х) =
* С *Л П II *=1

§1. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Рассмотрим вопрос описания класса функций, аппроксимируемых конечными ли
нейными комбинациями системы {ел}^1 со скоростью быстрее скорости геомет
рической прогрессии.

Пусть X - локально выпуклое топологическое векторное пространство с то
пологией, индуцированой разделяющим семейством полунорм {р}. Далее, пусть 
(сд ’)а-<п ~ бесконечная треугольная матрица векторов из X, Ьп линейная обо
лочка конечной системы а д Е (0,оо).

Определение 1. Матрица (eJ.n))jt<n называется q-ограниченной снизу, если 

для любой последовательности полинимов Рп = V ef” G Ln имеет место 
* = 1 

неравенство

sup lim Vp(Pn) > Q Нт r7 max |a[nl|. n—>oo n->oo y l<fc<n

Матрица (е[п))л.<п называется О-ограниченной снизу, если она д-ограничена 
снизу для некоторого д Е (0, оо).

Определение 2. Матрица (е^)л-<п называется д-ограниченной сверху, если

sup lim »/ max p(e!n)) < g. 
p€|p} пЧСЮ V l-^-n

Матрица (е[п’)л<п называется оо-ограниченной сверху, если она д-ограничена 
сверху для некоторого д Е (0,оо).

Систему {е* будем отождествлять с бесконечной треугольной матрицей 
(4п))л-<п, п-ая строка которой состоит из первых п членов системы

Теорема 3. Пусть система О-ограничена снизу и оо-ограничена свер
ху. Для функции f Е X существует последовательность полиномов Рп —
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V <4п)е*, удовлетворяющая условию у/р(/ - Рп) ֊* 0 для всех полунорм р € 
* ™ * Я ООк = 1
{р}, тогда и только тогда, когда в топологии X имеет место представление

ОО

где УЫ.֊> о.

Легко заметить, что ортонормальная система в гильбертовом пространстве 1- 
ограничена снизу и 1-ограничена сверху. Для биортогональных систем справед
лива

Теорема 4. Если системы {¥>[п)}*=1 и {ек))к=1 биортогоналъны при всех 
п € №, и матрица (у>{.”,)к<п д-ограничена сверху в нормированном пространстве 
У. то матрица (в[.п,)*<п 1/д-ограничена снизу в сопряженном пространстве 

У.
Обратное утверждение неверно. Это можно легко проверить в гильбертовом 

пространстве на примере ортонормальной системы = ед, п = 1,2,..., 
к. < п, используя большой произвол выбора биортогональной матрицы (у>[п|)л-<п- 
Но если в гильбертовом пространстве потребовать, чтобы линейные оболочки 
систем {у^." ՝}д = 1 и {е[п|}2=1 совпадали для всех п = 1,2,..., т.е. {¥>["*}£=1 и 
{е["' )к = 1 порождали друг друга (см. [7]), то получим также обратный результат. 

Теорема 4А. Пусть и {едП)}д = 1 ~ порожденные биортогоналъные
системы в гильбертовом пространстве Н при всех п € №. Тогда матрица 
|^'")кп д-ограничена сверху тогда и только тогда, когда матрица (е[п|)д.<п 
1/д-ограничена снизу.

В работах [7] - [10] В. X. Мусояном и М. С. Мартиросяном получены 
явные представления порожденных биортогональных систем для экспонент и 
простейших рациональных дробей в пространствах Лебега 7/(0, оо) и Харди 
Нр, Н\ (1 < р < оо). В результате получаем эффективное приложение теоремы 
4.

Пусть К(К) есть множество бесконечных треугольных матриц комплаксных 
чисел (Ак„)к<п, выбранных из множества К С С и

<1(К) = пЛ {2М : К С {г : |г| < М}}.

Теорема 5. а) Пусть К - компакт положительной логарифмической емкос
ти, содержащийся в открытой правой полуплоскости. Тогда существуют 
матрицы (ркп)к<п « (Адп)к<п 6 А(К) такие, что матрица (е-/1*"х)д<п не 0- 

/2 ”ограничена снизу, а (е-А<”‘х )^<п является (-ограниченной снизу в про
странствах 7/(0, оо), 1 < р < оо.
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Ь) Пусть К - компакт положительной логарифмической емкости, содер
жащийся в единичном круге. Тогда существуют матрицы (ркп)к<п и

(Хкп)к<п € А(Н) такие, что матрица -—т------ не ^-ограничена сни-
1 ркп% ) к <п

1
зу. а I -—:---- —=-■ I

\2тгг 1 - Хкпг)к<
является у (К)/2-ограниченной снизу в пространствах

Л

НМ <р оо.
с) Пусть К - компакт положительной логарифмической емкости, со

держащийся в открытой верхней полуплоскости. Тогда существуют мат-

рццы (Ркп)к<п

О-ограничена снизу, а

пространствах Н±, 1

п 6 Л(Н) такие, что матрица ( --------- ----
\2iriz - ркп

не

1 1 \ 7(Н)- -------- ---- является —----- ограниченной снизу в
<1(К)

р < ОО.
(I) Если в пунктах а), Ь) или с) дополнительно предположить, что К 

самоподобная фрактальная строка (см. [11]), тогда матрицы (Алпк<л можно
заменить последовательностями {Ал} ^=1, выбранными так, чтобы соответ-
ствующие системы были ^-ограниченными снизу.

Аналогичная задача решается для системы хотя она находится вне
рамок приложений Теоремы 4.

Теорема 6. Пусть Е С П - компактное множество положительной ло
гарифмической емкости. Тогда система функций является ±у(Е)-
ограниченной снизу в топологии точечной сходимости на Е.

Для тригонометрической системы можно провести аналогичные рассужде
ния, предварительно заметив, что функция е"г՛՝ переводит самоподобную фрак
тальную строку отрезка [0,1) на самоподобную фрактальную строку единичной 
окружности. Пусть Е С [0,1) и е2к,Е - компактное множество положительной 
логарифмической емкости. Тогда система функций {е՜*1**, 1՛ = 0, ±1,±2....} 
1-у(е2,г‘£')-ограничена снизу в топологии точечной сходимости на Е.

Таким образом, теорему 3 можно применить ко всем рассматриваемым 0- 
ограниченым снизу системам. Например, применив теорему 3 к системе {г }(_0. 
получим элементарное доказательство следующей классической теоремы.

Теорема (Бернштейн-Уолш). Пусть Е С О - компактное множество поло
жительной логарифмической емкости. Если для функции / : Е > С существу
ет последовательность полиномов £3л=оа1- такая, что
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то / можно продолжить до целой функции.
Отметим также, что если в условии (1) рассматривать сходимость в смысле 

нижнего предела, то удовлетворяющая этому условию система существует.

Теорема 7. Каждой функции / € Н(П) соответствует последовательность 

полиномов 52 а* такая. что 
к=0

X G [0,1].

§2. ОЦЕНКИ ПОЛИНОМОВ С ДАННОЙ
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬЮ КОРНЕЙ
Для данной бесконечной, треугольной матрицы (^[п|)*:<п С С обозначим

Последовательность {х»,}^_1 будем отождествлять с бесконечной треугольной 
матрицей п-ая строка которой состоит из первых п членов последо
вательности

Лемма 1. Пусть ЕсС - компактное множество. Тогда

inf sup lim fnh(x) = 7(E),

где инфимум достигается для некоторой бесконечной треугольной матрицы 
(®։/">)։,<п к последовательности Пк = к.
Доказательство : Существование бесконечной треугольной матрицы, удовле
творяющей условию зирхе£ Птп-юо/Дх) < ч(Е) непосредственно следует из те
оремы Фекете-Сеге (см. [2], стр. 606). Остается доказать нижнюю оценку. До
пустим обратное, существует бесконечная треугольная матрица (х[,’1))։/<п и воз
растающая последовательность Пк € К такие, что

sup lim fn„{x) <С < 7(E). r6£k-»0O

Обозначим Е. = {х 6 Е : /„„(я) < С, к > з}. Тогда Е, являются компактами и
Е, f Е. Из определения множеств Е, имеем

lim sup /nfc(x) < С

и, следовательно, 7(Е4) < С. Но поскольку 7(Е,) f 1(E), то 7(E) < С. Лемма 1
доказана.
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п
Лемма 2. Для любого полинома Рп(я) — У2 а*жп՜՜*^ ао Ф 0 существует 

л=о п
полином = 12 Ьк®п-А, 6о = 1 удовлетворяющий неравенству 

к=о

|Рп(т)| > 4 n max |а*| • |Q,։(х)|, х € D.О<к <п

Доказательство : Пусть Pn(xj) = 0, j = и тахо<7<п |а7| - |afc|. Тогда
согласно теореме Виета

а° Xi,®,, • • xllt = ±ak
«!<»։< — <•*

Не теряя общности, предположим, что в этой сумме наибольшим по модулю 
слагаемым является хкХ2 • • • хк. Тогда Сп|аоТ1Т2 ••• хл-| > поэтому

|аоЯ1Я2---2ч| > 2~пкн|-

Предложение 1. Существует функция г : С »—> С, удовлетворяющая у< ловию

I® - !/1 > 1 € ^еС-

Доказательство : Достаточно выбрать

Ivl < 2,
М > 2-

Откуда получим

k п
> 4-|adIIl^^l П I®-1*!’ 

i=l i=fc + l

где у, = z(xt), i = 1, 2, • ■ Л- Остается выбрать

Лемма 2 доказана.



84 С. Б. Самарчян

Предложение 2. Пусть тг„[а, 6] ֊ количество точек х1։ х2,..., попавших в 
отрезок [а, Ь]. Тогда существует последовательность {хп}^1 такая, что для 
любого отрезка [а. 6] С [0,1] имеем

п-юо и

Доказательство : Построим последовательность С [0,1] так, чтобы
при любом т = 0. 1,2.... конечная последовательность 2/1, Уг,.. •, 3/2™ +1 являлась 
множеством точек деления отрезка [0,1] на 2П‘ равных частей. Выберем хь = у,, 
где ։! < £ < (։ + 1)!, » = 1,2.......Пусть [а, Ь] С [0,1]. Тогда для любого г'о € И
существует натуральное число г > г’о такое, что у, (Е [а, Ь] и, следовательно, 
х-к 6 [«,/>], г! < 1- < (г + 1)!. Таким образом,

и доказательство завершено.

Лемма 3. Существует последовательность С [0,1] такая, что

1пп /п(х) = 0, 
и —>оо

х е (о, I].

Доказательство : Выберем последовательность {х,,}^0..^ удовлетворяющую 
условию предложения 2. Для любой точки х € [0, 1] и любого отрезка [а, 6], со
держащего точку х, имеем

Л (х) = у/\х - Х1||х - х2|- • - |х - хп| < (Ь - а) * .

Следовательно, Пт /п(х) < Ь - а. Поэтому Пт /п(х) = 0, х 6 [0, 1]. 
П —ЮО П —»ОО

§3 . 0-ОГРАНИЧЕННЫЕ СНИЗУ СИСТЕМЫ В ЛОКАЛЬНО 
ВЫПУКЛЫХ ТОПОЛОГИЧЕСКИХ ВЕКТОРНЫХ ПРОСТРАН
СТВАХ, ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 3
Доказательство теоремы 3. Нсоходимость. При фиксированном к рассмотрим 
числовой ряд

а<‘> + (о<‘+4 _ о<‘1) + + (3)

Гак как для любой полунормы р £ {р] выполняется

У₽(р„ - /) + уР(/ - р„_։) -> о,
П-4 ОО
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и система О-ограничена снизу, то

Тогда для любого положительного числа е < 1 существует по Е В такое, что

гпах ||а}") - а{п М|, |4")| : 1 = 1,.. .,п - 1} < 2 пе”, п > п0, (4)

поэтому ряд (3) абсолютно сходится к сумме Ск = Нт а[" 1 п —>оо Согласно оценке (4)
имеем

Следовательно, > 0.
п

Пусть сл-ед . Достаточно показать, что Рп - (]ц
к = 1

-> 0. ЗафиксируемИ—>ЭО
полунорму р € {р}. В силу оо-ограниченности сверху системы {е*}^=1 сущест
вует константа М, удовлетворяющая условию р(е&) < Мк. Не теряя общности 
предположим, что М > 1 и выберем € < 1/М. Тогда, учитывая (4), при п > по 
имеем

при п —> ос.

п
Достаточность. Выберем Рп = 52 сдвд-. Тогда для любой полунормы ;» 

1 = 1
{р}

имеем

Ур(/ - р») < |«1 |р(«1) <
сю

1 = п + 1

Теорема 3 доказана.

§4 . ПРИМЕРЫ О-ОГРАНИЧЕННЫХ СНИЗУ СИСТЕМ,
ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМ 4, 4А, 5 И 6
Доказательство теоеремы 4. Пусть X = } и Рп — 52|=1 а> * । ՛ Тогда
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и, следовательно,

Доказательство теоремы 4А. Пусть

шах 
1<к<п

Тогда

Доказательство теоремы 5. Покажем, что существуют О-ограниченные снизу 
матрицы из экспонент и рациональных функций.

Используя теорему Фекете Сеге, нетрудно убедиться, что существует бес
конечная треугольная матрица комплексных чисел (Хкп)к<п € Л(К՜), удовлетво
ряющая условиям А,п А>п (1 < г < } < п) и

Пт 
п—>оо

тт
1 <т< п

п
(5)

В силу теоремы 4, ^-ограниченность снизу доказывается проверкой ^-ограничен
ности сверху соответствующих биортогональных систем.
а) Пусть

где

В„(А) = к = 1,2,..п.
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Тогда системы {е и
[7]). Имеем

биортогональны при п = 1,2,... (см.

Л- < Мп шах ———----- ,
я \1<"»<п |В{,(Атп)|/

/с — 1,2,..., 71,

где || • ||7 - норма пространства £**((), оо), 1 < д < оо, а М - некоторая константа, 
независящая от п. В силу оценки (5) получаем

Ь) Пусть

где

Тогда системы 
(см. [9]). Имеем

Нт п—►ОС

Нт тт \/|В'։(Апт

и, следовательно,

биортогональны при п = 1, 2

П,

27г В'п(Хкп)(Хкп -г)՝

< М тахЯ 1< т<1

>21^1
- <цку

где || • ||д - норма пространства №, 1 < д < оо, а М - константа, независящая от 
п. В силу оценки (5) получим

Пт тт 
п—>оо

и, следовательно,

Пт тт 
п —► оо 1 ш ~
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с) Доказательство аналогично доказательству Ь) с использованием результатов 

работы [Ю] и

Вп(А) = П Г~т=' * = 1’2....... п-
1 = 1 А Л|"

Достаточно доказать, что если К —'самоподобная фрактальная строка, то 
существует последовательность {А* }^=1 € Л(К’) такая, что

lim 
п->оо

mm (6)

Справедливость (6) легко проверяется, когда К - отрезок. Для этого достаточно 
выбрать {А*}*^_1 так, чтобы при любом т = 0,1,2,... конечная последователь
ность А1, Аг,..., Агт+1 являлась множеством точек деления данного отрезка на 
2'” равных частей. Общий же случай сводится к этому случаю с помощью сюръ
ективного отображения самоподобной фрактальной строки на отрезок, удовлетво
ряющего условию Липшица с показателем а € (0, 1]. Для простоты изложения 
докажем существование такого отображения на примере множества Кантора.

Построим сюръективное отображение V* : Е •—> [0,1] аналогично построе
нию, приведенному в [12] (пример 23, стр. 131-132). Если х,у С Е и 1 - наимень
ший канторовый отрезок, содержащий обе точки х и у, то длина отрезка I равна 
3՜” для некоторого п € И, а точки ф(х) и ^(у) принадлежат интервалу длины 
2՜”. Следовательно,

1 / 1 \
М*)-1Ж01<™ = 2 < 2|» - »|’°8’’.£ \ о /

Заметим, что равномерная распределенность точек еще не является
гарантом 0-ограниченности снизу соответствующей системы.

Теперь построим примеры систем из экспонент и рациональных функций 
с равномерно распределенной последовательностью {AfcJJLp но не являющихся 
О-ограниченными снизу.

а) Пусть (Ai = 1) - последовательность различных действительных
чисел, равномерно распределенная в отрезке [1, 2]. Пусть 7гп(а, b) = card {А*,- }£=1С1 
[а, 5), где [а, b) С [1,2)- Тогда (см., например, [13], стр. 116)

lim

Рассмотрим новую последоватеьность {Х*котличающуюся от {Ад- }^_1 лишь 
2 т при индексах из множества 5 := {2т/т € N} подстановкой А$т = 1 + (^֊) 

Эта последовательность также будет равномерно распределена в отрезке [1,2].
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Пусть Рп(х) следующая последовательность полиномов из экспонент :
Рп(х) = 0 при 5 и Р2--.(х) = е"А> -е-хз”х, т= 1,2, ...Тогда

Но так как каждый из полиномов Р2т содержит коэффициент, равный едини
це, то система не является О-ограниченной снизу в пространствах
£р(0, ос), 1 < р < оо.
Аналогичные примеры строятся в случаях Ь) и с).

Доказательство теоремы 6. Достаточно заметить, что согласно леммам 1 и
2 система является ^-^-ограниченной снизу.

§5. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ БЕРНШТЕЙНА-УОЛША
И ТЕОРЕМ 1, 2, 7
Доказательство теоремы Бернштейна-Уолша. Так как из теорем 3 и 6 

ОО

следует, что /(х) = £ с^хк на множестве Е, и \/|с*| —> 0, то / продолжима 
А-=о

до целой функции.

Доказательство теоремы 1. Необходимость. Сразу вытекает из теоремы 
Бернштейна-Уолша и теоремы единственности аналитических функций.

Достаточность. В силу леммы 1 можно построить матрицу (г!/'՝)„<,! точек 
множества Е так, чтобы иметь

Возьмем в качестве £ а[" хк интерполяционный полином Лагранжа функции 
л-=о

/ 6 Н°° с узлами интерполяции Остается заметить, что 

Мп 
п!

х £ [0, а],

где а = тах{х : х 6 Е}, а М„ = тах3.€[0,а] |/{п)(*)| (см., например, [14], стр.
494-495).

Доказательство теоремы 2. Достаточно воспользоваться леммой 1 в доказа
тельстве теоремы 2.1 работы [6].

Доказательство теоремы 7. Достаточно воспользоваться леммой 3 и рассуж
дениями, приведенными при доказательстве достаточности теоремы 1.
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Abstract. The paper investigates fast approximation of functions from the Hardy 
and Lebesgue spaces by classical linear varieties. Some subclasses of these spaces, 
which may be approximated by several classical systems faster than the rate of the 
geometric progression, are analytically described.
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