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Резюме. В статье рассматриваются непрерывные и липшицевые свойства мно­
гозначных отображений, заданных с помощью как гладких, так и негладких 
ограничений типа равенств. Приводится достаточное условие, при выполнении 
которого пересечение липшицева и выпуклового отображений будет липшице- 
вым.

МОТИВАЦИЯ, ОБОЗНАЧЕНИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ

1. В последнее время параметризованные экстремальные задачи и многознач­

ные отображения все чаще становятся объектом исследования математиков. Это 

связано с необходимостью изучения таких свойств экстремальных задач, как ста­

бильность, устойчивость и т.п. Кроме того, параметризованные экстремальные 

’»дачи возникают при применении методов штрафных функций и параметриза­

ции целевой функции, связанных с погружением исходной задачи в класс задач, 

аппроксимирующих исходную. И наконец, параметризованные задачи возника- 

Ют И в самой теории экстремальных задач теории двойственности выпуклого и 

невыпуклого программирования и теории игр [4, 7, 9], и т. п.

Различные классы многозначных отображений и параметризованных экстре­

мальных задач были рассмотрены в работах Б. Н. Пшеничного [9], Е. С. По- 

л°винкина [8], Р. Т. Рокфеллара [22], Ж-П. Обена [7], Ф. Кларка [5] и других.
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Почти во всех этих работах многозначные отображения задаются с ограничени­

ями типа неравенств, и, следоательно, имеют выпуклые образы. В результате 

этих исследований методом выпуклого анализа были введены различные харак- 

теристики многозначных отображений : селекторы, производные, и т. п. [16, 21]. 

Однако класс этих многозначных отображений либо вообще не охватывает не­

гладкие ограничения типа равенств, либо многозначные отображения с такими 

ограничениями задаются линейными или гладкими функциями. Из-за сложности 

учета негладких ограничений типа равенств возникает необходимость примене­

ния теорем о неявных функциях (см. [10], [И]).

В настоящей работе показано, что метод шатров [2, 15] не только является общим 

методом получения необходимых условий экстремума в задачах с ограничениями, 

но и удобным аппаратом для изучения непрерывности многозначных отображе­

ний с негладкими ограничениями типа равенств. В статье при помощи метода 

шатров исследуются непрерывные свойства некоторых обратных отображений, 

которые задаюся гладкими или негладкими ограничениями типа равенства. Рас­

смотрен и вопрос существования гладких селекций для таких отображений.

Различные аспекты липшицевых свойств многозначных отображений рассмат­

риваются в работах [5, 7, 9, 17, 20, 22]. В работе [9] показано, что выпуклое 

многозначное отображение с компактным множеством значений является липши- 

цевым. В [22] доказано, что липшицевым будет и так называемое полиэдральное 

многозначное отображение. При довольно естественных предположениях в [17 

показано, что мнозначное отображение вида а(х) = {у £ Р : /(х,у) < 0} явля­

ется липшицевым. Однако такие многозначные отображения охватывают лишь 

узкие классы параметризованых экстремальных задач.

В настоящей статье приводится достаточное условие, при котором пересечение 

липшицева отображения с выпуклым отображением будет липшицевым. Рас՜ 

сматриваются также параметризованные задачи линейного программирования 

и показывается, с использованием их специфики, что маргинальное отображение 

в этих задачах является липшицевым сверху отображением.

2. Приведем основные обозначения и определения. Пусть X - метрическое про 



Непрерывные и липшицевые многозначные отображения... 41

сгранство, а У - нормированное пространство. Обозначим через В((х) замкну­

тый шар с радиусом е и центром в точке х.

Многозначным отображением (м.о.) a из X в У называется отображение, которое 

каждому х € X сопоставляет множество а(х) С У, т.е. a : X —> 2У. Селекция для 

а определяется как однозначное отображение у( • ) : X —> У такое, что у(х) Е а(х) 

для всех х Е X.

Пусть М С Rn _ выпуклое множество и xq Е М - произвольная точка. Тогда 9
множество К = {// : v = Л(ж - «о)» А > 0, х Е М] называется конусом 

касательных направлений для М в точке Xq. Множество К' = {/ : (р*,и) > 

О, и Е #}’ где (р’’ и) ~ скалярное произведение векторов и и u* Е Rn, называется 

сопряженным конусом к конусу К.

Обозначим через f'(xo,x) производную в точке го по направлению х, а через 

д/(го) - субдифференциал выпуклой, непрерывной функции f в точке xq. Обо­

значим через Lin М линейную оболочку множества М. Множество

^г(а) = {(г, у) : у Е а(г)}

называется графиком многозначного отображения а. Обратное отображение а՜ 1 

определяется как м.о. из У в X по правилу г Е а՜1 (у) <=> у Е а(х).

Выпуклый конус Км(х) называется шатром множества И в точке х Е М. если 

существует отображение г, определенное в некоторой окрестности нуля ЩО). 

такое, что г + г + г(х) Е М. если х С Кд/(г) П £7(0) и —> 0. при х —> 0 (см.

[2]).
Шатер называется гладким, липшицевым или непрерывным, если соответству- 

ющими свойствами обладает отображение г.

Напомним некоторые свойства из [4].

Определение 1. Скажем, что м.о. а является //-полунепрерывным снизу 

(п.н.сн.) В точке х0 Е X, если для любого € > 0 существует окрестность U(xq) 
точки г0 такая, что а(хо) С а(х) 4- Ве (0), Vx Е U(xq).

Определение 2. Скажем, что м.о. а является //-полунепрерывным сверху 

(п н.св.) в точке хо Е X, если для любого € > 0 существует окрестность t/(xo) 

точки х0 такая, что а(х) С а(хо) + Ве (0), Vx Е U(xq).
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М.о. а называется непрерывным в точке хо, если оно одновременно Я-п.н.св. и 

Н-п.н.сн. в этой точке.

Определение 3. М.о. а называется /(-полунепрерывным снизу (п.н.сн.) в точке 

то G X, если для любой уо G а(хо) и՝любой последовательности {х;} такой, что 

T.J -> То при j -> ОО, найдутся j/y 6 a(xj) такие, что t/у -> у0 при j -> оо.

Определение 4. М.о. а называется /(֊полунепрерывным сверху (п.н.св.) в точке 

то € X, если из того, что ху —> хо, Vj € а(ху), Vj —> vq следует, что vq Е а(хо). 

М.о. а называется /(-непрерывным в точке хо € X если оно одновременно К- 

п.н.св. и А'-п.н.сн.в этой точке.

Определение 5. [7] Скажем, что м.о. а удовлетворяет условию Липшица на 

множестве Е С X, если существует число L > 0 такое, что a(xi) С а(хг) + 

L||xi - z2||Bi(0), Vxi,x2 € Е.

§ 1. О НЕПРЕРЫВНОСТИ МНОГОЗНАЧНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ

Ниже приводятся некоторые достаточные условия, при выполнении которых К- 

непрерывные многозначные отображения с выпуклыми значениями будут Н- 

непрерывными. Результат теоремы 1.1 существенным образом используется в 

параграфе 3 при исследовании липшицевых свойств маргинальных отображений 

в линейных параметризованных задачах оптимизации.

Теорема 1.1. Пусть а : Rn —> 2Р есть К-непрерывное в хо € X отображение 

с выпуклыми замкнутыми значениями. Пусть, далее, int а(х0) # 0 и множество 

а(хо) ограничено. Тогда отображение а будет Н-непрерывным в xq.

Доказательство : Пусть уо Е int а(хо) - произвольная фиксированная точка. 

Так как отображение а - К-п.н.сн., и, следовательно, (см. теорему 5.9, работы 

[22], стр. 155) существует окрестность С/(х0) точки х0 такая, что у0 Е а(х), 

Vx € U(xq). Покажем, что отображение а ограничено в некоторой окрестности 

xq. Допустим, что это не так. Тогда существуют некоторые последовательности 

ху —> xq и yj Е а(ту) такие, что ||t/y|| —> оо. Положим h} = ЦуСу°ц • Можно 
считать, что hj -> h0 0. Тогда

Уо + ah0 Е a(zo)» Va > 0. (1.1)
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Действительно, если это не так, то существуют числа ûo > 0 и е > 0 такие, 

что d(yo + «(zo)) > £• Отсюда d(y0 4- aohj,a(xj)) > e/2 (j > j0) в силу
полунепрерывности снизу функции g(h,x) = d(y0 + aoho,a(x)) no (h,x) (так как 

о полунепрерывна сверху). Полагая tj = ц—2*—и заметив, что уо + oiohj = 

t}y} “ tj)yo (0 < < 1) Для достаточно больших J, получим

| < d(y0 + a0/iJ ։a(z,)) < d(yj, a(xj)) + (1 - tj)d(y0, a(Xj)) = 0, (1.2)
Lt

противоречие, которое доказывает (1.1). Однако, из (1.1) следует также, что мно­

жество а(хо) _ неограничено. Таким образом, отображение a ограничено в неко­

торой окрестности точки хо- Кроме того, поскольку a является А-непрерывным 

в io. то из теоремы 2.1 из [4] следует, что a - //-непрерывно. Теорема доказана. 

Рассмотрим пример, имеющий важное значение в линейных параметризованных 

задачах математического программирования.

Пример. Пусть а(х) = {у € Rm : (fi(x),y) < b{, i = l,2,...,p}, где f,(x) 

(։ = 1.2,. ...p) - вектор-функции, непрерывные в точке хо € X. Пусть система 

строгих неравенств (/i(xo),y) > — &i < 0 (г = 1, 2,... ,р) разрешима и множество 

а(т0) есть ограниченный выпуклый многогранник. Тогда из примера 5.10, дан­

ного в [22] (стр. 156) следует, что a является //-непрерывным отображением в хо- 

Следовательно, согласно теореме 1.1, отображение a является //-непрерывным в 

■^0*

Расмотрим вопрос непрерывности маргинального отображения

ао(г) = {у G а(х) : /(х, у) = inf /(х, и)}. и€а(х)

В [7] показано, что если f непрерывна и многозначное отображение а непре­

рывно и имеет компактное множество значений, то многозначное маргинальное 

отображение а0 полунепрерывно сверху. Однако, в выпуклых задачах существу­

ют условия, более слабые, чем непрерывность отображения а, при выполнении 

которых маргинальное отображение во снова будет полунепрерывным сверху.

Теорема 1.2. Пусть a - многозначное отображение с выпуклым замкнутым 

множеством значений и отображение К‘(х, и) является К-п.н.св. в точках (xq, у) 
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(и Е я(го))- Если функция / непрерывна по х и выпукла по у и отображение 

определено в некоторой окрестности хо, то отображение Яо является К-п.н.св. в

точке Хо.

Доказательство : Пусть х} -> хо> !/> € ао(х^), у} —> уо (] оо). Нужно пока­

зать, что уо Е ао(®о)- Поскольку у} ֊ точка минимума выпуклой функции У(х;, ) 

на замкнутом, выпуклом множестве я(г;), то она удовлетворяет необходимым и 

достаточным условиям экстремума в :

(1-3)

Следовательно, существуют некоторые последовательности а* Е д/у(х}у}) и 

I/’ Е К‘(т7,у7) такие, что

и- - р; = 0. (1.4)

Так как отображение д/у(х}у) является //-п.н.св. в (хо, уо) (см лемму 4.2 из 

[4], стр. 210), и множество д/у(хо,Уо) является выпуклым компактом, то можно 

предположить, что и" —> а^. Так как, м.о. К*(х,у) - полунепрерывно сверху 

в (хо,уо), то —► Ро Е К'(хо,уо) согласно (1.4). Теперь, из (1.3) получим 

О Е д/у(хо, уо) — К'(хО'Уо)- Отсюда следует, что уо Е яо(®о), и доказательство 
завершено.

Следующий пример показывает, что хотя отображение а не является непрерыв­

ным, однако маргинальное отображение я0 ~ К-п.н.св.

Пример 1. Пусть /(х, у) = ||г/|| (у Е R2) и я(х) = {т/ Е R2 : у = (г, а), а > 1/|х|} 

для г / 0 и а(0) = (0,1). Тогда очевидно, что отображение я - К-п.н.св., во 

не К-п.н.сн. в нуле. Нетрудно заметить, что К*(0,р) = Л2, если и Е «(0)- 

Поэтому отображение К‘(г, р) (у Е я(х)) ~ полунепрерывно сверху в точке (0,1)- з 

Следовательно, по теореме 1.2 отображение но(х) является К-полунепрерывныи 
сверху в нуле. Действительно, очевидно, что я0(х) = {у : у = (х, есЛВ 

х о и яо(0) = {(о, 1)}.

Приведем пример, показывающий, что требования теоремы 1.2 являются мини­
мальными.
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Пример 2. Пусть а(б) = {(х։,х2) : 0 < хх < 1, ®2-(1-е)х1 < О, (14-е)х1-х2 < 

0}. Задача состоит в минимизации f(x) = — х\ — х2 на а(е). Очевидно, что 

Х*(£, х) = Л2 при х € а(е) и К*(0,хо) = {(хх, х2) : + х2 < 0}, если х0 =

(1 ,1). Значит, многозначное отображение К*(е, х) не является полунепрерывным 

сверху в точке (0,хо). Легко проверить, что arg minx€a(0)/(х) = (1,1) и что 

arg minx€a(e)/(х) = (0,0) для любого е > 0. Таким образом, маргинальное 

отображение do не является ТС-п.н.св. в точке (0, хо). в
§2 . О НЕПРЕРЫВНОСТИ МНОГОЗНАЧНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ

С ОГРАНИЧЕНИЯМИ ТИПА РАВЕНСТВ

I
B этом параграфе при помощи метода шатров исследуется вопрос непрерыв­

ности некоторых обратных отображений. Рассмотрим следующее многозначное 

отображение :

?Ц՝Ы = {теМ: F(x) = а) =

где JWc В”, F: Rm -> R" (m > n, F(x) = (fi(x),...,f„(x)) и a 6 В".

Теорема 2.1. Пусть х 6 J5\}1(0) и выпуклый конус Км(х) является непрерыв­

ным шатром для множества М в точке х. Если F непрерывно на Rm, дифферен­

цируемо во всех точках х € Р^Х(0) и удовлетвотряет условию регулярности

F'(x)KM(x) = Rn, VxerAy(0), (2.1)

то м.о. Г^х(а) = {т £ М : Г(х) = а} является К-п.н.сн. в нуле.

Доказательство : Пусть хо 6 ^/(0) и [/(хо)-окрестность точки xq. Тогда 

из (2.1) следует, что существует симплекс [zi, z2,..., zn + i] С Rn, содержащий 

О в качестве внутренней точки и такой, что [zi, z2,..., zn+i] С F'(xo)Km(xo). 

Отсюда следует, что существуют векторы Xj G Лд/(хо) (у = 1,2,...,п + 1) 

такие, что

Zj = F\x0)xj, j = 1,2, ...,n+ 1. (2.2)

Викторы Zj — zi (j = 1, 2,.. ,,n 4- 1) образуют базис в R՝\ поэтому определим 

линейное отображение L : Rn —> Rm следующим образом :

) — Ту Ti, j — 1,2,...,п+1.
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Если

то положим ^(2) = Ь(г — 21) 4- х\.

Здесь отображение <р(г) есть непрерывное отображение симплекса [21,22,...,

2п+1] в множество сопи{х1,. •., хп + 1}. Действительно, имеем

Так как Км (х0) является непрерывным шатром для М в точке х0, то существует 

непрерывное отображение <р(х) — х-Ьг(т), г(х)/||х|| —> 0 такое, что хо + -ф(х) € М 

для х Е Км (х0) п Де(0). Для <5 € (0,1) определим непрерывное отображение Ф?

из 6[21,..., хп+1] в Яп следующим образом :

Ф?(1/) = У ~ ^(®о + *(Цу - <5 21) + 6 ®1)) - <*> У € <5[21» (2.3)

При малых 6 > 0 имеем бсопч {т1,..., хп+1} С В£(0) и, следовательно, 6 у?(г) £ 

Км (х0) А Ве (0). Из (2.2) и (2.3) следует, что Ф£(у) = -о(х0, <^у?(г)) - а для 

всех а (||а|| < (Зо). Отсюда следует, что существуют до > 0 и /Зо > 0 такие, 

что Ф£(у) 6 <^о[21> • • •,2п+х] при всех а, ||а|| < /Зо • Таким образом, для любого 

фиксированного а (||о|| < /Зо) непрерывное отображение Ф£(у) отображает 

выпуклое, компактное множество <£о[21, • • •, 2п + 1] в себя. Согласно теореме Бауера 

существует неподвижная точка отображения Ф£(у), т.е. существует элемент 

Уа е <5о[21,---,2п+1] (Уа = <5о2а) такой, что Ф£(Уа) = уо. Отсюда следует, ЧТО 
^(хо + ‘Ф(/>о<р(га)) = а при хо 4- ^(^оУ>(2о)) 6 и(хо), и теорема доказана.
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Следствие 1. Пусть М = {х 6 Я՞* : д(х) = 0), где д(х) -локально липшицевая 

функция, и пусть для любого х € М имеют место следующие предположения :

1) О Ф 0°д(х) ֊ субдифференциал Кларка [5],

2) если у* € Ыпд°д(х) (у* # 0), то векторы у*, /((х), /г(х),../' (х) - 

линейно независимы.

Тогда м.о. Р^да) является /С-п.н.сн. в нуле.

Доказательство : В работе [15] показано, что при выполнении условия 1), 

выпуклый конус Км{х) = {х : д°(х,х) < 0, д°(ху-х) < 0}, где՜£°(х,х) = 

П1ахх«еэо3(х)(^*> х) является непрерывным шатром для М в точке х £ М. Отсюда 

Км(х) = {х е Ят : {у- Л) = 0, V/ е д°д(х)}.

Пусть у{, у2,..., у[ - система векторов, принадлежащих множеству д°д(х) и 

образующих базис в подпространстве Ыпд°д(х). Очевидно, что Км(х) = {х : 

У,х) = 0, г = 1,2, Так как система векторов у{, у2,..у'к, Г}(х), =

1,..., п) - линейно независима в Ят, и, следовательно, для любого у Е R" система 

линейных уравнений Р'(х)х = у, у,(у*ух) = 0, (г = 1,2,...,п) разрешима, т.е. 

условие (2.1) справедливо. Значит, м.о. является Я-п.н.сн.

Следствие 2. Пусть М = {х 6 R™ : д(х) < 0}, где д(х) выпукла и непрерывна, 

и для для любого х £ М имеет место

1) 0 2 ^(х),

2) если у* Е дд(х), то векторы у*, /[(х), /з(х),../,',(х) линейно независимы. 

Тогда м.о. Р^1 является 7<-п.н.сн. в нуле.

Доказательство : Сначала покажем, что из соотношения

(7<етГ'(1))1р|КйМ = (0) (2.4)

следует (2.1). Пусть это не так. Тогда (Р'(х)Км(х))" / {0}. Следовательно.

существует ненулевой вектор у* такой, что (у*, Р'(х)х) > 0, Ух Е Кд/(х), т.е.
Г(«))т,^>в, а это означает, что 

Г г (/"(*))•?• еКм(*)- (2.5)

докажем, что этот вектор ненулевой. Действительно, если х* = 0, то Р'(х) о

= 0, и гап1сР'(х) = п в силу условия 2). Следовательно, матрица

(х) о (Г'(х))‘ обратима, и поэтому у* = 0, что является противоречием.
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Известно [1], что 1т (Р'(г))։ = (Лег Г'(ж))1. Следовательно, из (2.5) следует, 

что (Кет Г'(г))х рК^т) / {0}. что противоречит соотношению (2.4). Далее, 

известно [9], что при выполнении условия 1), выпуклый конус Км(х) = {I £ 

Ц'п : д'(х.х) < 0} является непрерывным шатром для М в точке х и.

Кам(х) =-сопдд(х) и

{
п

у : у = 52 а«Л’(жЬ Е R. { = 1,2,..п
1 = 1

Поэтому, из условия 2) следует соотношение (2.4), и, следовательно, (2.1).

§ 3. ЛИПШИЦЕВЫЕ МНОГОЗНАЧНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ В 

ЛИНЕЙНЫХ ПАРАМЕТРИЧЕСКИХ ЗАДАЧАХ ОПТИМИЗАЦИИ 

Теорема 3.1. Пусть а(х) = {р Е 1Тп : (/,(х),у) < 5,, г = 1,...,р}, где функции 

/,(х) (г = 1,.... р) являются липшицевыми в точке хо € X. Пусть далее а(х) ф 0 

и 1т а = и.гес/(.г,,) а(:с) ограничено. Тогда отображение а - липшицево сверху в 

точке хо. т.е. существует окрестность 17(жо) точки хо и постоянная Ь > 0 такие, 

что

а(х) С а(х0) + Г||т - хо||Д1(0), Ух 6 П(х0).

Доказательство : В работе [14] (лемма 1.12. стр. 54) показано, что существует 

число [3 > 0 такое, что <1(у, а(х0)) < ДшаХ1<,<р{(/|(2:о), у) — 6,} для любого 

у а(то)- Так как множество 1т а ограничено и функции /,• - липшицевы в 

точках то, то существуют числа тп > 0 и с > 0 такие, что 

|1Л(«)-/|(®о)|| < с||х-т0|| (1<г<р, Ут € Г7(т0)) и ||р|| < тп (УуеПпа).

Пусть Ь = (Зет. Тогда из у € а(т) следует, что существует индекс ։0 такой, что

Н(у. и(т0)) </Шо(^о). У) > ֊^о) ֊ (/.0(х),?/» <

тах^П/Дх0) -/,(1)11.11^1 < Г||ж - х0||,

откуда следует утверждение теоремы.
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Теорема 3.2. Пусть функции ft(x) (։ = 1,2, ...,р) в точке хо удовлетворяют 

условию Липшица и существует вектор у такой, что (/։(хо),у) — Ь, < 0 (i = 

1,2 Р)- ПУСТЬ множество а(х0) = {у : </.(хо),у) < ։ = 1,2,....р}
ограничено, тогда м.о. а(х) = {t/ : (ft(x),y) < b,, i = 1,2, ...,p} в точке xq 
удовлетворяет условию Липшица.

Доказательство : Согласно теореме 1.1, существует окрестность U(xq) точки 

i0 такая, что множество Im a = (Jr€Cqrii| a(x) ограничено, т.е. существует 

выпуклый компакт F такой, что Im a С F. Следовательно, в силу теоремы 

3.1 отображение а - липшицево сверху в точке Xq. Докажем теперь, что a - 

липшицево снизу в точке xq, т.е. существует число L > 0 и окрестность N(xq) 
точки Xq такие, что

а(х0) С а(х) 4- L||® - x0||Bi(0), Vx € N(x0).

Положим <p(x,y) = maxi<,<P{(/i (x), у) — 6«}. Очевидно, что для фиксированного 

х <р(х, у) выпукла по у, и для фиксированного у удовлетворяет условию Липшица 

в точке хо, т.е. существует число Z-i > 0 такое, что

||y>(x,j/)-у>(х0, у)|| < £1||х-х0||, Vx e U(x0), VytF.

Кроме того, из условий теоремы следует, что окрестность U(xq) можно выбрать 

настолько малой, что для любого х 6 Щхо) выполняется неравенство <р(х, у) < 0. 

Проводя доказательство аналогично доказательству теоремы 2 из [17], получим 

требуемый результат.

Рассмотрим маргинальное отображение

ао(®) = {у£ «(®) : у} = min (/0(г), «)}•u£a(r)

Теорема 3.3. Пусть выполнены все условия теоремы 3.2, и функция fo(x) 

Удовлетворяет условию Липшица в точке xq, тогда маргинальное отображение 

°o(t) - липшицево сверху в точке Xq.

Доказательство : Положим W(x,y) = (fo(x),y) и V(x) = гтпу6в(х)(/о(г), !/)- 

Очевидно существует число I > 0 такое, что

- ^(хо,^)! < 1(||х - х0|| 4-lli/i - 1/з||), x£U(x0), УъУзЕР.



50 А. Р. Хлч^тр^^^^^^****

Так как отображение а удовлетворяет условию Липшица с некоторой константой 

с, то согласно предложению 24 работы [7] (стр. 126), маргинальная функция тоже 

удовлетворяет условию Липшица с константой с(/ + 1), и, очевидно, что

оо(®) = {У : <Л(®)> У> < <>»> г = 1,2,...,р, </о(®), 3/> >= ^(®)}.

Пусть у £ ао(го)1 тогда в силу леммы 1.12 из [14] существует число /3 > 0 такое, 

что

<1(у,а0(х0)) </Зтах\ тах {(Л(®о), у) - М » (/о(®о), у) ֊ Ижо) ? .

Теперь, если у 6 а0(®), то либо существует индекс г'о такой, что (1(у, а(®0)) < 

Ло(хо) - <>101 либо </(у, а(®0)) < (/о(го),у) - У(го). Первый случай рассмотрена 
теореме 3.1. Рассмотрим второй случай. Имеем

</(?/, а(®0)) < </о(®о), 2/> ֊ У(®о) < ||/о(г) - /о(го)|| • ||у|| + </о(®), 2/> ֊ У(®о) <

< Н/о(х) - /о(яо)|| • 1М1 + У(х) - У(х0) < /1||® - ®0|| + /(с 4֊ 1)||® - ®0|| <

<£||®-®о||, 

где L = li 4- 1(с 4՜ 1). Теорема доказана.

Теорема 3.4. Пусть X и Y - банаховы пространства и м.о. а\ : X —> 2Г с выпук­

лыми, компактными значениями удовлетворяет условию Липшица в окрестности 

точки ®о С X. Пусть 02 : X —> 2՝ ֊ замкнутое, выпуклое отображение такое, что 

®о € int doma2 и О С int {ai(®o) — ог(®о)}, тогда м.о. а(х) = oi(®) Паг(®) удов­

летворяет условию Липшица в окрестности точки xq.

Доказательство : Сначала заметим, что множество значений м.о. а\ - 0’ 

выпукло и замкнуто, и 0^—02 является /f-п.н.сн. в точке xq. Поэтому, существует ■ 

окрестность U(x0) точки ®0 такая, что rBi(O) С a1(i)֊Q2(z), V® G Щх0). Далее. ’ 

так как 0.2(2) - выпуклое, замкнутое отображение и х0 € int doma2, у0 Е 02(10)1 

то существует число 7 > 0 такое, что для любого z € Ву(то) и для любого 
у G Im 02 имеет место неравенство :

<'(»,a2(2))<ld(z,a2-l(j,))(l + ||y-j,0||) (3.1)1 
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(см. [7], теорема1, стр. 136). Положим L = аЦг), М = a2(z) (Vz € В7(ж0)) и 

f(u) = М - u (и € L). Очевидно тВЦО) С F(L) (Vz € В-Дхо)). Рассуждая как 

при доказательстве предложения 8 (см. [7], стр. 139), установим, что существует 

число ci > 0, независящее от z и такое, что для любого и G L и любого Вг(0) 

имеем d(u, Г-1(р)) < сх d(u, F(u)). Положим и = 0, и так как F-1(0) = М П L, то 

получим

d(u, М fl L) < cid(0, F(u)) = cid(u, М). , (3.2)

Пусть теперь w - произвольная точка из Y. Из (3.2) следует, что

d(w, М П L) < ||w — u|| 4- d(u, М П L) < ||w ֊ u|| 4- cjd(u, M)

для любого и G L. Отсюда получаем, что d(w, М Г) L) < d(w, L) 4- Cid(u. М} < 

d(w, L) 4- Ci(||w — u|| 4- ||w — i/||), где v E M. Следовательно,

d(w, M П L) < (ci 4֊ l)(d(w, M) 4- d(w, L)). (3.3)

Пусть z' E B7(xq) и у E a(z'). Подставляя w = у в (3.3) и используя (3.1), получим

</(y,a(z)) < (d 4- l)(d(2/,ax(z)) 4- — d(z,z'), гдес2 = sup {||j/- !fo|| + 1} - (3.4) 
ydm a

Так как м.о. ai удовлетворяет условию Липшица, то из (3.4) следует, что 

существует число R > 0 такое, что d(y, a(z)) < 2?||z — z'\\. И так как у - 

произвольная точка из a(z'), то из неравенства следует утверждение теоремы.

$ 4. О СУЩЕСТВОВАНИИ ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ СЕЛЕКЦИЙ 

ДЛЯ НЕКОТОРЫХ МНОГОЗНАЧНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ

с ОГРАНИЧЕНИЯМИ ТИПА РАВЕНСТВ

В этом параграфе методом шатров исследуется вопрос существования дифферен­

цируемых селекций для некоторых многозначных отображений, заданных при 

помощи гладких и негладких ограничений типа неравенств.
Следующую теорему можно рассматривать как обобщение теоремы о неявных 

Функциях для негладкого случая.



52 А. Р. Хачатрян

Теорема 4.1. Пусть Ь(х) = {у € Я™ : Я(х,у) = д(у) = 0), где Р(х,у) . 

Я” х Ят —> Я1՜ - гладкое отображение и у : Я"' —> Я - выпуклая, непрерывная 

функция, 1о € Ят - произвольная точка, уо = 6(хо). Ясли для любого у’ £ 

Ыпдд(уо) (у’ / 0) система векторов у*, Р^(х0, Уо) линейно независима, то 

тогда существует отображение у(х), Ъп ределен нос в некоторой окрестности и(10) 

точки хо и дифференцируемое в этой точке, такое, что у(х) € Ь(х), Ух £ £/(х0) и 

у(хо) = Уо-
Доказательство : Пусть г = (х,у) Е Яп х Ят,

ЛГ1 = {(х,у)€Яп х Ят : у(у) = 0} и М2 = {(х,у)бЯ" х Я™ : Р(х,у) = 0}.

Известно (см.[16]), что подпространство

Я1 = {(х,у) ЕЯ՞ х Я,п : д'(у0,у) < 0, д'(уо,֊у) < 0}

является Липшицевым шатром для множества в точке у0, а

Н2 = {(х,у) ЕЯ” хЯт: Р^(х0, уо)х + Р^(х0, у0)у = 0}

является гладким шатром для М2 в точке (хо, уо)- Поэтому существуют липши- 

цевые отображения г,(г) (г = 1, 2) такие, что Ц^Ц 1г|(г) —> 0 и го 4֊ г 4՜ т,(г) € А/, 

при достаточно малых г £ Я,.

Пусть Д1 = Р;(хо,уо) и Л2 = Я'(х0, Уо). Покажем, что подпространство Н = 
Ср

Я1 А Н2 является непрерывным шатром для М = М2 А М2 = дг (6) в точке 

(^о, Уо)- Сначала покажем, что Я1 + Я2 = 7 (где Z = Яп х Ят). Действительно,

Н, + Нг = г <=> Н[ П Н/ = {0}, (4.1)

где

н, = {(0,/) 6 Ипдд(уа)} Н? = {(®',у*): х’ = Л^а, у՝ = К'2а, а £ Л*).

Следовательно, в силу условий теоремы, соотношение (4.1) имеет место. Значит, 

существуют линейные, непрерывные отображения Рх : 2 —> Н\ и Р2 : 2 —> Н2 

такие, что любой вектор представим в виде г = Р2г 4֊ Р2г.
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расмотрим теперь систему уравнений

^(г, и) Е 0х(2 4֊ Ли) ֊ ^2(2 “ Ли) = 0, где 4>М = г0 4-г 4- г,г) (։ = 1, 2).

Имеют место следующие условия :

а) х 2 -+ 2 - непрерывное отображение, и у>(0, 0) = 0,

б) для любого б > 0 найдутся число 6 > 0 и окрестность нуля £7(0) такие, что 

из условия г Е £7(0) и неравенств ||и'|| < <5, ||и"|| < 6 следует неравенство 

М2,и')֊у?(2,и")֊(и'֊и")||<б.

В силу теоремы о неявной функции (см.[1], стр, 161) найдутся число С > 0, 

окрестность нуля £7(0) и непрерывное отображение и : £7(0) Z такие, что

¥?(«, и(г)) = 0 и ||и(2)|| < С||¥>(2,0)||. (4.2)

Пусть ^(г) = ^1(* 4՜ ЛФ)) = 20 4- 2 4- г(2՜), где г(7) = Р\и(г) 4֊ Г1(г 4֊ Р^г)). 

Из соотношения (4.2) следует, что г(г)/||г|| —> 0 при г —> 0. Положим ^1(2) = 

г4-Ли(г) и ^2(2) = 2 —Рои(2). Так как Н1 и Н? - подпространства, то ^1(2) € 

и2(г) € Н2 для любого г Е Я1ПН2. Таким образом, согласно определению шатра, 

У»(г) 6 Л71 Г) Мг для достаточно малых г 6 П Н2.

Покажем, что существует линейный, непрерывный оператор А : Яп —> такой, 

что (ж, А(х)) 6 Я1Г)Я2 для любого х € Я”. Действительно, если у[. У2,..., у* 

- максимальная, линейно независимая система векторов в Ыпдд(уо)., то для 

любого фиксированного х система уравнений

Ру(хо.уо)у =-Р[(хо.Уо)х, <У;,У) = О (г = 1,2) (4.3)

имеет решение у, поскольку по предположению система векторов Ру(то> Уо)< У1՝ 

У$, • • •» Ур линейно независима. Следовательно, существует линейный оператор 

А : Я” —> Ят такой, что для любого х вектор у = Ах является решением 

системы (4.3), т.е. (г, Аг) € Н\ С\Нг. Таким образом, ^(^) = (01(х. у). </>2(2. у)) и 

0'1Г(О.О) = /г, 0'1у(0,0) = 0, ^2,(0,0) = 0, ^2У(0,0) = /у, поскольку 2 = ХхУ. 

Покажем, что для системы уравнений у(т,а) = ^’1($ + А(т 4- о)) — х = 0 

выполнены все условия теоремы 5.1.1 работы [9] (теорема о неявной функции).
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Действительно, функция д непрерывна и </(0,0) = 0. Кроме того, имеем ||ff(х, 
а|| < о (/||х||2 + ||а||’). Поэтому система уравнений д(х,а) = 0 разрешима 

относительно х, причем существует такое решение а(У), что limr_>0 а(г)/||г|| = 

0. Обозначим z(x) = (х 4- а(х), Ах 4- Аа(х)). Тогда имеем z(x) G Н = П//2

при достаточно малых х. Следовательно, z0 4֊ ^(-г(г)) G дг(Ь). Так как 4>(z(x)) = 

(^1(г(х)),^2(г(®))) = (х, ^2(г(х))), то уо 4- V»2^(®)) € &(æo + *) • Следовательно.
отображение у(х) = уо 4- А(х — хо) 4- о(х — хо) дифференцируемо в точке х0 и 

у(х) € 6(х), у(х0) = уо. Теорема доказана.

Abstract. The paper is mainly devoted to investigation of continuity and Lipschitz 
properties of multivalued mappings given by smooth or non-smooth restrictions of 
equality type. A sufficient condition under which the intersection of a Lipschitz and 
a convex mappings is a Lipschitz mapping is given.
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