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ТЕОРЕМА ЕДИНСТВЕННОСТИ В ОБРАТНОЙ 
ЗАДАЧЕ ШТУРМА-ЛИУВИЛЛЯ

Т. Н. Арутюнян и В. В. Нерсесян

Ереванский государственный университет

Резюме. В работах Трубовица были доказаны теоремы единственности в об
ратной задаче Штурма-Лиувилля, где в качестве спектральных данных вместе 
со спектром брались некоторые “новые” последовательности {/п}. удобные при 
исследовании “четного случая’1. Мы доказываем аналогичные теоремы единст
венности для тех двух случаев краевых условий, которые остались нерассмот
ренными в работах Трубовица.

§1. ВВЕДЕНИЕ И ФОРМУЛИРОВКА РЕЗУЛЬТАТА
Обозначим через £(д,а,/3) краевую задачу Штурма-Лиувилля

-у" + д(х)у = РУ, г € (0, тг), р € С, (1.1)

у(0) сое а + у (0) зш а = О, а € (0, тг], (1-2)

у(тг) СОЗ /3 + у'(я) $\п/3 — О, /3 6 [0, 7г), (1.3)

где ц - действительная функция из £?[0, я] (будем писать д € 7Г])- Известно,
(см. [1], [2]), что собственные значения рп = рп(у,а,(3), п = 0,1,2,... этой 
задачи действительные, простые и образуют последовательность, стремящуюся 
К +оо при п —оо. Через Нп(х) = Ьп(х,д,а,/3) будем обозначать нормированные 
собственные функции, сответствующие рп, п = 0,1,2,....

Обратные задачи для Б(д, ос,(3) ставились и решались в различных постанов
ках (см., например, [3] - [12]). В работе [6], вместе с собственными значениями 
Мп = Мп(д,а,/3), п = 0,1,2,... в качестве спектральных данных рассмотрены
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величины1

ln(q>&,0) — log
hn(?r,9,a,ff)
Лп(0,9,а,£)

n = 0,l,2,..., sina^O, sin/3^0

и доказана теорема единственности :

Теорема 1 [6]. Если pn(qi,cti,0i) = pn(q2,a2, /%) « = М92»а2>А)
для всех п = 0,1,2,..., то ах = а2, 0\ = 02 и qi(x) = 9г(ж) почти всюду но

В [5] рассмотрена “задача Дирихле” L(q,ir, 0) (т.е. случай sina = 0, sin/З = 
0), и вместе с собственными значениями pn(q,Tr, 0), в качестве спектральных
данных рассмотрены величины

= М?) = l°g
Л'п(*Л)՞

Ч(0л) ’
п = 0,1, 2,...

Доказана теорема единственности, которую можно сформулировать так :

Теорема 2. Если //n(<?i) = ^0(92) « &n(9i) = ^п(9г) ^ЛЯ всех п = 0,1,2,..., то 
Ц1(х) = q2(x) почти всюду на [0, гг].

Целью данной работы является доказательство аналогичных теорем един
ственности в двух оставшихся нерассмотренными случаях : sina = 0 и sin0 ф О, 
т.е.задачи Л(д, тг,/3), и sina ф 0, sin/З = 0, т.е. задачи L(g,a,0). Здесь вопрос 
в том. что брать в качестве дополнительных к спектру {рп }^°_0 спектральных 
данных. Положим

(«, тг,/?) = ln(q,0) = log
/ii» (0,9,0).

п = 0,1,2,... . (1.4)1

Теорема 3. Если рп(91, тг,/^) = рп (92, тг, 02), ln(qi,0i) = ln(q2,02) при п = 
0. 1.2...., то 0i = 02 и gi(x) = 9з(т) почти всюду на [0, тг].
Рассмотрим также задачу L(g,a,0), sina 0. Положим

Zn(q,a,0) = ln(q,a) = log n = 0,1, 2,...

Георема 4. Если рп(91,а1,0) = /хп(92,«2>0) и /„(91,01) = 1п (92, а2) при п = 
0,1,2,..то а1 = а2 и 91(т) = q2(x) почти всюду на [0, тг].
Обозначим через у = 1р(х,р) решение задачи Коши

-У՛' + = РУ,

!В работах [5] - [8] задача Цу,а,0) рассматривается на интервале [0, 1], тогда 

как мы рассматриваем задачу на [0, тг].
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?/(0,/х)=0, 1/(0։/х) = 1.

Собственные значения pn(q,/3) задачи L(q,ir,/3) суть нули функции 

¥>(7г,/х) cos/Э-»֊ <р'(ir, р) sin (3 ,
D(p) = ---------------- -т—- ---------------- = у?(7г, р) cot/? 4֊ у> (тг, р), (1.5)

ЫН [Э

а функции <р(х,рп (q,/3)) = <р(х,рп) есть собственные функции, соответствующие 
собственным значениям рп = pn(q,(3), п = О, 1,2,.... Величины

/•7Г
On = an(q> = / (p2(x,fin)dx

Jo 
называются нормировочными постоянными. Известную теорему единственности 
В.А. Марченко ([3], стр. 375) в случае задачи L(g, л՜,/?) можно сформулировать 

так :

Если pn(qi,ir,/3i) = pn(q2,ir, (32) и On(gi, 7Г,/3Х) = an(д2, тг,/72) для всех 
в = 0,1, 2,..., то /31 = /З2 и qi(x) = q2(x) почти всюду на [0, тг].
Теорема 3 и теорема Марченко эквивалентны, ибо согласно нижеследующей 
лемме 2.1

а„ = (-1)"+1ехр[(п]О(/1„(^)),

где величины D(pn) однозначно определяются только множеством собственных 
значений р0, д1։ р2,....

Приводимое нами доказательство теоремы 3 основано на контурном интег
рировании (см. также [5], [6]) и не использует операторы преобразования, на 
которых основано доказательство теоремы Марченко. Поэтому приведенное до
казательство можно рассматривать также как альтернативное доказательство 
теоремы Марченко в указанном случае и указанной формулировке.

§2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМ 3 И 4
Для собственных значений /in(g,/?) известна асимптотика ([3], [4]) :

Дп (?,/?) = (n+ ֊) +—cot/?+— [ q(t) dt+ rn({3), (2.1)
\ 2/ я Jo

00
где 5? r^(/?) < 00. Кроме того, аналогично тому, как это делается в [3], можно 

п=о
доказать, что функцию D(p) можно представить в виде произведения

dm = П <2-2)
n=0 (П "Ь 2/

дальнейшем, производную по р будем обозначать точкой, т.е. Ь(р) = и
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Лемма 2.1. Имеет место равенство :

/ уг(х,рп(А}) (1х = -у?(7Г, рп(/3))/)(дп).
Уо %

Доказательство : Запишем тождество

-9?"(г, р) + р) = М^(®» и)

и продифференцировав его по р, получим

д) + ч(х)^(х, д) = <р(х, /х) + я^(х, ц).

(2.3)

(2.4|

(2-5)

Далее, умножив (2.4) на <р(х, р), а (2.5) на <р(г, р) и, отняв полученные тождества, 
получим2

А [у>'£ _ = ^2(®,р).
(2.6)

Поскольку функция <р(х,р) удовлетворяет начальным условиям у>(0,р) = 0 и
<р'(0.р) = 1 при всех р € С, то

9?(0,р)=0, <р'(0,м) = 0- (2-7)

Проинтегрировав тождество (2.6) по г от 0 до тг и приняв во внимание (2-7), 
получим

/ ¥?2(®,р) (1х = ^'(я,р)у>(7Г,р) ֊ ^'(7Г,р)^(7Г,р). (2.8)

Поскольку собственные значения есть корни уравнения

2?(р) = <р(тг, р) соЬ (3 4- У>'(7Г, р) = О, (2.9)

то при р = рп (0)3
<р'(1г,рп)
Н^Мп)

= - со! /3,

следовательно, из (2.8) при р = рп имеем

>4^. Мп) 

. ^(тг,Мп)
^(^Мп) ֊ ^'(7ГэМп)

- -^(^Мп)[¥?(7г,Рп)со1/3 4- у’Ч^Мп)] = рп)Ь(р„).

'Замену порядка дифференцирования по х и по р можно обосновать так, как это 
делается в [5].
’Заметим, что <р(тг,рп) 0 при ып/З 0.
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Лемма 2.1 доказана.
Из представления (2.2) нетрудно получить, что

Поскольку /х0 < /М < • • •, то легко заметить, что ядп О(рп) = (-1)п+1. Отсюда 
и из (2.3) следует, что

= (֊1)п. (2.Ю)

Обозначим через ||/|| £2-норму функции / Е £2[0, тг], т.е. ||/||2 = /0՜ |/(а:)|2 (1х. 

Поскольку
_ у(г,Д„) _ У'(х,/Х„)

"( ' 1М-.МГ "( )-1И-,М1’ 

то
М*) _ ^(’Г^п) _ <^(7Г,Мп)

4(0) ’ ¥>'(0,^) " 1 ’

Поэтому. (-1)” дт-0) = (_1)П¥?(7Г« Мп)- Из (2.10) следует, что определение (1.4) 
корректно.

Лемма 2.2. Имеет место равенство
ОО ОО

= П ~мес.
п=о " /2п

Доказательство : Рассмотрим следующий контурный интеграл

(2-11)

^(/2) =
1 / р(тг, А)Р(д)

2л՜« /|А|=№ Р _ Д)-О(А) с/А,

где подынтегральная функция имеет простые полюсы в точках р0, р\, •••,//„
Ы<№) и в точке р. Согласно теореме о вычетах (см., например. [13]), этот

интеграл равен сумме вычетов подынтегральной функции в полюсах, лежащих 
внутри контура |Л| = ^2. Учитывая (2.2). получаем

гее у?(7г, А)Г>(я) 
(А֊/х)Р(А)

¥>(%, А)Р(д) 
гез —------ ՛ ,

(А - р)Э(Х) = ^(тг,м)- 
Л=р

аким образом,
оо

/у(м) = (О(л՜,й) - V «»(«■,/»») П —---- ~-
Л*

трудно доказать, что подынтегральная функция на контурах |А| = при
°статочно больших не имеет особенностей. Следующие леммы доказываются
алогично леммам 3.1 и Е.2 из работы [5].



34 Т. Н. Арутюнян, В. В. Нерсесян

Лемма 2.3. Если z € С и |z - (п - |) | > ֊ для каждого целого п, то

ехр1/тг,г' < 4|cosztt|. (2-12)

Лемма 2.4. На контурах |Л| = 7V2 имеет место оценка

£>(Л) = cos ч/Лтг (2.13)

Возвращаясь к доказательству леммы 2.2, заметим, что справедлива оценка

([5]) =

¥?(7Г, А) (2-14)

Таким образом, при |А| = N2 из (2.12), (2.13) и (2.14) получаем

у>(тг, А)Р(д) 
(Л֊М)Я(А)

, М|Д(М)|
֊ (JV՜2 - |д|)ЛГ’

где М - некоторая постоянная. Так как р фиксировано, получаем, что Лу(/л) —> О 
при /V —> ос. Лемма 2.2 доказана.
Обозначим через 1/>{х,р,/3) решение задачи Коши для уравнения (1.1) с началь
ными условиями

^(тг,М,^) = sin/3, (2.15)

р,/3) = ֊ cos /3. (2.16)

Очевидно, что i/>(x, рп(/3), (3) есть собственные функции задачи L(q,7r,/3). По
скольку собственные значения задачи L(q,ir,/3) простые, то существуют посто
янные сп такие что

¥>(z,/zn(/3)) = сп1р(х,рп(0),(3).

Отсюда получаем, согласно (2.15) и (2.16)

= cn sin(3,
_ ¥>(7Г,рп) 

сп — : з ,
81П р

= — <р(х,рп((3)) = --8Ш^ у>(д,дп) 
Сп ?>(*,/*„)

(2.17)

Обозначим также через у3(х,р) и j/4(x, д) решения уравнения (1.1), удовлетворя
ющие начальным условиям

1/з(7Г,/х) = 1, зА(тг, А4) = 0,
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!/4(тг,^) = 0, 24(7Г,^) = 1.

Для этих решений нетрудно получить асимптотические представления (см., 
например, [5], [12])

г/з(ж, д) = соз у/р.(ъ - х) + О
ехр(|1т^//7|(тг ֊ х

1х/р|

У4(х,р) =
ехр(|1т07|(7Г-2))

Решение у = 1р(х,р,/3) может быть представлено в виде линейной комбинации 
линейно независимых решений уз и у4 :

= у3(х,р)ып0 - у4(х,р)со8 0. (218)

Теперь перейдем непосредственно к доказательству теоремы 3. Заметим, что из 
условий теоремы следует, что

Мп(91,А) = Мп(?2,/?2) = Мп, (2-19)

т.е. имеем

= М?2,&) = ^[(-1)п^(тг,Дп,91,2)], (2.20)

‘/’(тг, Дп><71) = ?(Мп>?2)- (2.21)

Следовательно, из равенства (2.11) следует, что

¥>(7Г,Я,<?1) = ^(7Г,Д,92) (2.22)

при всех р € С. Далее, для решения <р(х,р) известна асимптотическая формула

31П у/ртг сое
О I — I при (2.23)

Из (2.22) и 

равенство
(2.23) следует, что на последовательности Лп = п2 имеет место

и

УК’г.ДЛ)
о

. 31П 7ГП
^(7Г, Лп, 91) = ------------

п
СОЗ 7ГП

2п2
/ 1

о

8111 7ГП СОЗ 7ГП

2п2 Уо
° — = ¥>(я, Лп,92) 

\п- /п
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Поскольку левая часть не зависит от п, то получаем

/ 9з(<) сИ= [ дх(<) (И.
Л) ֊/о

Используя (2.1), (2.19) и (2.24), получаем равенство

— (со€/31 - соЬ02) = гп((32) - гп(01) = о(1). 
7Г

(2.24)

Откуда следует равенство со101 = соЬ02, т.е. 01 = 02. Рассмотрим теперь
контурный интеграл

1
ЭД

[у?(х,^,д1) - у>(г,Д,92)][^(®։Д,91) - г/>(х,р,д2)] Лр. (2.25)

Известна оценка (см. [5])

у>(т,/х,д) =
вт^/рх /ехр |1шч//хт|\

V й )' (2.26)

Откуда следует

^(^М»91) “ р(х,р,д2) = О

Из (2.18) и оценок для у3 и у± следует, что

^(х,//,91) ֊ 1р(х,р,д2) = О

Учитывая оценку (2.12) и неравенство (2.13), получаем, что для достаточно’
больших п подынтегральное выражение в (2.25) при |/х| = п2 есть величина 
порядка О () = О (£) и поэтому

при п -э оо.

(ехр |1тЛ>/7^1а: \

й Л

С другой стороны, равен сумме вычетов в простых полюсах подынтегральной 
функции (т.е. в нулях £)(//), которые есть рп). Учитывая (2.3) и (2.17), получаем

'7п ~ 52 77/—7[^(ж’^п,91) ֊ ^(х,/1„,<72)][^(®, д„,91) - ^(х, Мп,<7г)] =
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8Ш /3 .
------- ГзЧуЧ1, Мп, <71) ֊ У>(х, рп, q2)T -> 0 при

Поскольку все члены неотрицательны, то отсюда следует, что

¥>(z,Mn,9i) = <p(x,pn,q2) = <р(х,рп)

при всех п. Если это тождество справедливо хотя бы при одном значении и = по, 
то из уравнения (1.1) следует, что

fai(®) - 92(®)И®,Мп0) = 0.

почти всюду на [0, тг], и поскольку <р(х,рПо) есть собственная функция (т.е. 
отличная от нуля почти всюду), то 91 (х) = qշ(x) почти всюду. Теорема 3 
доказана.

Для доказательства теоремы 4 заметим, что собственные значения задач 
Цц՝ а,/3) и £(д*, я —/3, г — а) (где д'(ж) = 9(л՜ - г)) совпадают (см., например. 
[6]) и собственные функции этих задач связаны соотношением

Лп(т,д',7Г ^/3,7Г - а) = АП(7Г - т.д.а./З), п = 0. 1,...

Отсюда получаем, что я,/3) = pn(q‘,7r — /3, 0) и

= log
п Лп(7г,д, я,/3)' 

^(0,д,7г,/3).

,, ( ^(0,9‘,я֊-/3,0)\ 

\ ЧК«’,7’’՜ Д °) /

= - log
Ь'п(ту,дя,тг - 0,0) 

Лп(0,д*, я--/3,0)
= -/п(9’,тг -/3,0).

Таким образом, доказательство теоремы 4, по существу, следует из доказатель
ства теоремы 3.

Abstract. In the uniqueness theorems for the Sturm-Liouville inverse problem 
proved by Trubowitz along with the spectrum as the spectral data some “new" 
sequences {Zn} were used convinient for investigation of the “even case”. We prove 
S1niilar uniqueness theorems for the two cases of boundary conditions not considered 
by Trubowitz.
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