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ОБ ИНТЕГРАЛЬНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЯХ С НЕКОТОРЫМИ 
СПЕЦИАЛЬНЫМИ ЯДРАМИ
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Ереванский государственный университет
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Резюме. В работе показывается, что обращающее ядро преобразования ти
па Ватсона-Джрбашяна с ядрами 1Го(з,р. д) и нр(г) является целой функцией 
Фр я(г), введенной М.М. Джрбашяном и Р. А. Багияном в связи с новым интег
ральным представлением целой функции типа Миттаг-Леффлера Ер(г, р).

В работе [1] мы построили интегральные преобразования типа Ватсона- 
Джрбашяна с ядрами, являющимися обобщенными гипергеометрическими функ
циями или обобщенными функциями типа Вольтерра. В настоящей работе мы 
показываем, что для специальных частных случаев этих преобразований, когда
в качестве ядер берутся значения функций

к=0
и (Р> 1)

на определенных лучах комплексной плоскости, тогда обращающие ядра явля
ются сужениями на определенные лучи целой функции Фр.р(г), введенной М. М. 
Джрбашяном и Р. А. Багияном [2] в их совместной работе по интегральным 
представлениям целой функции типа Миттаг-Леффлера
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где контур интегрирования состоит из двух лучей

Ь^Че./З) = {< : |<| > £,агвС = ±/3}

и дуги окружности

((£,/?) = {< : |<| = е, |аг6<| </9} (е > О,

Направление обхода контура 7(6,/3) таково, что точка £ = О остается слева. 
Функция Фр р(г) имеет порядок А = и тип а = р~7=^ и разлагается
в ряд Тейлора-Маклорена

Целая функция !^о(г,р, д) того же порядка А и типа ст, удовлетворяет соотноше
нию

и имеет интегральное представление
/•ОО

1Го(г,Р,м) = Р / е-'₽^р-1ег'сй (д > 0).
Jo

Iе. Выделим один частный случай из результатов, полученных в работе [1].
Рассмотрим в комплексной плоскости з (з — т + И) мероморфные функции

где р > 1, } = 1 - 1, а 6 [^,2я֊ и

В работе [1] рассмотрены функции

и доказаны утверждения :
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а) при < м < 1 и а 6 2тг - имеем

б) при р >

вир 
-оо<Г<+оо

/с 1 .- + гл р, р. а (2)

- имеем р

зир
-оо< < +оо

(3)

Обозначая £( + )(з, р,р) = К (з,р՝р, и V \з,р,р) = К, (з,р,р, 2тг - ֊), имеем 
на осей комплексной плоскости з тождество :

(4)
По теореме Меллина ([3], [4]) существуют пределы в среднем :

к(х,р,р,а) _ 1 Г?+,а К(з,р՝р,а) 2--------------  — ——7 1.1.П1. / ---- ---------- X (18 € 2/ (и.оо),X 2тГ» а-Ц-00 ,/1 ,д 1 — 8

н{±\хур,р) 
X

'Н'±}(з,р,р)
1 — з

х *в.з € (0, оо).

По лемме 3 работы [1] для функции к(х. р. р, а) имеем явное представление :

к(х՝р՝р,а) = / 1Го ֊ < р < 1, а 6
7о ՝ ' Р

2А'2’Г 2А. ’

Тождество (4) и формулы (2), (3) дают возможность построения преобразова
ния Ватсона-Джрбашяна с ядрами А:(+։(т, р, р) = к(х.р.р,^), А:* }(х,р՝р) = 
к (х,р,р,2тг- и М±}(х,р,р).
Теперь установим связь между функциями А(±*(т.р. р) и ФР։/1(г). Нетрудно 
убедиться, что при условии р > | функция 'Н(з. р, р, (|г?| < у) не имеет 
полюсов на прямой Де з = Пользуясь формулой

|Г(т + й)| ~/->±оо

(см. [5]), получим

-и / —> ±30.

Следовательно,

зир
— оо<К+оо

м<
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и по теореме Меллина существует предел в среднем :

= 2_ 1Л т_. ^Р’^.х-л, е ьг(0,оо).
X 2 7ГI а—>+оо/|_<в 1 — 8 (5)

Лемма 1. Если р > 1. р > ± и |1?| < у, то

Ь(х.р,^) = 1е(<Н+Н*> Лфм ((։-'()1)гНа.
Л Уо 4 7 (б)

Доказательство : При р к мероморфная функция

Я(1-з.р,д,19) = е”’(1-*)

не имеет полюсов на прямой Де з = |, а полюсы, лежащие на полуплоскости 
Дез > простые и совпадают с точками з*.- = Ц֊1 + р — у (к = 0,1,2,...), 
причем

ге8,=,й ^(1 - 3,р.р^) !------------------- х
8

(7)

Пусть Яя = р— ֊+ | (п 4- |) (п = 0,1, 2,...), а Ьп обозначает контур области £>п, 
являющейся пересечением круга |з| < Яп и полуплоскости Де з > Функция 

голоморфна всюду в Рп, кроме точек з* = _ 1 —
0,1,..., п), где имеет простые полюсы с вычетами (7). Поэтому, для х 6 (0, +оо) 
по теореме Коши, имеем

Я(1 - 8,р,д,1?) ,_х е ------------------- х (13 =----~^А Хз
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Пусть | ~ точки пересечения окружности |з| = Яп с прямой Яе $ =
Очевидно, что R֊ - Поэтому НгПп-юо И*п = +оо, а Сдп - дуга
окружности {|з| = Лп, Яе з > Напишем формулу (8) в развернутом виде

1 /-’+'я'- И(1 -з,р,д, 
——7 / --------------------х аз
27Гг У |-.я; 8

Согласно формуле дополнения для гамма-функции, имеем равенство

7Х(1-з,р,д։1>) = е'в(1-1
81П 7ГЛ ($ + | — д)

-М+?(»+5-м))

Г(А(.+ Ья))

Согласно лемме 8 работы [6] при п > по на дуге Сдп имеем

5 < Н < Ь 

1*»1 < ?

Пользуясь также обобщенной формулой Стирлинга [5]

1п Г(а + Яе""9)| = I Ясов<р + а — 1п R — R(cos<p + у»51п у?) 4֊ 0(1),
2

(Ю)
где <5 > 0 и а Е (—оо,оо) - произвольные числа, а величина 0(1) равномерно 
ограничена для всех значений |у>| < % — <5, приходим к следующей оценке :

1
1 / \RnCOSip

С1^ (к) - и < ь
, / ’ +1Л\ Я»ео։^ Ч > "О-

С помощью этой оценки легко доказать равенство

Нт Г (։>0)
п->0°УсЯя 5

Переходя к пределу в (9) при п —> оо, приходим к равенству
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которое остается в силе, когда числа Л* в его левой части заменяются числами 
ап, удовлетворяющимися условиям ai < аг < • • • < ап < • • • и lima,, = +оо. 
При I? = ±| из (б) следует, согласно (1) и (5), что

р, р.) = 5 [ ФР։Р у »dt.
A Jo \ /

Следовательно, теорема 1 работы [1] для настоящего специального случая имеет 
следующую формулировку.

Теорема 1. Пусть параметры р и р удовлетворяют условиям р>1, - <д<1и
А = Тогда

а) для любой функции у(у) 6 Т2(0,оо) функции

определены почти всюду на (0,оо) и /(±,(т) € £2(0,оо). При этом, если

то Формула обращения

9(у) = лй
1ч d

14 d ОО
f{+\x)dzXО

также имеет место почти всюду на (0, оо), при этом, если

+ «՜'* У" (е'*(։»)*) fl+>(x)dx к

то 9(у) = l.i.m •a-too9a(у)- Справедливы также равенства,

2 Му Г°° dx^2^/0 ^12^՛

/„ 1 {Г |/,+)w
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где

М1 = вир
-оо<г<+оо

М2 = вир
— оо<( <+оо

б) Обратно, для любой функции Цх) € Ь2(О, ос) функции

9{±}(у) = 1 а г°° 
у/2тгХ йу /о {(х)Лх 

X

определены почти всюду на (4). оо) и ±|(у) 6 ь2(0, ос). При этом, если

Фр,р (е*'*(*!/)*) (ху)р՜^՜ У(х)Их,

то д^(у) — 1д.т.в_1.оо^1±^). Формула обращения также имеет место почти 
всюду на (0, оо) :

Г к±1^1£^дмМау+
V 2тгЛ ах Уо У

е *™(ху)*,р՝р) 9{+)(у)с1у+

<1 Г 1с^(ху,р,р){_}
+е 7 3՜ / ---------------- 9 (УМ

“г Л) У
при этом, если

е’*<*-*> Г 
</0

+е-‘у(^-т) [ хР0 9{-'(у)<1у\՝
Уо 4 7 )

то/(г) = 1л.тч։_>оо/а(х). Справедливы неравенства,

Г|^ы|2аУ<^Г1/(х)1^,
Jo Jo

Л/Г I Г^° 2 7*°° 2|/(х)|2</г < -у< / ^(+)(г/) (1у+ д{-](у) с1у
лл I Уо Уо

2°. Перейдем теперь к рассмотрению интегральных преобразований с ядрами 
^р(г).
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Рассмотрим следующие функции комплексного переменного в = т + И :

-2тг։е-,<ь
О, 
О,

р
7/(+)(5,19) =

Я’-Ца,!?) =

= '֊**• Г(3) р>1, т<~, 1 = 1֊֊-
Г I К + л՞*1 I £А А р\ ' Л /

, 1т з > 0, — 5Х|
1т з < О,

1т з > О,

1т з < 0, 19 > Л-. £ АГИ-Н »

Выбирая д = | на прямой Ле з = получим

2
2
- с

Откуда следует

Обозначая

2 = 4тг2е2^ СОвЬ 7Г< 
----- гтг < 
собЬ — ~

_ е2<н СО5>1 7 
созЬ

2«2։’^+г< * > о,

2^֊Я»1 9

7Г

2А’
2 = 4%2его>< 4Л2о,-?, 

созЬ ~ 
р

вир
— оо<Г <оо

вир
— оо< (<оо

27Г.

I < о,

- 2Л*

2А

2А*

2

\ 2

2. м

легко проверить, что на прямой Ке з = | £

Лемма 2. Если р > 1, д =
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в) <»*
' 2тг» «-+« _<а 1֊3 х/о “ 2А

(12)
Доказательство : утверждение а) доказывается аналогично лемме 1. Для 
доказательства б), рассмотрим область

о'-'

и обозначим ее границу через Ьа. Функция

голоморфна в Па \ поэтому, по теореме Коши имеем

(13)

где Са - дуга окружности з = ае**’, —у < <р < 0. Пользуясь формулой (10), на 
Са получим оценку

/? + )(5) = О I ев($--*)8*пР х > 0.

Учитывая, что 0 < — — ч? < < —г? (чЗ < — ^) и выбирая а так. чтобы
яе1/Аа~1/Ар-1/р < е՜1, получаем, что

при а —> +оо. (14)

Написав (13) в виде

или в виде
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и переходя к пределу при а -4 +оо, в силу (14) получаем (11).
Утверждение в) устанавливается аналогично, при расс мотрении

= < з : |»| < а, 0 < arg з <

вместо D„ 1 и интегрировании функции

вдоль границы D«+}. В этом случае на части = {s : з = ае||р, 0 < <р < |} 
границы области D„+' имеем

/ / 1 \ а cos
|Л<->(»)| = 0 (-£Ц-| | (-!>< v֊tf< <о).

В частности, из (11) и (12) получаем равенства

1 . . -К։±»(в) ,----1.1.т. / ----------х ds—2iri а—>оо J t__ie 1—s
1 fx < „ _i p*

= -J (fe*1^) 7dt =----- - ----- J i/p (te*1^) t~^dt.

Следующая теорема является частным случаем теоремы 3 работы [1].

Теорема 2. Пусть р>1, /1=| + ^-и| = 1 — тогда £ р л р

а) для любой функции д(у) Е Т2(0,оо), функции

определены почти всюду на (0,оо) и /^Цт) Е £2(0,оо). Если

™ху) ff(y)dy,

то /(±1(х) = l.i.m.a_HjO/e± 1 (я). Почти всюду на (0,оо) имеет место формула 
обращения

я(у) = Л7Г Ту].

+ е-й г ,
dy Jo х J
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И \л.ш.а^жда(у) = д(у), где

1 ( . 9 [а ■ * 1
9а(у) = -7== {е*?1* / иР(хуе~*&)(ху)՜ ?р~}(х)с1х +

I 7о
4-е՜1[ ур (хуе*&) (х)<±г |.

./о )

Справедливы неравенства

[ 1$(у)|2<^ < 47Г | /" |/(+)(х)|2£/х 4- [ |/( ’(х)|2^т 
-/о Мо Уо

б) Обратно, для любой функции /(х) Е £2(0, ос) функции

9{±)(у) =

определены почти всюду на (0,оо) и д^(у) С £2(0,оо). Если

. е±»т(1-м) га . , .
9а (у) = ---- 7=— / (е^'^ху) (ху)

то 1л.т.о_нх><7^±)(г/) = д^(у). Почти всюду на (0, оо) имеет место формула 
обращения :

ч 1 ( .֊, а г°° ^-Цху) т/ ч, /(х) = —= --------—д{ + }(у)(1у+
у/2тг ( ах ,/0 у

< а г°° №(ху) г_ь 1 + е }(у)(1у\}
ат К у )

и 1л.т.а_+оо/а(х) = /(х), где

( праведливы неравенства
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Abstract. It is shown that the inversion kernel for the Watson-Djrbashian’s type 
integral transforms with the kernels iF0(z,p, p) and vp(z) is the entire function 
<I>p>p(z) introduced by M.M.Djrbashian and R. A. Baghyan in their studies of the 
integral representations of the function Ep(z,/z).
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