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Резюме. В настоящей работе доказывается, что для любого с > 0 существует измеримое множество Е С [0,1], с мерой |Е| > 1 - с такое, что для каждой функции /(х) € 1/[0, 1] (р € [1,2)) существует функция д(х) Е Дх[0,1], д(х) = 
/(х) на Е, такая, что гриди алгоритм функции д(х) по тригонометрической системе сходится к ней по норме а на множестве Е сходится к /(х) в метрике [^(Е).

§ 1. ВВЕДЕНИЕДля /(х) € 2^ хр р € [1,2] положим
е <И.оДля каждого натурального числа т, обозначим через А,п множество т разныхиндексов, для которых

|е|ц(/)1 > Ь«|(Я1. у1к1 е А՛՛՛ У|п| г А„.Положим
вт(г.П= 52 с4(/)е‘։'‘'. |»|€АтГоворят, что гриди алгоритм функции /(х) € по тригонометрической системе сходится к ней по норме если существует

1пп / |Сш(х,/)-/(х)|^х = 0. 
Зе



38 М. Г. ГригорянПодробнее об этом алгоритме см. [1] - [3].В работе [2] В. Н. Темляков доказал, что существует функция /0(х) £гриди алгоритм которой по тригонометрической системе расходитсяпо мере. Естественен следующий вопрос : существует ли измеримое множес­
тво е сколь угодно малой меры такое, что после изменения значений любой 
функции класса на е, гриди алгоритм по тригонометрической системе 
измененной функции сходился бы к этой функции по мере. ?Мы собираемся доказать, что поставленный вопрос имеет положительный ответ. Более того, мы докажем общее утверждение, из которого следует, в частности, следующая
Теорема 1. Для любого е > О существует измеримое множество Е С [0,1] с 
мерой \Е\ > 1 — е такое, что для любого р 6 [1, 2) и каждой функции /(х) € 
можно найти функцию д(х) € ^[одр 9^) = /(я) на Е, такую, что гриди 
алгоритм функции у(х) по тригонометрической системе сходится к ней по 
норме £*0Л]. а на множестве Е сходится к /(х) в метрике Ег(ЕуТеорема 1 следует из утверждения :
Теорема 2. Для любого е > 0 существует измеримое множество Е С [0,1] с 
мерой |Е| > 1-е такое, что для любого р € (1,2) и каждой функции /(х) ЕЬ[од] можцо найти функцию р(х) € Ь^др д(х) = /(х) на Е.

ИМ}

3)

оо, целых чисел 0, ±1,±2,... такие,

Нт /
7о

Нт /
Зе

-д(х) <1х = 0,

е<2ка\к )т2)
р- /(х) (1х - 0.

|*.|<ПК(Х-)(0)| > |с<тд + 1)(^)|, Ук > О, г 1 п Ут > 2.. “1В связи с Теоремой 2 возникают следующей вопросы, ответы неизвестны.

и перестановку 
что

на которые нам
Вопрос 1. Можно ли в Теореме 2 исправленную функцию д(х) и перестановку 

выбрать так, чтобы в дополнение к утверждениям 1) - 4) обеспечить 
п

также сходимость почти всюду ряда ?* = 1
Вопрос 2. Можно ли в Теореме 2 перестановку {<г(А:)} выбрать независящей 
от исправленной функции /(т) ?



О сходимости в метрике Ьр гриди алгоритма ... 39Необходимо отметить, что идея об исправлении функции на малых множес­твах с целью улучшения ее свойств принадлежит Н. Н. Лузину [5], который в 1912 доказал следующую знаменитую теорему.
Теорема (Н. Н. Лузин). Для каждой измеримой, почти всюду конечной на [0. 1] 
функции ф(х) и для любого е > 0 существует измеримое множество Е с мерой |£| > 1 — с и непрерывная на [0,1] функция д(х), совпадающая с ф(х) на Е.В дальнейшем идея Н. Н. Лузина получила существенное развитие. В 1939 Д. Е. Меньшов [6] доказал следующую фундаментальную теорему.
Теорема (Д. Е. Меньшов). Пусть ф(х) измеримая, почти всюду конечная функ­
ция на [0, 2тг]. Каково бы ни было е > 0. можно определить непрерывную функ­
цию д(х), совпадающую с ф(х) на некотором множестве Е. |Е| > 2тг — е и та­
кую, что ряд Фурье функции д(х) по тригонометрической системе сходится 
равномерно на [0,2тг].Далее в этом направлении интересные результаты были получены А. А. Талаляном, Ф. Г. Арутюняном, О. Д. Церетели, У. Прайсом. К. И. Осколковым. Б. С. Кашиным, К. С. Казаряном. Ш. В. Хведелидзе, А. Б. Гулисашвили. Р. И. Осиповым. Л. Д. Гоголадзе, Т. Ш. Зеркидзе и автором (см. [9] - [19]. [28]). Представим некоторые из этих результатов.
Теорема (А. А. Талалян [5]). Члены любой полной ортонормированной системы {^(х)} можно переставить так, чтобы вновь полученная система 
обладала следующим свойством : для любой функции /(х) € Ь2[0. 1 и любого 
Е > 0 можно найти функцию д(х) Е £2[0.1] такую, что |{х Е [0.1]. д(х) ф /(х)}| < е и ее ряд Фурье по системе сходится почти всюду.В 1978 Ш. В. Хведелидзе [12] опубликовал следующий результат.
Теорема (Ш. В. Хведелидзе). Любую функцию ф(х) Е Ь1 изменением на не­
котором множестве е, зависящем от ф(х), можно превратить в функцию д(х) : |<7(я)| = |/(х)|, ряд Фурье которой по тригонометрической системе схо­

дится к ней почти всюду и в метрике Ь1.В работе [21] автора доказано, что для любого е > 0 существует измеримое множество Е С [0, 1] с мерой |Е| > 1 - Е, такое, что для каждой функции /(х) € || можно найти функцию д(х) Е ^[одр совпадающую с /(х) на Е, рядФурье которой по тригонометрической системе сходится к ней по норме ^др
Замечание 1. Необходимо отметить, что как в теореме Д. Е. Меньшова, так и в работах [5] - [20] и [27], “исключительное” множество е, на котором происходит изменение /(х), зависит от /(х), тогда как в работах [21] - [27] и в теоремах.



40 М. Г. Григоряндоказанных в настоящей статье это исключительное множество не зависит от исправляемой функции /(х), т.с. оно обслуживает целый функциональный класс.
§2. ОСНОВНЫЕ ЛЕММЫ
Лемма 1. Для любых чисел 7 ф 0, No > 1, <!> € (0, 1), € (0, 1) и интервала
△ С [0,1] существ уют функция ц, измеримое множество Е С [0,1].
полином ви(1а

12 тгА: □г а_А. = ак,ДГо<|*|<АГ
и перестановка {<г(^)}|^|=^0 целых чисел No,.N, удовлетворяющие услови-
ям :

1) дЮ = [^' 
ч

х е £, х £ △. |£|>(1֊6)|Д|,
2) / |<7(х)|</х<2|7||Д|,

Уо

1а»(*)1 > |а<г(* + 1)| > О, Мб (АГ.М),з) £ Ы’+< < 'о.1М=А'о

Доказательство : Разделим отрезок △ на конечное число интервалов Д1........Д„отак. чтобы
(

I-------\ 6I I /|Ар । С()<^7И/2—— < с, где е = --------- - --------- .V 6 у 4*'°(72| А | -|- 1)
Положим

(1)

(2)Продолжим эту функцию с отрезка [0,1] на всю действительную ось с периодом 1. Нетрудно видеть, что существует натуральное число 31 > 2м0 такое, что
( [Ц2^х)Х^^)]е-,2пп^х 
о 2у/7Ъ' П՜1,2.......... (3)Положим
У1(х) = /(2,։х)хД1(х), Е1={хе [0,1] : ^(х) = 71}.



О сходимости в метрике Ь1’ гриди алгоритма ... 41Тогда из (2) ֊ (4) вытекает
01(х) = 0, т.£ Дь[ |^1(х)|ах < 2|7||Д1|,</0

(5)(6)
Возьмем натуральное число настолько большим, чтобы/ 1 ЛЧ-1 2 \1/2

/ <м <7,
V» |М=0 ) 4где у.1и<1) = / л(х)е-‘2’‘т</х, * = 0,±1±2....УоОтсюда и из (3) и (4)

(7)
Предположим, что уже определены функции 1, множества Еу........
Еу-1, числа , М,֊1 и полиномы <21(т),..Возьмем натуральные числа и 14,, настолько большими, чтобы выполнялись неравенства

где
и положим

с 
16^^37՛

1*1 < М,-1,

0р(х) = /(2‘*'х)ха^(®),

£„ = {т £ △„ : 0„(г) = 7}-
(8)
(9)Рассуждая также, как и при получении оценок (5) - (7), мы заключаем, что Функция <7и(т), множество Е„ и полином вида

ф(х)= £ а!'1?2’*’ (10)



42 М. Г. Григорянудовлетворяют следующим условиям :
|В„| > (1 -Л)|Д„|,

1/22|71|ДЛ

(Ч)
(12)
(В)

Положим
ио ио$(я) = $2 £./(*), (14)

и=1 и=1
ио ио / __ \<?(х) = £ф(х) = £ £ а»*-»«'”*') = £ аке‘^, (15)1/=1 е=1 \Ч,_| <Ц-|<ДГ„ ' ^о<|*|<ЛГа4=4И, |к|е[^-1,^), \<и<иа, ^ = ^Vo-l. (16)

Утверждения 1) и 2) леммы следуют из формул (9) - (15).Из (8), (12) и неравенства Бесселя имеем
(17)

для всех I/ € [1,^о]- Отсюда и из (1) и (16) следует

< «?72|Д| < «о. 
от.е. утверждения 1) - 3) леммы выполнены. ЛГЧтобы доказать 4), переставим члены полинома (2(х) = 22 а^с,2пкт так, чтобы |Л|=ЛГ0выполнялось |а<г(уу0)| > ... > |а<гц-)| > ... > |аа(ЛГ)| (здесь {<т(Аг)- некоторая перестановка натуральных чисел No,.. .,/У и сг(-к) = В силу (16) и (17)



О сходимости в метрике U’ гриди алгоритма ... 43Без ограничения общности можно считать, что la^jl > |«<y(jfc + i>| > О, VA: € [/Vo, TV), и’ следовательно. Лемма 1 полностью доказана.
Лемма 2. Для любых. е > О, /(г) G с /J |/(х)|<2т > 0 u TV > 1, можно найти 
измеримое множество Е С [0, 1], функцию полином вида

М
Q{z}= £ аке‘г’‘\ a_k=at,l*l=J*oи перестановку целых чисел No,.... М. удовлетворяющие услови­

ям :

1)\Е\>1-е, д(х) = /(т), х G Е.

2) [ \g(z)\dx<3 [ \f(x)\dx, [ \Q(x) - g(x)\dx < е,
Jo Jo Jo

N
3) £ la*|2+'<c’ IMmI > 1<М*+1)| > 0, V*G(TV0,TV), |fc|=No

(*(֊*) = -<7(fc)),

Доказательство : Расмотрим ступенчатую функцию
^(х) =

i/ = 1

(18)
с интервалами постоянства v = 1. 2,..такую, что

(19)
(20)

Последовательным применением леммы 1 определим числа Qq > <*i > «2 > • • • >Qi/0֊b функции g\[x)y..., д^0(х), множества Ei,..., Е„о, полиномы
(?,(х) = (21)|Л|=^_։+1



44 М. Г. Григор яни перестановку {<М^)}£=дг_ ։+1 целых чисел ЛГи_1 4-1,..., удовлетворяющие условиям

Положим
(

1/0 \ ^0
^^(ж) I 4-/(ж) ֊ ^>(ж), £=0^» (27)

|/ = 1 / |/=1
</П Ро / \ М

<Э(х) = 52 = £ £ а^е'2’*' = £ а*?2’1’, (28)
|/ = 1 *=1 \|*|=М,-1 + 1 / |Л-|=Д^где

м = ^о, М>^ + 1. а*=4"1, 1М £(№-։,№], 1 < 1/< р0, (28)

•7(1՛) = <г„(4), *ё(^-1,№], 1<</<^0. (30)Из (18) - (25) вытекает

доказывающие утверждения 1) и 2) Леммы 2.



О сходимости в метрике Ь1' гриди алгоритма ... 45Заметим, что ввиду (22) и (25) для каждого и € [1, ио] и всех |Ат| € ЛЦ
< К-11 пн вХ„-а<|<ЛГ.,-։ |*|€ (М,_1,М,].

Следовательно, из (25), (29) и (30) имеем
|«<г(1-)| > К(*+1)1 > 0. |/с|€[^,М).

Чтобы доказать утверждение 4), предположим, что тл С [ЛЛ М]. Тогда 1^-1 < 
т<^ для некоторого и € [1, ио]- Следовательно, из (21), (28) (30) получим

т р -1 т

Е = £ 0„И + £|Л|=ДО П = 1 Ц-|=Л'и_։+1Отсюда и из соотношений (19), (22), (24) и (26) имеем

!/(*)!<*■£2 Г՝ 1^)1^ + 2|д,|</£| < з [ |/(1)|<г1.4и0 Л V € у0Принимая во внимание равенство
= М*)1, Ут € Уи е [1, ио]

(см. (18), (23), (27)), для любого р € [1, 2) имеем

Доказательство завершено.



46 М. Г. Григорян§3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2Последовательное применение леммы 2 к последовательности тригонометричес­ких полиномов с рациональными коэффициентами, которые обозначим через
(ЛМК°=1. 131)приводит к последовательностям функций {уп (х)}, к множествам {2?*. } и поли­номам "1-15„(Х)= £ mo = 1։ oL’>=al">, (32)|*|=mn_։где {оъ (&)}<."=,„ * (an(~^) = ~an(^)) ~ некоторая перестановка натуральныхчисел + 1..........m„ — 1 (для любого фиксированного п). При этом,выполняются следующие условия :

O
f1 \' lAMlfrfx) + e4-»<"+”,v₽е(1,2),о /

Положим
К“.+1'1>о, Vn > 1, V/c € [тпп-ьш,, - 1],

Е=Г)Е„п = 1

(36)(37)
(38)
(39)очевидно, что |£| > 1 - е (см. (33)).Пусть рЕ [1. 2) и f(x) Е £f0 Тогда нетрудно видеть, что иэ последовательности(31) можно выбрать последовательность такую, что
(40)
(41)



О сходимости в метрике Ц гриди алгоритма ...где А։(х) имеют видгл м । 1А.(х)= £ ькС"^, |к|=0 |Ь*| > |/>а+1| > 0. ^|£| € [1,ти], Ь-ь = Ьк, (42)
и а(|&|) - некоторая перестановка натуральных чисел 1,2, -1 и <т(-А։) = -а(Л). Очевидно, что

Уо 2Положим
{

Ьк, £€[1,171։,,),
акП\ £ € Н-ьтД п>*/! + 1,[ ^(£), £€[1,ти1),

(Г (к) = )1<ТП(£), £€ [гПп-1, 171п)< П>Р1 + 1,1Ы*) = <?!<*) =/*.(») = £ аке։2’^.|*|=о

(43)
(44)
(45)
(46)

Предположим, что уже определены числа У\ < ... < ^9֊1, тУ1 — 1 = /(1) < /(2) < ... < 2(9 - 1), {Ь/(*)}£=5, функции дп(х), /„„(т), 1<п<? - 1 и полиномы
мп ___

(}п{х)= ^2 а1-е,2’г<т|,:)х, Л/„ = т,,.,-!, Мп = 7ПРп - 1, А^! > М. а_!- = а*,|*|=Мпудовлетворяющие условиям

= тш< к Е : (
п — 1 \;=2 / ‘ 2(֊п) = -/(п),'им.1 > |2>/(п)I > |амл+, |.



48 М. Г. ГригорянВозьмем натуральное число 1/д и функцию /Р<։(х) из последовательности (31) такие, чтобы выполнялось
о д-1Л,(ж) - 52 [(^»(<:) + 6»(п) соз(/(п)х)) ֊ дп(х) 

п = 2

(см. (38) и (44)). Тогда в силу (41) и (47)
о д-1Ач(х) - 52 [(СА(х) + 6/(п|СО8(/(п)х)) - дп(х п=2Из (48) получим 1/р

Положим
мч

к=Мя
9ч(х) = Д։(х) 4֊ [^(я) - ЛДх)]

1(д) = пш1< к е М : к £ [1, т
Ц-ч) = ֊*(?),6ц,) = тш 4 8|’+3> : -|а„|

р \1/₽

(48|(49)
р \1/₽

(50)
, Мд — 1, Мд — 77г|/,?-1у

П У м„] и<ад։-

’ Ь-1(ч) = 6/(71-
Учитывая соотношения (33), (34), (35), (44), (45) и (47) - (54), получим

9։(։) = А,(*).д-1А,(®) - 52 [(с?7(х) 4֊ &/(,) соз(/(»х)) - д^х) 
1=2

О /•1 9՜։/ 5^ [(<Ы®) + &/(»со8(/(;») - ^(®)] ах < 4՜3’,о
о Р2^ 1((?>(®) + ^(»СО8(/0’)®)) -£|(т)] (1х ;=2 1/р

(51)
(52)
(53)
(54)
(55)

<1х+

(56)



О сходимости в метрике Ц’ гриди алгоритма ... 49
9՜1

1 = 2

р
с!х

1/р

тах_ / л^слгсл/. Л)
тах_

олг
|*|=М,

1«л/,| >

1/2 < 4֊8{4+1) (57)
|2ха(Д: )х

N аье.2х<7(к|х
|а* I >

р
о
Их

1/р 4՜3*,
(58)
(59)

> 1ал/, I > 1^(д)1- (60)Ясно, что по индукции определяются последовательности функций {(^(х)}. чисел {/(<?){^/(д)}^=2 и полиномов {С?7(х)}։ удовлетворяющих условиям (53) - (60) для всех <7 > 2.Учитывая выбор {<г(Аг)}£°=г {[Л/7, , и {/(«)}~2 (см. (32), (45), (51), (52)).получим, что последовательность натуральных чисел
<т( 1). ..<г(т^ - 1), а(М2).. .<г(М2), 1(2) ...1(п- 1),

<т(Мп) ...сг(к) ...<т(Мп), 1(п)... (61)есть некоторая перестановка последовательности 1,2,..п,... Далее, запишемпоследовательность (61) в виде<7,(1). а, (2),.... а/ (£),...

и определим функцию д(х) и ряд следующим образом :
ОС$(х) = 52 ^(г)’*=1

тР1 -191(х)=<?1(х) = А,(Х)= £1*1=1 (62)

ГДе {с*}^! есть последовательность а1։...,аТО1/| _ ь ад/э..........ам։’6'<2|”--,Ь/(п_1Ь Ьцп)1... и с-к = 5а-



50 М- Г' ГригорянОтсюда и из условий (37), (38), (43) - (46), (49), (55), (56) и (59) вытекаетОО
IqI > ic*+ih УЗ 1с*1г < °°» Vr > 2, 1 = 1<?(«)€ ^(0,1), = х е Е՝ У Ь(®)“/(®)1<€-

Пусть N > М1 - произвольное натуральное число. Тогда для некоторого натурального числа д имеем
Nq<N<Nq+1,

где
ч

Nq = Mr + 1 + - Мк 4֊ 2],t=2

(64)

\/q > 2. (65)

Из соотношений (54), (56) - (65) и равенства д(х) = f(x) на Е, получим, что
(Уе

р
dx

max_Л/, < rn < Л/ q\ 1/р
|А.(*)Р<И

+ IW<2՜9-Аналогично доказывается, что
NГ cke,2n<T'{k}r - д(х) dx 2՜’.

Следовательно,
Ck= [ 9(x)e-2”'<‘’'dr = ^(M(9).JoТеорема полностью доказана.

Abstract. The paper proves that for any f > 0 there exists a measurable set 
E C [0,1], |E| > 1 — e, such that for each f(x) 6 fJ’fO, 1] (p € (1,2)) there exists a 
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