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Резюме. В статье доказано, что если функция f € оо) аппроксимируется 
со скоростью геометрической прогрессии полиномами Дирихле с показателями из 
{А : Re А > 6 > 0, |argА| < t? < у}, то f допускает аналитическое продолжение 
во внутренность некоторого угла с вершиной в начале координат. В случае, 
когда показатели экспонент имеют предельные точки на отрезке мнимой оси, 
предложен метод /^-суммирования биорто гон ал ьного разложения по неполной 
системе экспонент и доказана равномерность этого суммирования внутри угловой 
области.

§0. ВВЕДЕНИЕ
Рассмотрим полиномы из так-называемой системы Дирихле

{e-Ä‘x,ie-A‘։........................................................................(1)

Если функция / е L2(0,oo) аппроксимируется полиномами Дирихле с неограни- 
ченной А* > с > 0 со скоростью геометрической прогрессии, то f имеет анали
тическое продолжение внутри некоторого утла с вершиной в начале координат 
(см. [1] и [2]).
Метод, предложенный в работе [1] позволяет обобщить этот результат, рассмат
ривая точки А* из области {А : Re А > <5 > 0, | arg А| < t? < |}. Это обоб
щение представлено в первом параграфе настоящей работы. Пусть неограни- ОО
ченная последовательность А* удовлетворяет условию £ < °°՛ кото՜

fc=l
рое эквивалентно (см. [3], [4]) условию неполноты системы (1) в /2(0,оо). В 
этом случае, В. X. Мусоян доказал (см. [5]), что при дополнительном условии 
limsup | arg А*| = < % (т е. показатели Ад. лежат в “обобщённом угле" правой
lAkHoo

полуплоскости) верна следующая теорема : если последовательность конеч
ных линейных комбинаций функций из системы (1) сходится по норме 
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пространства Ьр(0,оо), 1 < р < 2, то она равномерно сходится на любом 
компактном подмножестве угла = {г : | а^г| < у>о}-
Поставим следующую задачу : пусть Пр — замыкание линейной оболочки 
системы (1) в Лр(0, оо). Указать для каждой функции / € Пр последова
тельность полиномов Дирихле, порождённых системой (1), равномер
но аппроксимирующую аналитическое продолжение функции / внутри 
угла Д^о.
Эта задача сводится к суммированию биортогонального разложения функции 
/ € по системе (1) методом В. X. Мусояна, предложенным для случая р = 2 
в работе [6]. Там использована гильбертова структура пространства Т2(0,оо) и 
для каждой функции / € П2 (см. [6]) построена последовательность полиномов 
Дирихле 5п(/)(х), порождённая системой (1) такая, что 5п(/)(х) -4 /(т) (п -> 
оо) в пространстве £2(0,оо). Во втором параграфе настоящей работы доказано, 
что для любой функции / е Пр, 1 < р < 2, существует последовательность 
5п(/)(х), которая сходится к /(г) по нормам любого из пространств /гг(т/,оо), 
2 < г < оо, для каждого положительного гр Это оказывается достаточным для 
решения поставленной задачи.
§1. РАВНОМЕРНАЯ АППРОКСИМАЦИЯ ПОЛНОЙ 
СИСТЕМОЙ ДИРИХЛЕ
Пусть а € (0, оо), 19 € [0, 5), п € IV, а Нп(а, г9) - множество всевозможных 
полиномов Дирихле

> ak$ G С, m-k € N
к 8=0

таких, что
п, I argAfcl < 19.

к
Далее, пусть / G L2(0,oo) и En(f) = inf 

P€Hn(a>։?) II/ - ^IIl2(0,oo)-

Следующая теорема совпадает с результатом В. X. Мусояна работы [1], в 
частном случае т9 = 0.
Теорема 1.1. Если Итвир у/Еп(/) = Ь < 1, то / имеет аналитическое продол- 

п-юо женив во внутренность угла

z : | arg z\ < min — - t9, arcsin (1-2)

Доказательство. Пусть
p

"A“ e и
lc=l e=0 k=l
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Введём функцию (см. |1])

K{z, z) =
1

27Г1 J 
Г

e~XzdXJ 1 f e~<zd(
VT(A) PV(O((+Ä)

z € C, (1.3)

где Г - замкнутый контур, лежащий в открытой правой полуплоскости и охва
тывающий внутри себя все нули произведения Бляшке 1У(Л). Тогда справедлива 
следующая оценка (см. [7]) :

|P(z)| < vWz) • ||Р||, 2 6С, (1.4)

где ||Р|| - норма пространства L2(0, оо).
В качестве контура Г выберем контур Г = Г(7,у>, г) с положительным на
правлением обхода, состоящий из прямолинейных отрезков 7аcos՜1 
(7аcos՜1 ,7аcos՜1 </?е՜1*’], [7acos-1 y?e՜**’, re՜"’’] и из дуги окружности |Л| =
г, идущий из точки ге՜’*’ до точки ге1^, где 7 € (0,1), <р € (tf, у), а г выбран 
настолько большим, чтобы Г(7,</?, г) охватывал все нули функции 1Т(А).
Выберем последовательность полиномов Pn (Е Hn(a, tf) таких, что ||РП - /|| < 

2Я„(/), П = 1,2,.... Поскольку En(f) -> 0 (п -> 00), то ряд Л + £ (РЛ+1 - 
‘ 4=1

Рк) сходится в пространстве L2(0,oo) к функции /. Пусть К компактное 
подмножество угла {z : | argz| < ֊ - у’}. Тогда из (1.3) и (1.4) получается оценка 
(см. [1]) |Pt+1(z) — 74(z)| < Af cot2* (z € К), для некоторого постоянного
M = Л/(а,7,у>,Я).
Заметим, что tan2 ֊ < tan2 f < 1 при р € (1?, у). Поэтому для произвольного 
числа € G (tan2 у - b, 1 - 6) существует € (tf, у) такое, что tan2 у = b + £. С 
другой стороны, имеет место неравенство Ek(f) < (b+^)k для с > 0 и достаточно 
больших к. Следовательно, выбрав max{0, tan2 ֊ — b} < е < 1 — Ь, получим 
1Л+1(г)֊Рл(г)| < ЛЛд*, к > к0, z € К, где q = (Ь+ |)(6+с)՜1. Это означает, что 
ряд Pi +52^=1(Pfc+i — Рк) равномерно сходится на компакте К, и, следовательно, 
равномерно сходится внутри угла

arg г1 < n ~ arccos
l֊(b + e)
1+(Ы֊£)

= arcsin 1֊(Ь + £)
1 + (b 4-£)

Поскольку функция arcsin убывает на положительной полуоси, то устремив 
с -> max{0,tan2 у - Ь}, получим, что при tan2 ֊ - Ь < 0 ряд равномерно сходится 
внутри угла {z : | argz| < arcsin а при tan2 у - Ь > 0 наш ряд равномерно 
сходится внутри угла {z : | arg^| < у - }. Остаётся проверить, что неравенство 
tan2 у - ö < 0 эквивалентно неравенству arcsin < у - д. Теорема доказана.
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§2. СУММИРОВАНИЕ БИОРТОГОНАЛЬНОГО РАЗЛОЖЕНИЯ ПО 
НЕПОЛНОЙ СИСТЕМЕ ДИРИХЛЕ С НЕОГРАНИЧЕННОЙ 
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬЮ ПОКАЗАТЕЛЕЙ ЭКСПОНЕНТ
Пусть {Ад- }х° - последовательность .различных комплексных чисел в открытой 
правой полуплоскости такал, что

ОО пцДе Ал- 
ТТКР ОО. (2.1)

Тогда (см например, [8|, [9]) система (1) неполна относительно любого из 
пространств £7(0,оо), 2 < ц < оо. Условие (2.1) гарантирует сходимость в 
правой полуплоскости произведения Бляшке

И^(Л) = Щ
*=1 I

А-А*
А + Ад; }

ГПк

п-ое частное произведение которого будем обозначать через ИЛП(А).
Предположим, что / € Ьр(0,оо), 1 < р < 2. Тогда функция (см. [10], стр. 21)

А ОО______

/(€) = / /(£)е_<?<#, Де ( > 0 принадлежит классу Харди Я7 (д = р(р - I)՜1) 
о

в правой полуплоскости, и, поэтому, почти везде на мнимой оси имеет угловые
А

граничные значения /(гг) € Ьч(—оо, оо). Введём функцию

^(А) = у֊ 
/7Г

/■ /(<т)^Т
' ЙЧ7г)(«т-А)

-оо

Де А > 0,

где И7({т) = 1։т И'(А) - функция угловых пределов, существующая для почти X—мт
всех т € (֊ оо, +оо). Пусть ^*,(Г), к = 1,2,.... 5 = 0,1,..., тпк - 1 - биортого-
нальная система функций, порождённая системой (1) в пространствах Ьч(0,оо),

оо. Коэффициенты биортогонального разложения функции / € 1^(0, оо)
можно представить в виде (см. [6], [11])

аь(/) =
НГ 1 /Т(А)(А-А,Г 

2тгг / IV(А) (2.2)

где ск - окружность с центром в точке А*, целиком лежащая в открытой правой 
полуплоскости и неохватывающая других точек А,, 1 к.
Пусть теперь последовательность {А<- }^° неограничсна и удовлетворяет нс толь
ко условию (2.1), но и условию

1пп хцр | а^ Ад-| = < -.
|Аь|-юо 2

(2.3)
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Обозначим через Пр^ замкнутую линейную оболочку системы (1) в пространстве 
£Л(П’°о), 1 < р < оо, т] > 0. Тогда биортогональное разложение

оо т*-1
! 52 52 акЛ/)х*е~х,>х (2.4)
| к=1 »=о

суммируемо в следующем смысле.
Теорема 2.1. Пусть 1 < р < 2. Тогда для любых чисел т) € (0, оо) и г € (2, оо) 
выполняется Ор01 С Более того, если / € Пр°\ то

Н^п - /Ньчп.оо) -> 0 при п -> оо, (25)

где

_2_ п^__1 я» МЧА)= Е Е <**.(/)(֊։)'^{е-**гп(Л)}л=л. и Г„(А) = ֊И1.

Для доказательства Теоремы 2.1 нам понадобятся некоторые вспомогательные 
результаты. Выберем произвольное число < у и пусть 7 -
положительно направленный контур, состоящий из лучей 71 = (оое։*\а + ։<т), 
75 = (а-1<т, оое՜**’) и из отрезков 72 = [а + <а, «а], 73 = [։<т, -ш], 74 = [-։а,а -։а]. 
Числа а > 0 и а > 0 выберем так, чтобы внутренняя область контура 7 
содержала все точки А*, а отрезки 72, 74 находились бы на положительном 
расстоянии от множества {А*}1°. Тогда (см. [6])

П=1Л - (2-6)
7

Лемма 2.1. Для любых г] € (0,оо) и г 6 [2, оо) выполняется соотношение

7

(2.7)

по норме пространства Ьг(р,оо).
Доказательство. Если К - компактное множество внутри угла | аг§£| < % 
то существуют (см. [12]) некоторые положительные постоянные р. и такие, 
что

|е-АхИ/֊1(Л)| <е-мя (2.8)

при х € К и А = Яе'*’ (Я > Л1). Имеем Г(А) € Нд (Яе А > 0), д = р(р - 1) 1. 
Следовательно, функция 7?(А) равномерно стремится к нулю при А —► оо, 
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оставаясь внутри любой фиксированной полуплоскости Яс А > /» > 0. Поэтому.
для данного е > 0 можно выбрать достаточно большим так, чтобы имело 
место неравенство

|С(А)|<^. А €7։. |Л| > Л։- (29)

Рассмотрим интегралы

* = 1,2.3,4.5.

Используя оценки (2 8) и (2.9) можно доказать, что |М».*,||х.-,ч.0։>у -» 0 (п

О (п —> оо) (отрезки та и 74 расположены на положительном расстоянии от 
множества нулей функции И'(А)). Следовательно, ||«7п*11к-(п,оо) -» 0 (п 4 оо), 
к — 2, 4 Теперь представим в виде

- IV“1 (։т)}(1т.

Поскольку Г(։т) € £в(-оо, оо), д = р(р - I)”1, то Г(։т) € для любого
» € (1,2]. Поэтому ||/п3)|к-(0,ао) -> О (П -4 оо).
Доказательство Теоремы 2.1. Пусть / € Яр”» 1 < р < 2 Обозначим

^(А)
И^п(А)

е~Хх(1Х, Яе А >0.

Подставив второе выражение в первое и применив теорему Фубини, получим (см 
эо

1^1) Сп(х) = } /(0Кп(хЛ)<&, х > 0, и следовательно, 
о

оо

п-*ос
/(0К(։,«)<Й, т>0

о
(2.Ю)

С другой сто[ ны имеем (см. [7])

№) = Р/тЖтЛИ. х > 0. 
Уо (2.11)

Методом доказательства Леммы 2.1 можно установить, что

Li.ni Сп(т) = Г(А)
1У(А) е~Хх(1Х (2.12)
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до норме пространства Ьг(п, оо), г? > 0, 2 < г < оо Следовательно, утвержден ее 
««Премы 2 1 следует из (2 10). (2.11), (2 12) и (2 7),
Замечание. Методом доказательства леммы 2.1 можно убедиться, что для 
"оторванных от мнимой оси показателей справедлив*> с лед у по му утверждение 
если последовательность (А*}1° удовлетворяет условиям

|агкЛд| < <А). 0<<А)<^, |А*| > 6 > 0, (2 3')

то соотношение (2 5) верно для всех г € (1,оо).
Теорема 2.2. Пусть выполняются условия (21) я (2 3). Тогда для кажл<Ы 
функция / € Пр0> (1 < р < 2) последовательность

(А)}

равномерно сходится на компактных подмножествах угла (т : | аг^г[ < | - <^) 
к некоторой функции Ф(к) такой, что Ф[ |( = /.

г* ( ֊ * - Г ■ ' Ш*
Доказательство. Перепишем (2 5) в виде / |5п(х4п)“/(х4»7)|г<£г -» 0, п -♦ со.

**** . 0
2<г<оо,г?>0, и положим

Р<’'(։) = 5„(х + ч). /'”(»> = /(х + ч). (2 13)

Поскольку члены последовательности являются конечными линей-
ными комбинациями функций из системы (1), то её сходимость в пространстве 
Р(0, оо) приводит (см. [12]) к равномерной сходимости 

р<п)(х) _ ф(я)(х) (п ֊4 ос) (2 14)

иа любом компактном подмножестве угла Д,в = (т : |аг&т| < угр) Пусть 
множество К С компактно. Тогда </ := ЭДуЭо} > 0, где дД^ = 
(х : |агвт| < у>о}- Теперь положим = {х - 6 : я € К}, <5 € (0,Л). Тогда 

содержится в Д«а>. " согласно (2 13) и (2 14) получим 5п(к + £) -♦ Ф 4,(х) 
(п -4 оо) равномерно при х € Итак, последовательность 5п(х) равномерно 
сходится на К, т е. она равномерно сходится внутри Д<^о и её пределом является 
Функция Ф(к), г € совпадающая с /(х) на (0, ос). Теорема доказана

Abstract. The paper proves that if a function / € L2(0, oc) is approximated at the 
speed of geometrical progression by Dirichlet polynomials with exponents belonging 
to (A : Re A > 6 > 0. |argA| < û < then f admits analytic continuation into 
some angular domain with vertex at the origin For the case where the exponents 
have limit points in a segment of the imaginary axis, an Z/ summation method of 
biorthogonal expansion by incomplete system of exponential functions is shown to be 
uniform inside an angular domain
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