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БИГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ
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Резюме. В статье рассматривается задача типа Дирихле : найти действитель­ную функцию и(х) в Д+ = {г; |г| < 1}, удовлетворяющую уравнению△2ц = О (1)и граничным условиям Нт о ||и(г<) ֊ /о(ОНг,1(р) = °» (2)
Пт г-И-О - Л(О (3)

где /о(<)> /1(0 - действительные функции на единичной окружности Т = {< : |«| = 1}, причём /о(О £1(р), а р(<) ֊ измеримая, неотрицательная функция, определенная на Т.

В работах [1] - [5] рассмотрены краевые задачи для аналитических и гармони­ческих функций, когда граничные условия понимаются в смысле сходимости в среднем в классах £1 иВ этой работе исследуется задача (1) - (3), когда < = 1 является единственной особой точкой весовой функции р(<), причём в этой точке функция р(1) является ИО-меняющейся (определение приведено ниже). Для любых функций /о(1), /1(1) из £։(р) получено одно геометрическое условие, обеспечивающее разрешимость задачи (1) - (3).
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Точка <о € Т называется особой для функции р(£), если для любой окрестности То С Т точки 10 выполняется хотя бы одно из двух условий р(<) £ или(р(4))-1 £ Т°°(То). Вещественную и положительную функцию д(0), измеримую на (—7Г,7г] будем называть ЯО֊меняющсйся справа в точке 0 = 0, если сё можно представить в виде (см. [6])р(0) = ехр <71 (0) + [ , а,0€(О,7г],\ * / (4)
где <7։(0), рз(0) суть измеримые и ограниченные функции в (0, я].Аналогично определяется класс Я(?-меняющихся функций в точке 0 = 0 слева. Если функция в точке 0 = 0 является Я(?-меняющейся и слева и справа, то будем говорить, что эта функция является ЯО-мсняющейся в точке 0=0.Так как функция р(<) = р(е*в), по предположению, ЯО-меняющаяся в точке I = 1, (0 = 0), то она представима в виде (4). Из этого представления следует, что

а = зир {0 : р(0| 1 ֊ € Ь°°(Т)} < оо,
и в дальнейшем мы будем предполагать, что а > 0. Ясно, что функция

01(<) = 01 (е’в) = 11 - е’*| ° р (е1*),
(5)
(6)

ЯО-меняющаяся в точке нуль. Функция р принадлежит классу>Яа, если функция 
д? из представления (4) функции р\(1) = р1(е'*’) удовлетворяет соотношениям

Пт <?2(0) > {а} - 1, 0->Оесли а нецелое число, а если а - целое число, то
Пш </г(0) <1 и Пт <72 (0) > 0. 

в->оВ дальнейшем 7 = [а] 4- 1, если а не целое, и 7 = а, если а целое.Для произвольной функции / € Ь'(р) и целого п > 7, положим
(*п!/)(*) =

1 /■ /Щ(1-Оп+1 +гп+1)2тг( 1 - г)п /т £л(£ - г) |<Я|- (7)
Множество полиномов Р(г), порядок которых не больше п и коэффициенты а* удовлетворяют условиям

ак = (-1)'1+1ап_ь (8)



Задача Дирихле в весовых пространствах ... 5обозначим через Тп. Многочлены такого вида обладают следующими свойствами. Если Р(г) € Тп, то (1 - г)Р(г) € Ти+Х ; если Р(г) € Тп делится на (1 - г), то (1 - г)-1Р(г) € Тп_1 ; если Рп(г) = а0 + сцг + ... + апгп € Тп, тоРп(г) _ <2п(г) 
сЬ2(1-г)п (1—г)п+2’ (9)

Здесь € Тп+2, причём сумма коэффициентов этого многочлена равна
п(п + 1)(а0 + аг + ... 4֊ ап).Рассмотрим граничную задачу

Нт ||7гГ(ге‘*)֊/(е‘*)||11((>)=0, (10)где Р(г) - искомая аналитическая функция и / € Ьх (р). Если р ЯО-меняюшаяся функция, то эта задача исследована в работе [5].Пусть М(/) - максимальная функция Харди- Литллвуда :М(/)(0 = яир 1 [ |/(г||йг|.
Ь>0 4П Дт-ц<11Теорема А, доказанная в [5], неоднократно будет использоваться.Теорема А. Пусть р(1) € Ро и ро(£) = |1 — 7Р1(0- Тогда, если

М(ро(О) < СроЩ, (И)то задача (10) разрешима для любой функции / 6 Т^р), и общее решение 
представимо в виде Лг) = (К-,;/)(*) + ֊т֊р (12)
где Р(г) € Т-, - произвольный полином.Лемма 1. Пусть р 6 Яо. Тогдаг Нт о(1 ֊ г2)||(1 - г0-<’+։>||ь.(<>| = 0. (13)
Доказательство. Так как р(£) = |1 — /|ар1 (£), то

||(1-г0-<'’+1>||11((>) _£ Г |1 - 1|°р1(()|<й|2я (1 ֊ гг)^1) р Р1«)|^|
Из определения числа а следует, что для любого е > 0 имеемР1(1)<С|1֊«Ге,
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где С - постоянная, зависящая от £. Если а - нецелое число, то выбирая е < (а), получаем (1-г2) Г (1 —r2)|dt|
L*(Р) J-n |1 -rtp-<°}+e ’Последний интеграл стремиться к нулю при г -> 1 - О, тем самым утверждение леммы доказано, когда а - нецелое число. Для целого а доказательство.анало­гично.Лемма 2. Если p(t) удовлетворяет условию (11), то для любого k >2

hmo(l-r2)|||l-rtr‘||llw>0.
Доказательство. Пусть Тк = {t; |1 - £| < (7 + /с)՜1 (1 - г)} и t € Тк. Тогда

|arg(l - rt) (7+а՜1 | < со < тг/2} и ?г(1 > do|l
где do = cos cq. Предположим, что a - нецелое число. Из (11) следует, чтоPi(t) > с|1 - tp (°}, с > 0. Поэтому1-г2(1 - rt)i+k

(1-r2)P1(t)|dt||1 —
Из этой оценки следует доказательство при нецелом а. Пусть теперь а - целое число. Тогда из условия (11) следует, что р\(1) > с для некоторого положитель­ного с. Аналогично получаем

р(0М|1 - гф+* 2с> (1-г)*֊2'
Лемма 3. Пусть функция р € R„ удовлетворяет условию (11) и f G L^p). Тогда

Jjm_|>(l-r)||((K7!/)(rt))'։||£ =0. (14)
Доказательство. Пусть, сначала, /(<) € 6 > 0. Используя свойствоинтеграла Коши, имеем (см. [9])

1((^;/)(гО)'|<|1֊гГ|֊7-1,



Задача Дирихле в весовых пространствах ... 7где С константа. Поэтому для функций из класса С(1,,5) соотношение (14) следует из леммы 1. Так как С*1՛*5) почти всюду плотно в то остаётся показать, что существует постоянная С такая, что
(1-г)||((К.;/)(гОГ2||р(р)<С’||/||£Чр). (15)

Из (7) при п = 7 имеем ((К\; /)(г))’2 = Л(г<) + /г(г0, где7 [ /(О(1-Ф(^1-Кг<)^)|&|2?г(1 - г«)^1 /г п(е ֊ гО
/2(г^ 2тг(1-гф /(г)(1 - т)7(т74՜1 + (7 + 1)^7 - 7(г0~г+1)|^т| Р(т - т^)2Далее, имеем

(1 —г)2 / |/1(г()|₽(()|Л| < (1-г)2|1-<| р,(0|1 -г։|2|т-г(| |1 |Л| |Л֊|.

Так как (см. [5]),
зир

р(т)

(1-г)2|1-е| рМ|1 — г<|2|т - т11 |1 - <|°' |<й| |(/т| < оо,
то получаем (1-г)2 / |Л(г«)|р(։)|Л|<С||/Ц1.'(,)-
Аналогично, имеем(! - г)21 |/г(г։)Н0 |<Й| < с/. (ту (1-г)2 р1(р |т-г^|1- ’̂ |Л| и.

Учитывая оценку (см. [8])(1֊ г)2 Р1(0 |т — г<|211 -г|а' |<й| < см рМ

где М - максимальная функция Харди-Литллвуда, и условие (11), получаем(!֊г)2 £|/2(г01р(։)|Л|<С||/Ц1.1<,).
Тем самым, оценка (15) доказана. Лемма 3 доказана.



8 Г. М АйрапетянЛемма 4. Пусть Р(г) - аналитическая функция в и Г(г) € С(Р+). Тогда 
для любого целого п > 0 её можно представить в виде

К(։)-(*»;/«)« +ТГТй;. /(0 = кт «ёТ,\1 2 /а Рп(г) 6 Тп определяется через функцию Г(г) однозначно. Именно, Рп(г) = (1 -г)"(Г(г)-(*„;/))(*).Доказательство. Так как функция Г(х) удовлетворяет граничному условию (10) при р(0 = |1 - £|п, то доказательство леммы непосредственно следует из теоремы А.Теорема 1. Пусть р(1) € Яо и выполняется условие (11). Тогда общее решение
однородной задачи (1) - (3) можно представить в видеРо(г) (16)2
где Р0(г) € Тп-1, (Ро(*) = 0, 7 = 0), Л(*) € Тп.Доказательство. Пусть и(г) - произвольное решение однородной задачи (1) - (3). Как известно (см. [7]), общее решение уравнения (1) можно представить в виде :

и(х) = тг(-Ыг) + (1 ֊ Мг)Ф1М)- (17)Здесь Ф*(г), к = 0,1 - произвольные аналитические функции в Р" такие, что 1т Ф/Дг) = 0, к = 0,1. При этом функции Фк(х), к = 0,1 определяются через функцию и(г) однозначно. Полагая ц(г1) = /г(£) и Ф*г(г) = Ф*(ги) (к = 0,1), получаем к(ФОг(։) + (1 ֊ г2 )Ф1Г«)) = /г(<).По лемме 4, ФОг(2) + (1 ֊ г2)Ф1г(г) = (К : /г)(х) +
(1 - гргде Рог(-г) € Ту- Так как /г(<)(1 - О7 -> 0 в Ь1 при г -> 1 - 0, то переходя кпределу при г -> 1 — 0 в последнем равенстве получаем

Ро(г) € Ту.Далее, имеем = R (- 2гф,(ге) + (1 - г2»^-) . 
от \ \ б/г /



Задача Дирихле в весовых пространствах .. 9Аналогично получаем
♦>«= ֊ £

А Ро<2) Р1(г) \
Аг (1 — г)7 (1 - г)7 / Р1(г)бД.

Подставляя Ф0(г) и Ф1(г) в (17), получимРо(г) 1-22 / </ Ро(г) Р1(г) (1 - гр + 2 I Тг (1 - г)’ “ (1 - г)՜' (18)
Теперь докажем, что функция (18) будет удовлетворять условиям (2) и (3) тогда и только тогда, когдафункция Ро(г)(1-г)՜'1' представимав виде Ро(2)(1-2)-<',-1\ где Ро(2) 6 Т7-1. Действительно, так как согласно лемме 2

Пт 
г—»1—0

Ро(г<) _ Р1 (гр 
Аг (1 — т1)'1 (1 — г/)7 ь‘(р)то функция ц(г) из (18) удовлетворяет условию (2) для любых функций Ро,Р1 € Далее,

ди(г1) 
дг

А Р0(г<)
Аг (1 - гГ)7(1 -г^г՜1^

Рр(г0 
Аг2 (1 — г<)7Так как согласно лемме 2

а по теореме А

(1֊г2) л А (гр
Аг (1 — г£)7

1-г2 2г А) И)
(1 ֊

Р\ И) (1֊гф —> 0 при
-> 0 при г -> 1 — О,

г ч 1 ֊ О,

то функция (18) удовлетворяет условию (3) тогда и только тогда, когда
Пт 

г-И-О

1-г22 А2 Р0(П)
Аг2 (1 — г^7 (19)
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В силу (9) имеем
Ро(г1) _ _ Ао(1 - г*)7 “ (1-гф+2 “ (1 -гф+2где € Т7+2, а число Ло равно сумме коэффициентов многочлена В силу лемм 1 и 3 имеем Ло = 0. Используя (9) получим, что сумма коэффициентов многочлена Ро(^) = 0 равна нулю. Это означает, что Ро(г) делится на 1-2.Теорема 1 доказанаУчитывая условия (7), теорему 1 и разлагая коэффициенты многочленов 

к = 0,1 на действительные и мнимые части, приходим к следующему утвержде­нию.Теорема 2. Однородная задача (1) - (3) имеет — 1 линейно независимых 
решений над полем натуральных чисел. Если 7 > 0 чётное число, то эти решения 
представимы в виде

гк 4-р"1-* (I֊*)7՜1= К
1 - |г|2 И {гк 4- г7 1-*\\2 Тг \ (1 —г)7՜1 / у ’

Если же 7 > 0 нечётное число, то решения представимы в виде

— 2



Задача Дирихле в весовых пространствах ... 11Теорема 3. Пусть р(4) € и выполнено условие (11) Тогда общее решение 
задачи (1) - (3) представимо в виде

u(z) = uo(z) 4֊ ui(z), (20)
где uo(z) - обшее решение однородной задачи,

U1(z) = R f(R;/o)(z) + “° + “Ч ) + ֊- (K7;/i)(z)), (21) \ к1 - Z)' / 2и ОО = / /o(t)l(l ֊ О’՜1«», О, = ֊ / /о«)«՜'-՛-1’։! -
2тг Jj» 27Г J-pДоказательство. Так как oq = (-l)՜*4՜1^, то ao + a7z*' € Т-, и поэтому функция/ao + a7(rt)7\’Ч (1-гФ Jсогласно Теореме А, стремится к нулю в Lx(p) при г —> 1 — 0. В силу леммы 3 функция

также стремится к нулю в Ll(p) при г —> 1—0. Применяя Теорему А убеждаемся, что Ц1(г) удовлетворяет условию (2). Далее, из (21) имеем= Л (Г) + /2(г), 
оггде Л (г) = — R(KT!t/J)(rt) -7Z7(°° + Q?f1 + rR(K,;/i)(rt)). г (l-гг

Ь(г) = Ц^(тг((/с7;1Л)(2))'։ 

Л*Из леммы 4 следует, что /г(т) —> 0 в £1(р). Так как первые два слагаемых в выражении для Д (г) стремятся к нулю в Ь1 (р), а последнее слагаемое по теореме А стремится к Д, то теорема доказана.
Abstract. The paper considers a Dirichlet type problem : to find a real function u(z) in D+ — {z; |z| < 1} satisfying the equation A2u = 0 and the boundary conditions

rJim o ||u(rf) - /o(0IIl«(p) = 0, Inn 
Г-41-0

du(rt) 
dr ֊ h (t) = 0,

t’(p)where /{(0 € Lx(p) are real functions on the unit circle T = {t : |t| = 1),
p(t) is a measurable, nonnegative function defined on T.
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