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Резюме. В статье изучаются случайные поля на решетке Ж'1, (1 > 1, допус
кающие мартингал-разностное свойство и оценивается скорость сжшимости в 
центральной предельной теореме для таких полей

§1. ВВЕДЕНИЕ
Основными направлениями теории предельных теорем для мартингалов являют
ся законы больших чисел, центральные и функциональные предельные теоремы.
а также закон повторного логарифма (см . например, |1], [2]). Большой интерес 
привлекают также вопросы скорости сходимости в предельных теоремах (см [3] 
- [5]). Следует отметить, что в особенности развита теория для классических 
одномерных мартингалов Что касается многомерных мартингалов, то теории
предельных теорем сравнимой с одномерной пока не построено, хотя имеется 
значительный задел ([6] - [16]). Главная трудность заключается в том. что при
переходе в пространство теряется свойство полной упорядоченности

В [17] авторы ввели понятие мартингал разностных случайных полей и доказали 
ряд предельных теорем. Для таких полей в работе [18] был получен многомерный 
аналог известной предельной теоремы Биллингсли Ибрагимова.
В данной работе рассматриваем задачу опенки скорости сходим<хти в получен
ных предельных теоремах. Результаты получены в рамках клаг։ ических мартин 
гальных условий, т.е. ограничения на моменты и на скорость лижения услов
ных дисперсий компонент случайного поля с их безусловными дисперсиями
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§2. ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ФОРМУЛИРОВКА РЕЗУЛЬТАТОВ
Пусть 22/ - (1-мерная (И > 1) целочисленная решётка и IV - множество всех 
конечных подмножеств Ж(/ : № = (у : У С й‘<. |У| < оо}. Здесь и далее | • | 

означает число точек в конечном множестве.

Определение 1. Скажем, что семейство случайных величин V € И7
образует мартингал, если для каждого п Е 1М и любой последовательности 
возрастающих множеств У„ € И7. Уп С Уп+ь п С выполняется равенство

, 5уа,... , «$уп_|) — Sv'n _ ։ п. н.. (2.1)

Определение 2. Случайное поле I € называется мартингал-разностным, 
если для любого I е 224, /Г|^| < оо и У е И7 выполнено равенство

(6/G, 5 € V) = 0 п.н. при t £ У.

Нетрудно видеть, что если ( е И4 является мартингал-разностным полем, то 
совокупность Зу = 52 6» У € И7 образует мартингал.

t€V
Пусть Гу = о (fc, t е ZZrf \ у] - er-алгебра, порождённая семейством случайных 
величин t € 7L'1 \ У и /п последовательность вложенных d-мерных кубов с 
длиной стороны п :

/п = {fan,02п,...,0dn}, Де {-1,1}, i=l,2,...,d, п=1,2,...

Обозначим Дп = In \ Zn_i, п = 1,2,...,/0 = 0 и пусть 9(х) = exp ix - 1 - ix, 
т € /?’, где г - мнимая единица.
Основными результатами работы являются следующие три теоремы

Георема 1. Пусть &, t € 7Z՛1 - мартингал-разностное случайное поле. Из 
условий
a) sup Е£* < оо и inf Erf > О, 

t t
b) sup sup п3/2 ||Е (Й/Л) ֊ ^й||։ < оо,

с) sup sup n։/2 ||E(e(6)/Z.) - £»((,)ll. < OO 
вытекает

где О символ дисперсии. Ф ֊ стандартная нормальная функция распределения, 
а || • ||р означает Ьр-норму. .
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Теорема 2. Пусть . t 6 7Z'1 - мартингал-разностное случайное поле такое, что 
inf Е£2 > 0 и Е|^|ч < оо для 7 > Пусть числа 0 = 0(d), a = a(d) и целое 
число р удовлетворяют условию

1 < (g-2)d+l
6 - Р - 2(« + 4)

Тогда если при всех р

sup sup п° ||Е (tf/ Г9) - Е#||4 < оо, 
п «€△„

(22)

то

sup п'3 sup 
л хея1

֊ $(*) ОО.

Данная теорема носит весьма обший характер и имеет многочисленные следст
вия. В качестве примера приведём следующий результат.

Теорема 3. Пусть £t,i € 2Z4 - мартингал-разностное случайное поле такое, что 
inf Etf > 0 и Etf < оо. Если выполнены условия

sup sup n0’4^0’1 ||Е (<s2/Л) - Е^2||4 < оо, (2.3)
п лед»

sup sup п зи+0՝2 ||Е (£/7՜,) - Ef£||4 < оо, 
П sEAn

(2.4)

ТО

supn1^4՜0,1 sup 
п хЕЯ*

§3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА

Доказательство Теоремы 1. Для фиксированного п обозначим 

7Д, — П » j = 1» 2« • • •»^ » (ПДо=О ՛ "

Ясно, что
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Полагая
т т

уо») _ Е - П Еехр(Пг]±.) ; т = 1,2,...,п,
;=1 7=1

/ т -1
и учитывая Е I т/дт И ехр )

\ *=1
получим К»։’։) =

(т — 1 \
Е(т)^т/7дт) П ехр(г^д;) = О, 

7=1 /

ГП -1
(ехр (Пт]±т) - 1) Ц етр(Ит7д;)

7 = 1

т — 1
֊ Е(ехр(Прьт) ֊ 1) П Еехр(Пт]А)) +

7=1

ехр(Ир^т) - 1 - 1Й?дт + П ехр (гt7?д>)

2 т-1
+ 2Е^- 11 е1Р(‘։,»А,)+УтП-1-

Обозначая

л!;' = е ехр (։4г;д„) - 1 -
^)ПехР(^,)

и полагая

-Е ехр(Пр^т) - 1 - Пт]±т + П Еехр(Пт)ь}) ,

р / т-1
= “2՜ Е П ехр(։^д,)« I\ Д=1

т֊1 \
“ П Еехр , 

7=1 /

получаем У = Ат1 + От) + ^21 (1 - Отсюда следует, что
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Так как для больших п то для всех I, удовлетворяющих условию
. / 2 \ н—т

О < t < п1' , имеем 11 - ] < 1. Следовательно,

Далее, имеем

т — 1։2
2п({

£ Е|£(Й/Л)-£Й|.

откуда следует
П»=1 »еДт

(3.1)

Для оценки
Л

положим Ут"1 = е։<,?Дт -1 + Г/Д1՜, = етр,,г,Дт.

Тогда получаем
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Следовательно,

Полагая \ з12к\..., } и обозначая £'(п,к) = ехр , к =

1,2,...,п ; ։ = 1,2,..., |Д*|, получаем

<=1 4=1
п п

Используя тождество П а1 “ П =
7=1 7=1

] = 1,... ,п, представим (3.3) в виде

[\^\ |ДЬ| \
- Е П <(пЛ)~ П Е^П'к} (3.3) 

\։=1 4=1 /
। 7 — 1 п

Е П Ь1 П а|(«7 - Ь>); > О,
>=14=1 /=>+1

|Дк|/-1
етр(։^Дк) - Еехр(Ит]^) = ]^[ ЕЕ^

1=1 1=1

|Д*1
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Подставляя последнее выражение в (3.2), получаем

65

[ т-1 |АЬ 1-1 т-1 1-1
Лт ’ = Е < 7т’ 52 52 П П ЕеХ^ (։<ПД,) П ^1" ХI к=1 /=1 7=1 7=14-1 1=1

Отсюда следует

(п) 
т (34)

Чтобы оценить первое слагаемое в правой части (3 4), воспользуемся неравенст
вом 7^ < у Идт!3 и неравенством Гелдера. Имеем

п1<1 " " \ *' / ‘ ' 4

л5 гп՜1 5Д-

П$(/ 4=1 ПТ
(3-5)

Теперь оценим Тг. Оно не превосходит Т\ и оценивается посредст УЛ м величины
правой части (3.5). Следовательно,

(3-6)

Из (3.1) и (3.6) следует, что

(3.7)
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Далее, представим в виде

тт п ГТ (\ ГТ ГТ /г (х п Е ПП£е1''(т^)-
1=а+1 ХУП /]/=1лед» '

Отсюда имеем

В заключение, применяя неравенство Бэрри-Эсссна, для всех ?/ > О имеем

(3-8)

Теорема 1 доказана.

Доказательство Теоремы 2. Аналогично доказательству Теоремы 1. Нужно 
только воспользоваться условием (2 2) вместо оценки (3.1). Тогда получим

< схе _ Сх12
- ~ п60РГ)-\ ‘
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11

Теперь, если воспользоваться (3.6) будем иметь £ 
1П=1

֊

п5?

Cit2 Cptp+3 Cqt^3֊ + n0(d)(p+4) + n(’-i)d+| ’

Следовательно,

(39)

где Ci,... ,Cq - постоянные. Повторяя рассуждения доказательства Теоремы 1,
получим

(3.10)

Из (3.4) и (3.5) следует, что

Применив неравенство Бэрри-Эссена при Ы и учитывая выражения для
/Зиа, получаем

Этим завершается доказательство Теоремы 2.

Доказательство Теоремы 3 следует из Теоремы 2 при q — 4.

Abstract. The paper studies random fields on the lattice 2Z'\ d > 1 that possess 
inartingale-difference property and estimates convergence rate in the central limit 
theorem for such fields.
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