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О ПОЧТИ ВСЮДУ РАСХОДИМОСТИ ОДНОГО МЕТОДА СУММИРОВАНИЯ ДЛЯ ВЕЙВЛЕТ РАЗЛОЖЕНИЙ
Г. Г. Геворкян, А. А. Степанян

Ереванский государственный университет

Резюме. Для кого нелинейного метода суммирования доказано существованиефункций, разложения которых по вейвлет системам или по системе Франклина почти всюду расходятся

§1. ВВЕДЕНИЕПусть 0 О-регулярный вейвлет, те. 0 ограниченная и достаточнобыстроубы- ваюшая функция такая, что П( 0(т)4т = 0 и система 0д(х) = 2г 20(2-’.г - М» 
у,к € И образуют ортонормальный базис в Рассмотрим оператор ([]])

Тх(/)(։)= £ |«Ь*|>А
где ад = /(х) 0д(х)(£г. В [1] доказано, что если / € 1Ж), 1 < р < оо,то Пт 7д(/)(т) = /(х) п.в. на 1И Пример м О-регулярного вейвлета являетсяфункция

х €

х £ [0; 1),а по ждённая ею ортонормальная система, есть система Хаара {£д} на П<Т. Тао в [1] доказал следующую теорему.Теорема А. Для фикси} ванного а > 0 рассмотрим оператор, определённый на£*(/?), 1 < р < оо Г?(/)(х)= Е а>»Х>»(х), |а,ь|>а'А
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где ajk = XjiM <h- Тогда имеют место следующие утверждения :

1) если a / 2-1/2, то для всех f 6 LP(IR) имеем 1ш1д-»оТ£ (/)(ж) = /(z) D 
каждой точке Лебега функции f.

2) еслиа = 2՜1/2, то существует f G LP(IR) такая. чтоПт sup |T£(/)(x)| = +оо А-»0
для всех х 6 1RВ настоящей работе мы докажем, что пункт 2) имеет место для любого 0- регулярного вейвлета.Заметим, что если a = 2~1/2, то ,|><р a = Е|аА|>А аА* V'jJk(i), где
a]k = 2j/‘ajk, a ф)к(х) = ф(2*х - к), j,k € ZZ.Если / € LP(1R), то Y.j k ajk ф,к(х) - её разложение Фурье по системе ipjk (полной, но не нормированной), то для Л > 0 положим

TA(/)(x) = ajkipjk(x). |<*>л |>ЛВ этих обозначениях верна следующая теорема.Теорема 1. Существует Г € Пкр<0о ЬР(П<) такая, что Т\(Е)(х) расходится 
почти всюду при X -> 0.Обычно от 0-регулярного вейвлета требуют, чтобы он стремился к нулю на бесконечности быстрее любой степени. Здесь только полагаем, что выполняется следующее неравенство

< (ГпЬ* (1)для некоторого с > 0 и постоянного С1.(Здесь и в дальнейшем С1, Сг,..., означают постоянные, зависящие только от ф). При доказательстве Теоремы 1 используется метод работы [2], где для ортонор- мированной в А*(0; 1) системы Франклина {/п(я)} доказана следующая теорема.
поТеорема В. Ряд ап/п(х) безусловно сходится почти всюду на множестве Е 

п=0 
ос

тогда и только тогда, когда |ап/п(^)| < +оо п.в. на Е.
п=0Пусть {/п(х)} - ортогональная система Франклина, нормированная в С[0; 1], т.е. /п(^г) — Ьп/п(х) и ||/г։||ОО—1- Для X > 0 рассмотрим оператор Т£(/)(х) = £|а„|>А ап Л*(х), определенный на Ь₽[0; 1] где ап = Ь՜1 £ /(г) /п(т) Их.Теорема 2. ( уществует / € Пкр<оо Ьр(0; 1] такая, что Т[(/)(т) почти всюду 

расходится при X -> 0.Для доказательства Георем 1, 2 понадобятся две вспомогательные леммы.
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§2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫЛемма 1. Для вейвлета гр существуют £ € ПТ сг > 0 и 6 > ( такие, что при всех

(2)
где е = ±1 и не зависит от х.

Доказательство. Для абсолютно непрерывной функции Ф(х) = Д грЩЖ имеем Ф(-оо) = Ф(+оо) = 0. Следовательно
£ := sup{x : |Ф(х)| = sup |Ф(1)|} < +оо. teiRПоложим с1 = |Ф«)|, е = sgnФ(f), сг = <//2 и выберем 6 > ( так, чтобы Тогда для любого х > 6 имеем

Гх / Г*°° /*+о° \ Г՜1՜00 d
€• J ip(t)dt=E^J ip(t)dt-J ip(t)dt)>d-J \ip(d)\dt>-,

откуда следует (2). Лемма 1 доказана.Без ограничения общности можно считать, что £ € [0; 1] и е = 1. В противном случае, в качестве гр должны рассмотреть вейвлет егр(х + [£]), производящий перенумерацию функций в системе {гр}к} и умножение на £, а оператор Гд(/) неизменится.
ПОЛОЖИМ ^jk 
х > 6}к Г грр^^Ь > с2 • 2 ’.

1»
(3)

Пусть I - наименьшее натуральное число, для которого [£;<£] С [0:2']. Заметим,что / зависит только от гр.

Лемма 2. Для любого интервала А =
а24’ a 4֊ 1

, a € 1L. 0 € IN и натураль-

ного числа тп существует полином Р(х) — £> t ajkipjk(x) такой, чтоL 1И1р < с3гп"1/р для 2 < р < +оо и ||Р||1 < с3ш 1/2 ;

2. а^к = 0, если С △ или 7 £ + 1։/? + ^ + т) >'
3. если а^к /0, то ;
4. существует перестановка элементов полинома Р такая, что те${т 6 А :

Ра(х) > с4} > с5|Д|, где Ро(х) - колебание частичных сумм переставленного 
полинома, а с4, с5 - положительные постоянные, зависящие только от гр.



30 Г. Г. Геворкян, А. А. Степанян3+/+»»| 1Доказательство. Рассмотрим полином Р(х) = 52 52 а а.ьСД ™ Из
>=0+/+1 т(1) следует, что

0+/+т

||Р||оо < — зир 52 52 №*(я)1 < <*•
ГП 1еП\=0+/+1 *:Д>*СА

(4)

Легко проверить, что2' < сагс!{Аг : С △ и = /3 4- / + 1} < 2‘+/. (5)
Следовательно, ввиду ортогональности системы {^д}1

т2

0+1+т -

52 52 2 1 -
}=0+/ + 1 Л:Д^|сСА

(6)
Из (4) и (6) следует, что̂

|Р(х)|<Ь<Ид[-^= = ^,

а для р > 2
I |Р(1)|” <£х < ||Р||^-г { |Р(х)|’-2 < с?՜2^

(7)
(8)

С другой стороны, из (1) для любого ] > (3 + I получаем_____________Су_____________(1 + 2-’ (1181 (х, Д))1+с Следовательно,
\ ₽

№*(*)! | йх<~. 
I т

(9)
Из (7) - (9) следует первое утверждение леммы.Слагаемые т՜11/>}ь(х) в полиноме Р переставим (перенумеруем одним индексом) так, чтобы j = (3 + I + + I + тп, С △, в новой нумерацииследовали в порядке возрастания. Полученный полином обозначим через Р и оценим колебание частичных сумм этого полинома на △. Обозначая колебание частичных сумм полинома Р в точке х через Ра(^)» из (3) и (5) получаем

(10)
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|Л(։)|<с։- (П)Легко заметить, что из (10) и (11) следует существование положительных посто­янных с« и Сб таких, что те8{т € △: Р9(х) > гц} > с-з |Д|. Лемма 2 доказана.

§3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМ

Доказательство Теоремы 1. Пусть р„ - монотонная последовательность, стремящаяся к +оо. Выберем натуральные т„, удовлетворяющие условию
и • 2П*52 1/(2р,) < +00’ ^12)

р—1 Шргде П1 = 1 
a2пм ’

= и > 2 Разделим отрезок [-у, 1/] на отрезки
, а = -։/2П1', -1/2п* + 1,..., 1/2п„о - 1 и для каждого_применим Лемму 2 с △ = △£ ит = тп|/. Получим полиномы

удовлетворяющие пунктам 1-4 Леммы 2. Положим Ер (х) = £2/ра(х). Поскольку ||/рО(х)||р < сз т-1/'₽ для 2 < р < +оо и ||/ра(т)||1 < с3 т՜1 2, имеем
II Мр < сз 2u2n-

1/(2р) ’ 
IHy

1 < р < +оо. (13)
Заметим, что все ненулевые коэффициенты Фурье функции Ер равны 1/тПр.Очевидно, что введя малые изменения коэффициентов Фурье, можно получитьфункцию Ер = удовлетворяющую следующим условиям :31/2""А) ||Ер||р < сз 1Д2р) > 1 — Р < +°° » ^1/ | .В) для ненулевых коэффициентов а,, имеем (т^ + 1)՜ < < кС) а}к = 0. если } > пр = тПр + / или у < п„ + I, или <֊ 1՜^; И;В) если члены полинома Ер перенумеровать так, чтобы в новой нумерации следовали слева направо, то в этой нумерации коэффициенты Ер убывают. Из В) следует, что любой частичной сумме переставленного полинома Ер соот-

1ветствует А € такое, что Тд(Ёр) равна этой сумме.Очевидно, что изменение коэффициентов можно сделать настолько малым, что
(14)
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Следовательно, для любого о, выполняется
mes^xeAJ: max |7\,(FM)(z) - Tx2(Flz)(x)| > — > > с5 |Д^|.

( Ai.A։€[l/(mw+l);l/(m„u-1)) 2 J (15)
ОО ~Полагая F = и используя (15) и В) для любого р и любого a = -р2П։՜, i/=1-p2nv + 1,..., i/2n‘' — 1 имеем

m«Jx€A': max |7\, (F)(z) ֊ 7\,(F)(l)| > £ 1 > с5 |Д*|. (16)
А1,А2 L IИз А) и (12) следует, что Г € П £₽(Я).

Р>1Теперь покажем, что Т\(Е)(х) расходится п.в. при А —> 0. Допустим обратное, т.е. что Тх(Е)(х) сходится на множестве положительной меры. Тогда 7\(Е)(х) сходится равномерно на некотором множестве Е с гпез(^) > 0. Пусть хо является точкой плотности множества Е. Тогда для некоторого Ло > 0 и достаточно больших р существуют такие, что хо € и
те։{ЕПД^}>(1-С5)|Д^|

sup |Л, (F)(i) -r*։(F)WI<v Ao>Aj>Aa когда
(17)

։€ЕрД^ (18)

Неравенства (17) и (18) вместе противоречат (16). Теорема 1 доказана.Доказательство Теоремы 2. аналогично доказательству Теоремы 1. Разница в том, что вместо неравенства (3) нужно применять неравенство (3) из (2).Следующий результат непосредственно следует из доказательства Теоремы 1.Следствие 3. Существует F € Q ^Р(Л) такая, что limsup |7\(F)(i)| = +оо 
р>1 А—>0

почти всюду на IR.Abstract. For a nonlinear summation method, the paper points at existence of functions whose expansions by wavelet system or by Franklin system diverge almost everywhere.
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