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Резюме. В статье рассматриваются нелинейные вырождающиеся на обоих кон
цах конечного интервала обыкновенные дифференциальные уравнения высоко
го порядка. Используя теорию монотонных операторов, доказывается существо
вание и единственность обобщённого решения соответствующей задачи в весо
вом пространстве Соболева } для любых правых частей из пространства

§1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
В статье рассматриваются нелинейные вырождающиеся обыкновенные диффе
ренциальные уравнения вида

П1

Ци) = £(-1)‘О‘(а։(։,и,Ви,О։а........С‘и)) = /.
*=0

(1)

где I € (0,6), Ик = с1к/сП*, а функции >€*)> * = 0.1.......т зависят
от « и <* = (<о,6»---»6)»^“ н (и.Яи,..., Ики), к = 0,непрерывны по
I и (к, дифференцируемы по (к и удовлетворяют следующим условиям :

к
|ак(4.С)1 < Е 16|₽՜*,

4 1=0

к = (2)

к
!<։«(«, С)| < - <)<’֊<”-*’<’ £ |{,|'>՜2, М = о. 1,..., т, (3)

1=0

т к / \
>сз £ _ ։)з-(».-*>₽|&|Р-г |п|«, (4)

*=0 ;=0 Л-=0
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при любых £* и гд., к = 0,1,...,т, где |т/|՜ — I2՛ (*’£*) ~ ’
а > О, 0 > 0. а # р- 1,2р- 1,...,тр-1, 0 / р - 1,2р - 1,..., тпр - 1, а сх, с2։ с3 
- положительные постоянные, ч
Соответствующие краевые условия зависят от а и 0 и имеют следующий вид : 

и<*)(0) = 0. к = 0,1,...,т ~ 1 (и(к)(Ь) = 0, к = 0,1,...,т ֊ 1) при а < р- 1 
(0<Р֊1);
и(О(0) = о, I = 0,1.......т - к - 1 (ц(,,(6) = 0, ։ = 0,1,...,т - ; ֊ 1) при
кр-1 < а < (к+1)р-1, 1 < к < т-1 О’р-1 < 0 < ()+1)р—1, 1 < ] < т-1); 

при а > тр - 1 (0 > тпр — 1) никаких условий в точках £ = 0 или £ = Ь не 
задаются.
Данная работа является непосредственным продолжением работы [2], которая 
была посвящена изучению нелинейных обыкновенных дифференциальных урав
нений второго порядка с вырождением на обоих концах конечного интервала. В 
линейном случае выше приведённая задача с вырождением на одном конце ко
нечного интервала, была рассмотрена в [1].

§2. ПРОСТРАНСТВА \¥™п 0
Пусть Ст - множество т-раз непрерывно дифференцируемых на конечном 
отрезке [0,6] функций, удовлетворяющих условиям

и(Л,(£)
/=о

= 0, к = 0,1,... ,тп - 1. (5)

Обозначим через ИТ” в, 1 < р < +оо пополнение Ст по норме

1«.

Предложение 1. Для функций u(t) 6 И7™ g и их производных имеют место
следующие неравенства

(t)|” < c(t’>-1-°(6- к = 1,2,... ,m. (6)

Доказательство. Поскольку Ст плотно в достаточно доказать неравен- 
ство (6) при и € С’". Отметим, что для любого и € существуют постоян
ные С1 и с2 > 0 такие, что

C1I“,^р™ лГ < 1«. %՞ ,о(0.Ь/2)1Р + 1«. И'рд.дСЬ/г. W < c։|u, (7)

Сперва докажем неравенство (6) при k = 1. Для этого оценим |u{rn~i։(£)|P для 
t € (0,6/2). Пусть а < р — 1 (т.е. имеем слабое вырождение) и 1/р+ 1/ç = 1.
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Тогда можем записать

< о(0,Ь/2)Г < сС-'-‘(Ь -

Пусть теперь а > р - 1 (сильное вырождение). Имеем
гь/2 

и(’П-1)(^) _ и(»«-1)(б/2) _ 2 и^т\т)(1т. (8)

Из (8) следует, что

|и("‘-1)(6/2)1Р < 2р-1 |и(т-1)(*)|₽ +

Умножая обе части последнего неравенства на 1а р и используя неравенства 
Харди

” г"
Л Л, а>р-1, (9)

Jo

Лт)Лт
Л < (1/0 - а/р)-" Л«|/(«)|’Л, 

Уо
а<р-1, (Ю)

где (а/р - 1/д)~р и (1/д - а/р)-р, 1/р + 1/д = 1 являются наилучшими допусти
мыми постоянными (см. [3], [4]), получим

гЬ/2
Г ^-₽|и(^֊1)(5/2)|Р^ < 
о

Л <
(Ю')

/•Ь/2 / \
<2р-х / Иа-р|и(гп-^(0|₽ + (а/р-1/д)_р^1«(т,(0|р)

Л» ՝ 7

<с|»,И'>?о.0(0> й/2)|’.

Отсюда следует |и(т 11 (6/2)|р < с|и, И^, ^|р.
Теперь оценим второе слагаемое в правой части равенства (8). Имеем

р

<С|ц,Жр->о(0,6/2)|р (Ю")

<(с1+С2«р-1-°)|и,%тй.3|р.
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Используя (10'), (10") и учитывая условие а > р - 1. из (8) получаем

< (с, + ^,„(0, (./2)1’ < <.(’-■-"((> -

Аналогично, при t € (b/2.b) и fl > р — 1 имеем

|и(0Г < (с> + cJ(i-0’-1-e)|u,w;"Ub/2,b)|’ <

Суммируя полученные неравенства при t G (0.6/2), t € (6/2,6), из неравенства 
(7) получаем неравенство (6) при k = 1.
При к = 2,3,..., т, неравенство (G) можно доказать аналогичными рассуждени
ями, индукцией по к с использованием неравенств Харди (9) и (10). Доказатель
ство Предложения 1 завершено.
Из Предложения 1 следует, что при а < р - 1 (fl < р — 1) условия гИ*) (0) = 0, 
к = 0,1,... , m - 1 (u(0(6) = 0,t = 0,1,... ,m - 1) сохраняются, а при кр— 1 < а < 
(/с + 1)р — l,l<k<rn—1 (jp - 1 < fl < (j + 1)р — 1, 1 < j < т - 1) остаются 
лишь условия ц0>(0) = 0,1 = 0,1,... ,тп - к- 1 (и^(Ь) = 0, t = 0,1,... ,т - j - 1). ՝ 
При а > тр - 1 (fl > тр - 1) все значения функций u^(t), к = 0,1,...,тп - 1 
при t = 0 (при t = 6), вообще говоря, могут обращаться в бесконечность.
Заметим, что при а < р — 1 (или /3 < р — 1) пространство W™Q & не содержит 
многочленов степени не выше т— 1, отличных от нулевой функции. Действитель
но, пусть u(t) многочлен степени т - 1. Тогда из Предложения 1 г?*1(0) = 0, 
к = 0,1,... ,т - 1 (или и(<)(6) = 0, к = 0,1,..., т - 1). Поэтому u(t) = 0. Однако, 
например, в случае а > тр — 1 и fl > тр — 1 легко проверить, что многочлены 
степени не выше т — 1 принадлежат пространству & (см. [2]).
Из определения пространства W™a Q следует непрерывность, но не компактность 
(см. [1], [5]) вложения

р,а,0 ^р.а-тр./З-тр» (И)

где Lp.a.g = {j, Ц/ЦР = £ («((, _ t)”|/(OI₽dt < +oo}. Ясно, что Lp.at։g, C 
при Qi < а и Д1 < fl.

Предложение 2. Вложение

c L„.a.g (12)

является компактным.
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Доказательство. Сначала заметим, что вложение (12) непосредственно следует 
из неравенства (6) при к - т. Пусть т = 1 и Л/ = {и € РИро а, |и, И^п ?| < 1}. 
Из (12) следует, что множество К = {1°/р(Ь - 1)3/рч(1), ч € М} равномерно 
ограничено в Ьр(0, Ь). Теперь докажем, что К также является равномерно непре 
рывным в Ьр(0.6). Тогда Предложение 2 будет следовать из критерия предком- 
пактности в Ьр(0, Ь). В силу неравенства Коши имеем

|(i + Л)°^(6 - (« + + h)~ ta,l։(h - /ф(0,6)1 =

+r‘։/”(6 - r)'’/'՜1 |u(r)| + ^/”(6 - r)'’"'|u'(r)|) dr, Lp(0,6)| < ch'^|u, jpi |.

Доказательство Предложения 2 для любого т проводится аналогично, используя 
(6) при к = тп - 1 и неравенство Коши для оценки нормы 
^+К(та^р(Ь — т)/3^ри(т))' с1г, ЬР(О,Ь) . Предложение 2 доказано.

§3. НЕЛИНЕЙНОЕ ВЫРОЖДАЮЩЕЕСЯ УРАВНЕНИЕ 
ВЫСОКОГО ПОРЯДКА
Рассмотрим теперь нелинейное вырождающееся уравнение (1). Введём некото
рые определения. Определим оператор £ : 3 -> (1У™О ^)* :

rb m ___
(L(u),v) = / ^ak(t, Dku)Dkvdt, 

h=0
W£a,0- (13)

Определение 1. Пусть X - рефлексивное, сепарабельное банахово пространст
во. Оператор В : X -> X' называется сильно монотонным, если

(B(u) - B(v),u — v) > тп||и ~ v||₽, т > О,

и коэрцитивным, если существует вещественнозначная функция 7(5), опре
делённая на [0, оо) такая, что (B(u), u) > 7(||u||)||u||, lim 7(5) = +оо.s—*4-оо
Нетрудно доказать, что каждый сильно монотонный оператор является коэрци
тивным относительно функции 7(5) = sm - |В(0), (Wp'Q 3)"| (см. [6]).

Определение 2. Оператор В : X —► X՝ называется полунепрерывным, если из 
хп х следует В(хп) —1 Вх (слабая сходимость).

Теорема 1. Если выполняются условия (2)- (4) и р > 2, то оператор Ь : 3 ->
(И’"пп ^)’ является сильно монотонным и полунепрерывным
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Доказательство. Сперва докажем, что оператор Ь определён корректно. Из 
условия (2) и неравенства Коши получаем |(£(и),у)| =

Ь ™ ГП Ь ч 
40 — (т-Ъ)р(Ь - «)^-(т“*')Р|Р^|Р<Й

о0 Л=0

/.Ь
I ^-д(а-(т

О

-*м/₽(Ь _ г)-9(^-(п.֊к)р)/Р|а1,^ /?А.ы)р(Н

ГП

< =1«. и;то.з1 ЕЕ/
Ь
Гч{а

1/9

-(гп-А)р/р^ _ £р<7(/?-(т-А)р/р^а-(п>-Л)

А = 0

о

Х(б - г)^-(т-^|п'и|<?(р-1։
1/9

•" *• Ь
^-(.п-к»^ _ е)Д֊(т֊А:)р|р/и|Р

1/9

<С2\г^0\\и^о

ПОСКОЛЬКУ Г»֊(т-*) < ^-^аг-(т-1) и (£> _ ^а-(т-*:) < Ьк~1 (Ь - 1)°-(т~П При
Г € (0,6) и / = 0,1,...,*.
Теперь докажем, что оператор Ь является сильно монотонным. Для любых двух 
комплексных чисел с,</бСир>2 имеем /0‘ |с + </т|р՜2 б/т > с2|Л|₽՜2. По формуле 
Лагранжа о среднем значении и условия (4), для любых и,и € IV0 получаем

(£(и) ֊ Цу),и - и) = (Ци),и - у) - (Цу),и - у) =
"• гЬ ________

= У? / (а*($, Оки) - ак(1, оку)) Ок(и — у) сП = 
к—о

֊ГУ" Л Г дак(։Г)кь + тОк(и-ю)) п1( .угц----------- г
- 2 , / , / / ---------------------- д7------------------------ (ц - у)Ок (и - у) (1т (Л >

*=0;=0У° У0

Ш1
^а-(т-*)р(6 _ <)0-(т-*)Р|р*и + т[)к(и _ и)|Р֊2|р*(и _ „)|2 >

-

т лЬ

֊С‘Е/ 'о-(т-‘)''(б-«)в-<">-11₽|о*(и-„)|Рл = с։|и-«,и'рт։,х։|'’.
*=о,/о

Этим доказывается сильная монотонность оператора Ь.
Теперь докажем полунепрерывность оператора Ь. Пусть ип -> и в И7"1 Р|®>М
Используя теорему Лагранжа о среднем значении, условие (3) и неравенство
Коши-Буняковского, получим

6 П1

0 к = 0
, ВЩп) ~ аЩ, Оки)) Ику(1) сП
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Г [' да1^ + тади" - и)) ,п>< 111 п» м<> V/ / -------------д7-------------  |£>-'(ип-и)||РЧ|4тЛ <
1=07=0 7о 7°

т Ь к ГЪ И
<^ЕЕЕ/ / '“',т''1р(^0аНт‘‘|',|О'и + гД|(и„-и))Г2х

1=0 7=0 /=0 7° 7°

х|ГМ(ип-и)||£)'сиИт^< 
т к к

< с Е Е Ея«- ^11“" - “■ %”.з11“.и'Ргао.в1|’,_’,/’+
1=07=0/=0

+1«. ^'о./,||и„ ֊ «,И'”«- ир-”/’) < с2|и, И^оПия - и, И^х

X (|и, + |и„ - и, И^о,в|»-2) ,

которое стремится к нулю при п -> +оо. Теорема 1 доказана.

Определение 3. Функция и Е л называется обобщённым решением урав
нения (1) для / 6 (^р'а./з)*» если для любого V € Иг/По з выполняется следующее 
равенство (£(ц),г>) = (/,и).
Заметим, что правую часть уравнения (1) /можно взять из С
поскольку в силу вложения (12) и неравенства Коши-Буняковского имеет место 
неравенство

/(<)«(<) (И — I/» ^9.-а,-^11и» ^Р.а.р! < с1/»-^9,-0,-з11м’^ рд»,/31-

Теорема 2. Обобщённое решение уравнения (1) при р > 2 существует и 
единственно для любого / Е

Доказательство. Существование обобщённого решения следует из Теоремы 1 и 
основной теоремы теории монотонных операторов (см., [6], [7]). Теперь докажем 
единственность обобщённого решения. Пусть иДО и и2(<) из Иг ™ я являются г • I г՜
обобщёнными решениями уравнения (1), т.е. для любого V 6 ИрПс։ 3 имеем 
(£(и1),ц) = {/,г) и (Ь(и2),г) = (/,в). Полагая у(г) = щ(£) - иг(£) и учитывая 
сильную монотонность оператора £, получим 0 = (£(и1) - £(иг),и1 - и2) > 
с|и1 - ц2|р, откуда вытекает Д1(<) = и2(£)- Теорема 2 доказана.

Замечание 1. Теоремы 1 и 2 сохраняют силу, если условия (2) - (4) заменить 
следующими условиями

т

|<»к«, Г )| < с։П6 ֊ О4 Е К‘1'’՜1 • * = 0.1,.... т, 
1=0

(2')
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т

|а*>«.<’")|<С։<“(Ь-0" ^14.1''՜’. 7 = 0,1.......”>■ С3')
А*=О

ГП / П1 \
£ > сз»“(Ь ֊ ։)а X 1ЫР՜2 И*. (4')

*Л=0 \*=0 /

причём функции а*(*,С։)> к = 0,1,...,т уже зависят от £к для всех к = 
0,1,.... гл. Теперь рассмотрим следующее квазилинейное вырождающееся урав
нение для случая р = 2 (см. [2])

L(u) = (֊l)mr(f(i֊()^mu) + a(i,u.u....։u(,")) = /, (14)

где ат(1,£т) = - 036п и «о(^С") = я(*,£о,6,.. • ,6п). Очевидно, что
удовлетворяет условиям (2') и (3')- Допустим, что а(£,£о>6> • • • >&п) 

удовлетворяет условиям (2') - (4'). Тогда используя Замечание 1 получим доста
точные условия на о(<.£о>£1> • • •, &п), при которых уравнение (14) будет иметь 
единственное обобщённое решение и € 1Г’’’։а 0 при любых / € (И7,,по $)* ■

Abstract. The paper considers higher order nonlinear ordinary differential equations 
that degenerate on the both endpoints of a finite interval. The theory of monotone 
operators is applied to prove that the generalized solution exists and is unique in the 
weighted Sobolev spaces 0 for every right-hand sides from the dual (И7”^ ^)*.
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