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Резюме. Пусть И - произвольное множество направлений (единичных век­
торов) на плоскости. Обозначим через множество всех прямоугольников, 
имеющих сторону параллельную некоторому направлению из П. В работе ис­
следуются максимальные операторы, определённые равенствами Мп/(х) = 
8иРяетгп.гея [й] /л Для заданного натурального определяются IV-
лакунарные множества 0 и для них доказывается неравенство ||Л/о/’(х)||г < 
^Н/1|2.

§1 . ВВЕДЕНИЕ
Пусть П - множество направлений (единичных векторов) на плоскости. Обозна­
чим через - множество всех прямоугольников, имеющих сторону параллель­
ную некоторому направлению из П. В работе изучаются максимальные операто­
ры на плоскости 1Я2, определённые равенствами

Мп/(т) = sup -^֊ [ |/(y)|dy.
Renn,xeR |«l Jr

(1.1)

А. Нагель, И Стейн и С. Вайнгер [19], используя метод преобразования Фурье, 
доказали ограниченность операторов Л/п/(т) в пространствах 1,р. 1 < р < оо 
для любого лакунарного множества направлений И = {Я«.}, аг§^-1 < Аа^0*< 
А < 1.
Для данного натурального IV 6 ЕМ (ЕМ - множество натуральных чисел) мы по 
индукции определяем А-лакунарные множества. 1-лакунарное множество опре­
деляется как последовательность направлений = {г* | к € ЕМ), удовлетвори-
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юших условию
агй(г*+1 - Гоо) < Лагя(гА. ֊ ^оо), Л<1 (1.2)

для некоторого направления иж Каждое (/V + 1)-лакунарное множество получа­
ется из некоторого Л' лакунарного множества Оу добавлением точек в 9дг следу­
ющим образом : между любыми двумя соседними точками а, Ь € добавляется 
1 лакунарная последовательность (конечная или бесконечная). Итак, для любо­
го № лакунарного множества 9 существует последовательность /г-лакунарных 
множеств 9<. таких, что 91 С 92 С ••• С С 9д, = 9. Ограниченность 
максимального оператора Мп в (р> 1) для А-лакунарного 9 была доказана 
П. Шегреном и П. Шелином в [20]. Мы оцениваем рост норм операторов Мп для 
А' лакунарного 9 при А —> оо. | , • •

Теорема 1. Для любого К лакунарного множества & имеет место неравенство

|ЩП/(։)Ц2 < ЛП|/|(։.

Запись А < 13 означает существование абсолютной постоянной К такой, что 
А < К В. Легко проверить, что любое множество направлений мощности N 
является (С1о£ А)֊лакунарным. Отсюда следует, что для любого конечного 
множестве! 9. имеет место неравенство

(1-3)

Это неравенство, доказанное II Кацом в [18] является окончательным. Следова­
тельно, и оценка из Теоремы 1 также окончательная. Как неравенство (1.3) так 
и Теорему 1 можно вывести из одного общего результата Альфонсека, Сория и 
Варгаса [3] приводимого ниже. В данной работе, применяя новый подход, приве­
дено короткое доказательство Теоремы 1. Идеи, изложенные в настоящей работе, 
формировались в работе С. Вайнгера [24].
Недавно А. Альфонсека, Ф. Сория и А. Варгас ([2], [3], см. также Альфонсека 
|1]) доказали интересный принцип ортогональности для максимальных функций 
Пусть 9о = {ц* | Аг € ЕЧ} есть множество направлений, а множества 9* 
произвольные множества между двумя соседними точками и «*+1. Тогда для 
множества 9 = и^09*. имеем (см. [3])

1|Л/п||2_>2 < С ||Л/по||2->2 + 8нр||Л/П11|2->2. 
а-

(1.4)

Теорема 1 вытекает из (14). Действительно, пусть есть максимум вели­
чин ||Л/пдг ||2_>2 по всевозможным А лакунарным множествам направлений. Из 



Оценка максимальных операторов связанных с ... 75

неравенства (1.4) следует, что г?(/У) < Ст)( 1) + т)(К - 1). Сделав итерацию (1.4) 
(?/ - 1) раз, получим неравенство Теоремы 1
Мы заканчиваем Введение более подробным изложением истории этого вопро­
са. В 1977, А. Кордоба [7] рассмотрел максимальные функции , образованные 
по прямоугольникам со сторонами 1 и /V, и доказал медленный рост их норм в 
£2. Используя геометрический подход А. Кордоба и Р. Фефферман [9] доказа­
ли, что эти максимальные функции эквивалентны слабой версии оператора Л/ц, 
когда множество О состоит из равномерно распределённых точек, а стороны 
прямоугольников R € 71^ имеют длины 1 и /V. Оценка (1.3) в случае равно­
мерно распределённых направлений была доказана Ж. Стромбергом [22] в 1978 
В связи с этим возникла задача об распространении результата Стромберга на 
случай произвольных N различных направлений. Частный результат был полу­
чен Баррионево [5], [4]. Окончательный результат был получен II. Кацом в [181 
Метод, использованный в [18] основан на двойственности операторов и теореме
Джона-Ниренберга. Случай фиксированного отношения сторон был рассмотрен в 
работах А. Кордоба [7] и Н Каца [17]. С другой стороны, как показал Ж. Стром­
берг в [21], в случае лакунарных направлений можно установить болеее точные 
оценки. Оценка таких операторов в для произвольного 1 < р < оо была уста­
новлена методом Фурье в работе А. Нагеля. И. Стейна и С. Вайнгера [19] Как 
показали А. Кордоба и Р. Фефферман в [10] и А. Карбери в [6], эти результаты
тесно связаны с результатами о мультипликаторах.
Максимальная функция, определённая относительно канторова множества на­
правлений А. Варгасом в [23] и Н. Кацом в [16]. является неограниченной в £2. 
К. Хейр в [12] использовал подход Каца для более общих канторовых множеств. 
Пока ничего неизвестно об ограниченности такого максимального оператора в

при р > 2.
Ж. Дуондикоетксиа и А. Варгас в [11] получили необходимые и достаточные 
условия ограниченности оператора Мц. Некоторые обобщения этого результата 
были получены К. Хейром и Ж. Реоннингом в [14], [15].
Работа М. Криста [8] содержит примеры множеств направлений П, и частные ре­
зультаты об ограниченности оператора Л/п. К. Хейр и Ф. Риччи [13] рассмотрели 
интересные модификации направленных, лакунарных максимальных функции.
§2 . ОБОЗНАЧЕНИЯ И ЗАМЕЧАНИЯ
Обозначим через /«) преобразование Фурье функции /, т.е.
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Обозначим

Ра/(х1,Х2) = вир -т-7-; /
-51,<5։ 4<М2 Л։-<5։

гХ2 — Ь о+*Ч
|/(£1,£2)| Л2 Ль

■Г 2 — 1 п — 62
(2.1)

Отметим, что (2.1) является максимальной функцией по параллелограммам, одна 
сторона которого паараллельна оси х, а другая сторона составляет с осью х угол 
агсСапа. Чтобы доказать теорему, достаточно установить неравенство

II ։ир Л.Л12 < СА'НЛк.

где £1 есть Д'՜-лакунарное множество из (0,1). Рассмотрим также максимальную 
функцию

/’а/(Х1,12) = вир —- / 8Ир— / |/(«1,^)|^2С/«1.
<51 *01 7x1—61 <52 712 —еха—62

(2.2)

Очевидно, что Ра/(х) < Ра/(х). Через Кг(х) обозначим ядро Фейера :

Для любых г, R с 0 < т < Л/2 определим следующие функции

^г(я) = 2/<2г(х) ֊ ^г(т), ^г.я(х) = Мх) - 4>г(х).

В некоторых местах будем писать ^0<г вместо ^г(х). Имеем

1
О
линейна

при
при
на интервалах

1€1 е [2г, л],
о < 1€1 < г или |<| > 27?, 

±[г,2т], ±[Я,2Я].
(2-3)

Из свойств ядра Фейера получаем

Следовательно, для некоторой последовательности интервалов о;* = г R с 
центрами в 0 имеем

1^г,я(х)| <с^7*.С֊С =Сг.я(х), 7։>0, у7*<1, ши 2> (1/Я, 1/Я). 
* 1 41 *

(2.4)
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Пусть ф - функция Шварца с

Ф > 0, зиррф С [-1,1]. (2.5)

Очевидно, что

I А(х)(/х < С, где А(х) = тах{|ф(х)|, |х<£(х)|}. (2.6)
•Ин

Определим аналоги средних по параллелограммам :

г?,я,л/(*) = (^г,я(22 ֊ Ж1а)фл(я1)) * №), х = (хь'х2) € Ш.3, (2.7)

где
ФМ = 1ф .

Л \Л/
Из (2.7) и (2.1) следует, что

Ро/(х) < СзнрГ^х) (Г£Л = Г£ЯЛ).
Я.Л

Следовательно, чтобы доказать теорему достаточно проверить неравенство

II Sun ГЙ.Л/(»Н|2 < СЛГ||/||2. 
Я.ь.аеп

(2-8)

Применив преобразование Фурье, из (2.7) получим

+ а*))<м(б)7ю. (2.9)

§3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 
Сперва докажем две леммы.

Лемма 1. Пусть а.(3 6 (0,1) - любые числа и 0 < г < R. И > 0 Для оператора
Г? л /,/(^)> определённого по (2.7), имеют место следующая опенка

|Г°дД(х)| < С (КЯ\а ֊/3| + 1) Рз/(х). X е пс’. (3.1)

Доказательство. Из (2-4) следует, что

Фг.л(Х2 - Х1й)
к

где имеем |оц.| > 2/R- Обозначим А(хО = 2Ях1|а - 0| + 2, и допустим, что для 
некоторого к

Х2 — Х\О 6 Шк- (3.2)
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Тогда, учитывая (3.2) получим

Х2 ֊ х\0 
А(ц)

Следовательно,

х2 - хха + Х1(а - 0)
А(хх)

12 ֊ Х10
А(Х1)

€ а>к-

х2 — 11 а (3.3)

(3.4)

Так как из (3.2) следует (3.4),

(х2 -11а) <
х2 - Х10 

А(ц)

Отсюда вытекает

^г.я(я2 -ца) <С£
к 1Ц'*1

Х2 - хх0\
А(Х1) )

Х2 - Х\0 
А(ц)

Учитывая, что ф(х) < А(х)/х при х > /г и ф(х) < А(х) при х < А (см. (2.6)), 
получаем

1 . (Хх \ /х2 - ХХ0\ < С(ЛЯ|о -/?| + 1)Ь(21) 
п \ п /

1 (Х2-Хх0\
А(Т1)^'Я1 А(Х1) )'

(3.5)
что даёт оценку ядра оператора Гг,я։л (см. (2.7)). Комбинируя (3.5) и (2.7), 
получим (3.1). Лемма 1 доказана.
Для произвольного интервала 7 = (а, Ь) обозначим через Sյ сектор {(х1,х2) : 
Х1 > 0, а < х2/х1 < 5}. Для сектора 5 с углом О через уЗ (7 > 0) обозначим 
сектор с углом у0, имеющий общую биссектрису с 5. Через ?5/(х) обозначим 
оператор, определённый равенством Тз/ = Из/-

Лемма 2. Пусть Т\ Э Т2 Э • • • Э 7П ~ последовательность интервалов такая, что

Л = [ал-, Дь] С (0,1), с/Ы((Л)с,Л+1) < |Л+1|, 1 < к < п. (3.6)

Тогда для любого числа 0 € р| Л и любой функции / € Д2(1И2)

п —1
Л/ 5 Ро / + + ?Л(Т58(Л)/). (3.7)

л=1

Доказательство. Пусть 0 € П Л. Для любых Л и Л имеем

?«,!./(() = 0я(6)?(Л(6 + <1в))7(х). (3.8)
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Полагая
го = 0' Г‘ = Л&- 1 < к < п, ж* (39)

из (2.3) получаем

гл
^я(б) = ^^гк-.-гЛб) +^2гт.я(6),

*=1
(3.10)

где т = тах{2к : г» < Я). Обозначим

П№) = Г?Г..Г1,+1Л№), 0 < к < тп, — " *
Гт/«=Г’,„.ЯА/(х).

Тогда ввиду (2.9) имеем

Г*/(€) = ^г,_ьгь(6)0(Л«2 + €1*))/(*), 1 < к < т,
Г,п№) = ^2гт.Л(€1 )Ж€2 + 6^))/(х),

и, следовательно, из (3 10) получим

т

к=0
(3.11)

Чтобы доказать Г*/ = Г*(Т«5(7ж)/), * - < тп, достаточно установить, что

5дрр^2гй,гь+։(6)0(Л(€2 +€10)) с -5(Л), 
>

8ирр^2Гт,н(€1)^(Л(€2 + €10)) с -5(7П|).
(3-12)

Действительно, из (2.5) и (2.3) следует, что

8ирр^2Г։,,Гк+1«1)0(Л(€2 +€10)) = {(€1»€г) : гк < €1 < 2г*+ь |€г + €10| < д}•

Последнее множество есть параллелограмм с вершинами (гк,гк0 ± ^) и 
(2т-а.+1,274+10 + £)• 3™ веРшины лежат в секторе |5(Л), так как

-б>±1Л1, 1^+11.

Гк 6 ’ 2г*+1 6

Отсюда вытекает (3.12).
Используя Лемму 1, заключаем, что при 1 < к < тп, имеем

|Г»/| < (Лг։+1т1п{|в-а*|||в-Д|} + 1)(?аЛТ.5(л)/)+Р3։(Т|зд)/)). (3.13)
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Заметим также, что
|Го/| < Ро/.

|гто/Г<Рвт^(Лп)/.

Так как 6 6 Л+1 С Л, из (3.6) получим

тт{|0 - а*|, |0 - 0д|} < 2|Л+1|-

Последнее вместе с (3.9) даёт

Лгк+1 шш{|0 - аь|, |0 - /3*1} < 12-

(3-14)

(3-15)

Учитывая (3.13), получаем

|Г»/| < Га„ (Г. $(Л)/) + (Т}5(Л)/)’ 1 < к < т

Теперь (3.14) и (3.15) завершают доказательство Леммы 2. Отметим, что (3.15) 
используется только в случае тп = п.

Доказательство Теоремы 1. Не умоляя общности можно предположить, что 
П С (0.1/4). Сначала заметим, что достаточно доказать теорему в случае, когда 
условие (1.2) в определении /У-лакунарных множеств заменено на

^оо| < |^А.֊+1 ^ос| 4 (3.16)

Можно также предполагать, что и» Яд-1 при {и,} € Яд- \ Яд—1. Фиксируем 
множества Я1 С Яг С • • • С С Яд/ = П из определения /V-лакунарности. 
Фиксирем угол в € Я и R, Ь, > 0. Допустим, что

О € Ят \ Пт_1 при некотором тп < IV. (3-17)

Обозначим через (7д. множество интервалов, концами которых являются соседние 
точки из Яд. Можно выбрать последовательность интервалов Уд. = [ад., /Зк] € С?д, 
к = 1,2, • - •, гп такую, что

ее Р| Л, 0 = ат =
1<к<тп

Очевидно, что последовательность .7д. удовлетворяет условиям Леммы 2. Следо­
вательно,

т
\м»/\2 < {м„/ + + мЛ(т.5(Л)/))}г

/с=1
гл • г Ч.ю ♦ I ММ И? 1

~ |М0/|2 + т^|Л/«,(Т35и|/)|2 + |Мвь(Три)/)|։. 
/с = 1
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Суммируя по всем интервалам J = (a,0) G Gt, получим

sup|M>/l2 5 |м0/|2 + лг£ £ |JW<.(T։s(/)ni։ + |ms(Tjsu։/)|։. (3.18)
в6° *=1 J=(a,0)€G*

Учитывая, что максимальный оператор имеет тип (2,2), для любого \ < к < М,

' Е |AMTjsu>/)|։ 4jA/e(Tjs(.,)/)|2dx $
R2 J=(a,0)EGi.

Наконец в силу (3.18) получим

' sup |Me/|2dx <
IR2

Теорема 1 доказана

Abstract. Let Q be a set of directions (unit vectors) on the plane. Denote by 7Zq the 
set of all rectangles which have a side parallel to some direction from Q. The paper 
studies maximal operators defined by Mnf(x) = suplGB6Rn fR |/(l/)l^!/- Given 
an integer N, we define N-lacunary sets Q and prove the inequality ||Mnf(x)||2 < 
AT||/||2.
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