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Резюме. Пусть Х(£), I € 1Л - центрированный вещественнозначный стационар­
ный гауссовский процесс со спектральной плотностью /(А). В статье рассмат­
ривается вопрос об асимптотическом распределении теплицева квадратичного 
функционала (}т от процесса Х(£). Получены достаточные условия в терминах 
/(А) и ядра, гарантирующие выполнение центральной предельной теоремы для 
стандартно нормированных квадратичных функционалов (?т, распространяя ре­
зультаты Аврама (1986), Фокса и Такку (1987), Гирайтиса и Сургайлиса (1990). 
Гиновяна и Саакяна (2003) для процессов с дискретным временем на процессы с 
непрерывным временем.

§1 . ВВЕДЕНИЕ
Пусть Х(1), £ € 1И - центрированный, вещественнозначный стационарный гаус­
совский процесс со спектральной плотностью /(А) и ковариационной функцией

r(t), т.е.

еш /(A)dA. (1-1)

Рассмотрим вопрос об асимптотическом распределении (когда Т —> оо) следую­
щего теплицевого квадратичного функционала от процесса Х(£) :

QT = [ f g(t - s)X(t)X(s) dt ds, 
Jo Jo

(1.2)
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где

/
+ос 

емд(Х)ЛХ, ив

■ОО
(1.3)

есть преобразование Фурье некоторой чётной функции </(А), Л 6 П< Назовём д(Х) 
порождающей функцией функционала,фг.

Предельное распределение функционала (1.2) определяется спектральной плот­
ностью /(Л) и порождающей функцией д(Х), и в зависимости от свойств по­
следних, может быть гауссовским (т е. для С?т с соответствующей нормировкой 
имеет место центральная предельная теорема), или нс гауссовским. Рассмотрим 
следующие вопросы :

а) При каких условиях на /(А) и д(А) предельное распределение будет 
гауссовским ?

Ь) Описать предельное распределение если оно не гауссовское?
В настоящей работе мы касаемся вопроса а). Для процессов с дискретным време­
нем этот вопрос был впервые рассмотрен в классической монографии Гренадера 
и Сегё [11], как применение их теории об асимптотическом поведении следа про­
изведения усечённых теплицевых матриц. Позже эта проблема была изучена И. 
А. Ибрагимовым [13] и М. Розенблатом [16], в связи со статистическими оценка­
ми для спектральной (7?(А)) и ковариационной (г(£)) функций, соответственно. С 
1986 года интерес к вопросам а) и Ь) возрос в связи со статистическими вывода­
ми для сильно зависимых процессов (см., например, Аврам [1], Фокс и Такку [4], 
Гирайтис и Сургайлис [9], Террин и Такку [17], Танигучи [20], Танигучи и Ка- 
кизава [21], Гиновян и Саакян [8], и библиографию в них). В частности, Аврамом 
[1]. Фоксом и Такку [4], Гирайтисом и Сургайлисом [9], Гиновяном и Саакяном [8] 

были получены достаточные условия для выполнения центральной предельной 
теоремы для квадратичных форм (^т

Для процессов с непрерывным временем вопрос а) частично изучен Ибрагимовым 
[13] и Гиновяном [5], [7].
В этой работе получены достаточные условия на функции /(А) и <ДА), гаран­
тирующие выполнение центральных предельных теорем для стандартно норми­
рованных квадратичных функционалов (^т, распространяя результаты Аврама 
[1], Фокса и Такку [4], Гирайтиса и Сургайлиса [9], Гиновяна и Саакяна [8] для 

процессов с дискретным временем на процессы с непрерывным временем.
Введём следующие обозначения : через (^т обозначим стандартно нормирован­
ный квадратичный функционал

&г = ~= ^т֊ЕС^т). (1.4)
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Запись
<2т <^=> ЛЧО,^2) при Т ֊> 00 (1.5)

будет означать, что распределение случайной величины С^т стремится (при 
Т —> оо) к центрированному нормальному распределению с дисперсией а2. Через 
Ет(/0) обозначим усечённый теплицевый оператор, порождённый функцией ф € 
£1(П1) (см. [И]. [13]) :

[Ет(^)ц](Л) = { ф(Х - д)ц(д)с/д, и(А) 6 £2[0, Т], 
/о

(16)

Л
где ф(-) - преобразование Фурье функции ф(-).

Наше исследование асимптотического поведения квадратичного функционала 
(1.2) основано на хорошо известном представлении кумулянта Л:-того порядка 
Хк( ) функционала <2т (см., например, [11], [13]) : 

Хк(<М =
О,
Т-‘/։2*-1(к_1)Цг[Вт(/)Вг(3)]‘,

при
при

к = 1
к >2,

(1.7)

где 1г[А] означает след оператора А.

Через С, М,Ск, обозначим постоянные, которые могут быть разными в раз­
ных формулах.
Статья организована следующим образом : В §2 формулируются основные ре­
зультаты статьи ֊ Теоремы 2.1 - 2.5. В §3 доказываем некоторые предваритель­
ные результаты, а §4 посвящён доказательствам основных результатов.

§2 . РЕЗУЛЬТАТЫ
Основными результатами данной статьи являются следующие теоремы, где без 
ограничения общности предполагаем, что /,д € Е1(1Н) и д > 0. Положим

= 16я3 /'°°/2(А)р2(Л)<1А. (2.1)
У — оо

Теорема 2.1. Предположим, что / • д € ЬЧП^.) П Е2(1К) и при Т —> оо

Х2(«т) = ֊(г[Вт(/)Вт(а)]г —> 16»5 /”°°/2(А)/( А) <1А. (2.2)
-Ь «/ —оо

Тогда, (?т (==> 7У(0,сго) при Т -> оо.

Теорема 2.2. Если функция

Ф(х1,х2,хз)= [ /(и)д(и-Х1)/(и-х2)д(и֊хз)с1и (2.3)
У—оо

принадлежит £2(1В !) и непрерывна в точке (0,0,0), то Цт &=> Л^О,^) при
Т —> оо.
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Теорема 2.3. Предположим, что /(Л) € ЬР(1И) (р > 1) и д(А) € Ь'7(1Я) (<? > 1) с 

1/р + 1/д < 1/2. Тогда <==► ^(О^о) ПРИ т “>

Теорема 2.4. Пусть / € 1л(1Н), д € £‘(1К), /д € Ь2(Ш.) и

г+о° Г+о° „/2(А)д2(А - д) </А—► / / (А)«72(А)с/А при д->0. (2.4)
-ОО •'-00

Тогда От <==> ЛГ(0.<То) ПРИ т 00 •

Пусть 57(П^) _ класс медленно меняющихся в нуле функций и(А), А € Ш., 

удовлетворяющих условиям

и(А) € Пш«(А) = 0,
А—>0

и(А) = и(-А), 0 < и(А) < и(р) для 0 < А < р.

Теорема 2.5. Пусть функции /ид интегрируемы на 1В и ограничены на 

1И \ (-я՜, 7г) и пусть

/(А) < |АГОМ(А), |9(А)| < |АГ3Г.2(А), Ае|-М], (2.5)

где М(А) и Ь2(А) ֊ медленно меняющиеся в нуле функции и

а < 1. 0 < 1, а + (3 < 1/2 и Д, € 57, А-(а+^Т։(А) Е Т2(Т), г = 1,2. (2.6)

Тогда (^т С==> ТУ(0,(7о) при Т -> оо.

Замечание 2.1. Для р = 2, д = оо Теорема 2.3 была доказана Ибрагимовым 
[13], а общий случай установлен Гиновяном [7]. Здесь мы приводим другое 
доказательство, основанное на Теореме 2.2.

Замечание 2.2. Аналоги Теорем 2.1 и 2.4 для процессов с дискретным временем 
были доказаны Гирайтисом и Сургайлисом в [9], дискретные аналоги Теорем 2.2 
и 2.5 доказали Гиновян и Саакян в [8], а дискретный аналог Теоремы 2.3 доказал 
Аврам в [1].

§3. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Лемма 3.1. Пусть Вт(/) и Вт(д) - усечённые теплицевы операторы, по­
рождённые функциями / Е Т։(1К) и д € Т^ТИ), соответственно. Тогда

[Вт(/)Вт(д)]~ = / Ст(т1 - 1з)Ст(тз - Х2)Ст(т2 - х4)(7т(а;4 - Т1)х
Зтн՝ (3.1)
х fMf(тշ)g(xз)g(x^dXldxշdx3dz4.
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где
ГТ р1Ти _ 1

Ст(и) = у е’4“ Л = ——— = €<Ти/2 • £>т(и) (3.2)

а - ядро Дирихле, задаваемое формулой

£>т(и) =
sin(Tu/2)

й/2 (3-3)

Доказательство. Используя (1.6), нетрудно проверить, что [Вт(/)Вт(д)]2 яв­
ляется интегральным оператором с ядром

— / / / r(t - ui)g(ui - ii2)r(u2 - u3)g(u3 - s)dui du2du3,
jo Jo Jo

где г(£) и д(1) определены в (1.1) и (1.3). Согласно формуле о следах интегральных 
операторов (см. [10], §3.10), имеем 

tr [ВТ(/)ВГ(9))2 = [ K(t,t)dt =

Jo

= r(t - ui)g(ui - u2)r(u2 - u3)g(u3 - t) dui du2du3dt
Jo Jo Jo Jo

(3-4)

Учитывая (1.1), (1.3) и (3.2), из (3.4) получим (3.1). Лемма 3.1 доказана. 
Рассмотрим ядро

Фт(и) = Фт(^1,и2,пз) =
1

8тг3Т • Dt(hi)Dt(u2)Dt(U3)Dt(ui + «2 4֊ из). (3.5)

Лемма 3.2. Ядро Фт(и) обладает следующими свойствами :

a) sup / |Фт-(и.)| <iu = Ci < оо;
г 7ir3

6) f Фт(и) du = 1;

с) lim / |Фт(и)| du = 0 для любого 6 > 0;
Т-ЮО Ущс

d) для любого 8 > 0 существует постоянная М& > 0 такая. что

I Ф^(и)</и < Мб для Т > 0, 
Jie;

(3.6)

где IEj = 1R3 \ 1Е^ и = {(ui,U2,ttj) € IR3 : |u,| < 6. i = 1.2.3}.



54 М С. Гиновян. А. А. Саакян

Доказательство. Доказательство свойств а) - с) можно найти в [2] (Лемма 3.2).

Чтобы доказать с1) сначала заметим, что

|^т(и)| < С6 для Т > 0. (3.7)Ы > 6,

Для и = (и1,и2,из) € 1Д3 имеем

I Ф^(и)//и < у <1>г(и)с/и 4֊ у Ф|-(и)б/и 4֊ у Ф^(и)с/и =: Л 4֊/г 4֊/з. 

3 |т|>в |«2|><5 1«з|>^
(3.8)

Достаточно оценить Ц :

Д < у Фг(и)бД14- у Ф|’(и)</и4֊ 

|и2|>й/3 |гц|><5, |из|><5/3

|и։|><5. |«*а|<<5/3. |из|<$/3

(3.9)

Согласно (3.7)

// *'< Сб ֊ У Д)7՝(и2)Р7’(из)1>^(и1 4-7/2 4֊ из)^Ц1Г/из^Ц2 <

г 112|>4/3 (3.10)
<С6 / — <Ь2<М6.

У “2 I
|||2|>6/3

Аналогично, 
/)” < 1И,. (3.11)

Заметим, что в интеграле Ц имеем |г/1 4-иг 4-из| > 6/3, следовательно, согласно 
(3.7)

( — ^6 • 7р2 у £,т(и1)^т(и2)^п(из)^«2^зб/и1 < С& У ^2 — ^<5֊
1«1|>^ |и։1><5 1

(3.12)
Из (3 8) ֊ (3.12) получим (3 6). Лемма 3.2 доказана.

Лемма 3.3. Если функция Ф(и) € Д1 (П4 3) П Д2(1И3) непрерывна в точке (0,0,0), 
то

Пт / Ф(и)Фт(и)<Й1 = Ф(0,0,0), (3.13)
Т-*Э°71ЯЗ

где и = (и1,и2,и3) и Фт(и) определено в (3.5).
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Доказательство. В силу Леммы 3.2 Ь) имеем

Rt ■= Ф(и)Фт(и)(/и- Ф(0) = [ (Ф(и) - Ф(0)]Фт(и)</и. (3.14)
^ПЧ.5 JIR3

Для любого € > 0 можно найти <5 > 0 такое, что

|Ф(и) - Ф(0)| < тг (3 15)

где С1 - постоянная из Леммы 3.2 а). Рассмотрим разложение Ф = Фг + Ф? такое, 
что

||Ф,||2<^= и ЦФ2Ц00 < оо, . (3.16)

где Мд определена в Лемме 3.2 <1). Применив Лемму 3.2 и (3.14) - (3.16), для 
достаточно больших Т будем иметь :

|Лт| < / |Ф(и) - Ф(0)||Фт(и)|</и + / |Ф1(и)||Фг(и)|Л1+
О

Отсюда и из (3.14) получим (3.13) Лемма 3.3 доказана.
Положим

= — [ С?т(А1 — Аз)Ст(Лз — Aj)Gt(A4 — Ai)Gr(A2 — Л4)</А1б/А2б/Лз</А4 (3.17) 
JA

и пусть С/ос (IR/1) - пространство непрерывных на JR" функций с ограниченным 

носителем.

Лемма 3.4. Если f € C/o^IR'1), то

lira / fdpr = ^3 I /(u,u. u,u)du. (3.18)
Jir

Доказательство. Сделав замену переменных

Aj = u, A3 — A2 = Ui, A4 — A) — uo, Аз — A4 — U3.

из (3.2) - (3.5), (3.17) и равенства

бгт(и1)б'т(м2)б?т(из)Ст(-П1 ֊ иг - из) = Dt(u^Dt(u2)Dt(u3)Dt(ui + «2 + из)
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получим

I f (1цт — / [ f(u՝u + u2 + из> w 4֊ ui 4- u2 4- из, « + U2)dux
J TR* /IR1 -'IR

x GtMGt{u2)GtMGt{֊u\ -U2- u3)duldu2du3 =: 87г3 / Ф(и)Фт(и)с1и,
VIR3

(3-19)

где u = («i,«2,1*3) и

Ф(и) = / f(u.u + «2 4- «з,« + «i + «2 + «3,« + U2)du. 
Jjr

Легко проверить, что функция Ф удовлетворяет условиям Леммы 3.3 и

lim Ф(и) = [ /(u, u, и, u)du. (3.20)
и—*(0,0,0) Уш

Следовательно применив Лемму 3.3, из (3.19) и (3.20) получим (3.18). Лемма 3.4 
доказана.

Лемма 3.5. Если f € L^IR), то

1) / |/(xi)|d|MT|<C1||/||L։(IR), i = 1,2,3,4, (3.21)
vdr?

2)/ |/(։,)/(^)|фт| < Cj||/Hb(n), i,j = 1,2,3,4, i/j, (3.22) 
VIR*

где Ci и C2 суть абсолютные постоянные.

Доказательство. Для Т > 0 имеем ■

|Gt(x)| < 27VrCr), where V>t(x) = -—, x 6 IR (3.23) 
1 + 1 |Z|

Применив неравенство

T I + «МтСс + v)dx < Cf^~6(u - v), <5 > 0, (3.24)

получим (при i = 1, 6 = 1/4)

[ \f(xi)\d\fiT\<CT3 f \f(xi)\il)T(Ti - хз^т^з - x2)ipT(xi ֊ xi)x
VIR4 JlR4
X 1рт(х2 - x4)dxidx2dx3dx4 < CT [ |/(xi)| [ ^(xi - x2)dx2dxi <

J1R JJR
< GII/lk’fiR)-
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что и доказывает (3.21) (при г = 1). Для доказательства (3.22) при ։ = 1. } = 2 
(например), применим (3.24) и неравенство Коши :

У I/(^1)/(®2)|7|дт| < СТ3 у |/(т1 )/(х2)|^т(х1 - ^з)^г(®з - ^г)^т(^4 - $1) < 

ПГ ПС
< СТ У \/(Х1)}(Х2)\^5(Х1 - Х2^Х^Х2 <

/R՜*’

( )1/2
< С < Т У /2(^1)^т’5(«1 - Х2^х^х2 > +

I пг2 )
(Г - ) 1/2 г

+ <Т /ЧягМтЧх!<С2 /2(ж)<£г.
I 'ПС } Упг

Лемма 3.5 доказана.

Лемма 3.6, Пусть /(щ,и2,ц3,щ) = [] /,(и,), где /, € 1?(1Я) Ь°°(1КЗ, ( =
€=1

1,2,3,4. Тогда имеет место (318).

Доказательство. Допустим ||/,||оо < А/ < оо, г = 1,2, 3.4. Применив теорему
Лузина, для любого £ > 0 можно найти функции Л։, дк. ։ = 1,2,3,4 такие, что

/. — 5. + 9х {֊'/ос(1^1)» ЦЛ,||ь>। /к։ < 115.11с < М, г= 1,2,3,4. (3 25)

Тогда

' /Лрт = ГГ(5. + Л։)^т = / ГТ 9х^рт + /т,
пт* -/пт ,=1 -/иг1 ։=1

(3.26)

где в силу (3.25) и Леммы 3.5

(3.27)

В силу Леммы 3.4 имеем

/ 1^1 / 1\
Нт / П^|(и/)б/рт= / ТТ^(и)^и =

Т->оо АА /П

= / ТТ[/,(и) ֊/1։(и)) с/и = / /(ц.ц. ц.иМи + 7. 
֊'ПЧ

(3.28)
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где

(3.29)

Из (3.26) - (3.29) получим (3.18). Лемма 3.6 доказана.

Лемма 3.7. Пусть ^(и) е 1Л(1Я) П АР(П<), 1 < р < оо. Тогда

Ат := ПВтадН» = о(Т1/р) при Т -> оо. (3.30)

Доказательство. Пусть №г положительное число, зависящее от Т, которое 

мы определим ниже. Положим

Мг = (Ае1И; МА)| > АН- (3-31)

Имеем

Ат = ||Вт(0)||оо = эир |(Вт(^)^,и)| = 
и€1>а(П1). ||и||з=1

вир 
и€12(1И). ||и||з = 1

1/>(£ — з)и(£)и(з) (11 (1з (3.32)

8ир
и€Ь2(1И), ||и||2 = 1

гТ гТ г+<Х)
I / и(з)</з / е|А('-‘^(А)с/А
О Л) -/ — ос

Квадратично интегрируемая функция и(£) также интегрируема на [0,7՜’]. Поэто­
му, меняя порядок интегрирования в (3.32), получим

Бир
ибГ2(Ш.), ||и||а = 1 ОО

' и(з)е 1лА с/з 
о

(3.33)

8Нр 
иб£2ЦК). ||и||а=1 ОО

о
2 

и($)ешЖ (IX.
О

Так как и(4) € Ху2[0,7"] с ||и||2 = 1, имеем |и(£) е։Л‘</ф < Г, по теореме 
Планшереля из (3.33) находим, что

Ат <2т^т + Т [ |^(0| Л, 
Мт

(3.34)

где Мт определена в (3.31). Покажем, что для любого р (1 < р < ос)

(1-р) (3.35)
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где

Действительно, в силу неравенства Гёлдера

Мт
1^(01^ <7т[т(Мт)](₽ 1)/Р

(3.36)

(3.37)

где т(Мт) - мера Лебега множества Мт- Далее, в силу неравенства Чебышева, 
получаем

тп(Мт) < 77 1УТР. (3.38)

Из (3.37) и (3.38) следует (3.35). Теперь из (3.34) и (3 35) будем иметь

Ат < 2тг#т + 1^~р. (3.39)

Если ф Е Ь°°(1К), то беря ЛГ7 = ||^||оо Для всех Т > 0, получим 77 = 0 и из (3.39) 
вытекает Ат = 0(1).
Допустим теперь ф £ Т°°(1К) и для фиксированного Т > 0 рассмотрим функцию

/г \ 1/р

Г(ЛГ) = ДГ - Т^р I |V»(А)|₽ </А ) , ЛГ € [0, оо).
V {А^(А)|>ЛГ} /

Так как Г(0) < 0 и Пшдмоо Г(ЛО = +оо, то существует положительное число 

/V = //7 такое, что Р(№р) = 0, т.е.

7УТ = Т1'р ( [ \ф(Х)\р </а) = Т^гт- (3 40)

М{Л:||/,(А)|>ЛЛг} /

Легко видеть, что при условии ф £ £°°(1К) из равенства (3.40) вытекает 
Пт7_>оо ЛГг = оо. Следовательно 7т = о(1) и из (3.39) и (3 40) получим, что 
А7 < 8Т1/р7т = о(Т1/р) при Т -> оо. Лемма 3.7 доказана.

Лемма 3.8. Пусть ф Е Ь^К) П £2(1К.). Тогда

7?||Ят(^)Н2 ֊> 2^11^112 при г -+ ос. (3.41)

Доказательство. Ввиду (1.6), вычисляя стандартную норму Гильберта֊1Пмид֊ 

та (см. [10]), получаем

^НВтМН’= = / / |$(։-»)!*** =
1 1 Jo JQ

= ? /Тт(т ֊ <и = у^1 --)иг)|2Л.
(3.42)

Переходя к пределу при Т ֊+ оо и используя равенство Планшереля. из (3.42) 

получим (3.41). Лемма 3.8 доказана.
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Лемма 3.9. Пусть У(<). * € ПА - вещественнозначный, центрированный, сепа­
рабельный гауссовский процесс со спектральной плотностью /у (А) € ЛЧПА.) П 

Л2(ПА). Тогда распределение нормированной квадратичной формы

Ьт := 4= | Г У2(0 Л - ИВ / У 2 (£) (Н | (3.43)

\/Т у/о ՝ /

стремится (при Т -4 <х>) к нормальному распределению 2У(0,сгу) с дисперсией 
/+ 00

/т(А)</А. (3.44)
-00

Доказательство. Пусть Л(£) - ковариационная функция У(0. Для Т > О 
обозначим через Aյ = А?(Т), ] > 1 собственные значения оператора Вт(/у) 
(см. (1.6)). и пусть е>(£) = еДГ.Т) € ^(О.Т), 1 > 1, - соответствующие 
ортонормальные собственные функции, т.е.

/ Д(£ — з)ед(з) «/в = Дле7 (0, У > 1.
Л

В силу теоремы Мерсера (см., например, [10], §3.10), имеем
ОО

11(1 - з) = Л7е/<)е;(з)

(3-45)

(3.46)

с положительными и суммируемыми собственными значениями { А7} Итак имеет 
место разложение Карунна Лоева (см., например, [15], §34.5)

ОО

у(') = Е^СА(0. (3.47)
>=1

где {£,} суть независимые ^(0,1) случайные величины. Следовательно, в силу 
(3.43) и (3.47)

= 4= ֊ П- (3.48)

/=1

Обозначим через Хк(Тт) кумулянт к-го порядка Ьт- В силу (3.48) (ср. с (1.7)) 

Хь(Ьт) = |
получаем

О, при к = 1,
(Л: — 1)!2*~1Т_*/21г[Вт(/у)]*, при к >2. (3’49)

Из (3.49) и Леммы 3.8 имеем
2 г+оо

Хг(Ьт) = у;11 Лт(/у)||2—► 4тг / /у(А)с?А при Т -> оо. (3.50)
-“ОО

Далее, согласно (3.49) для к > 3

1х*(Ьт)| < с ֊||Вт(/г)||1 (3.51)

гле АТ = ||Вт(/г)||ОО* В силу Лемм 3.7 и 3.8 правая часть неравенства (3.51) 
стремится к нулю при Т —> оо. Лемма 3.9 доказана.
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§4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ОСНОВНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ

Доказательство Теоремы 2.1. В силу Теоремы 16.7.2 из [14], процесс Х(4)
допускает представление скользящего суммирования

/+оо
а(1֊з)Щз), (4.1)

__ . _ ’°° 

где 
г+оо 
/ |а(4)|2 24 < оо, (4.2)

У —ОО

а £(з) - процесс с ортогональными приращениями такой, что 1Е[2£(з)] = 0 и 
1Е|2£(з)|2 = (1з. Более того, спектральная плотность /(А) имеет вид

/(А) = 2я |а(А)|2,

где а(А) - обратное преобразование Фурье функции 2(4). Положим

а։(А) = (2я)‘-'2а(А).(9(А))1/2,

где р(А) - порождающая функция, и рассмотрим процесс У(4) (4 €

(4.3)

(4.4)

ПО, опре­

делённый равенством

21(4 - з)<^(з), (4.5)

где 21(4) - преобразование Фурье аДА), а £(з) определён в (4.1). Так как /д € 
Ь1 (1Я), то согласно тождеству Парсеваля будем иметь

/*+ОО /*4-00 /* + 0С
' |21(4)|224 = 2тг / |а1(А)|22А = 4я2 / /(А) д(Х) с/А < ос. (4.6)
-ОО У֊оо У-оо

Итак, У(£) - стационарный процесс со спектральной плотностью

<^(А) := |<*1(А)|2 = 2я/(А) р(А). (4.7)

Так как по предположению /(А)<?(А) € ЬДШ ) А 7/2 (1И|. то процесс У(4), опре­
делённый в (4.5), удовлетворяет условиям Леммы 3.9. Поэтому, из Леммы 3 9 и 

Леммы 4.1 ниже, следует Теорема 2.1.

Лемма 4.1. В условиях Теоремы 2.1

УагЦЭт - Тт) = о(Т) при Т -> оо, (4.8)

где С?т и £т определены в (1.2) и (3.43), соответственно
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Доказательство. Согласно (1.2) и (4.1) имеем

д(1 - з)а(1 — и] )а(з - из) (11 (1з

Аналогично, в силу (3.43) и (4.5)

Ьг 2(4 - и1)а(а - из) (11

Положив
/'Г /*г

^1т(«1>иг) = / / <?(4 - $)а(4 - и1)2($ - и2) 24 2$
Уо Уо

и

</2т(«1,и2)= / I 6(4 - «)а(4 — и1)а($ — и2) 24 2$ = / а(4 —и1)а(з 
уо уо Уо

из (4.9)֊(4.12) получаем

= / р1т(и1,И2) - ^2т(и1,П2)] 2£(из)2£(и2).
У1Н.2

Так как Х(4) является гауссовским процессом, то

2-
пг2

Положим

Р1(А1, Аг,д) = а(А1)а(А2)<7(р), 

Р2(А1,А2,д) = а1(А1)а1(А2)6(д) = а(А1 )а(А2)[д(А1)]1/2[^(А2)]1/2.

Согласно равенству Планшереля

- (2тг)՜ / / Ст(А1 ֊ р)Ст(р - А2)р.(А1, А2.р) 2р 2А1 2А2 =
У1Я2 Ут

. Саакян

(4.9)

(4.10)

(4.11)

■ «г)<й.

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(416)

(417)

(4.18)

пг2 1Я
= (2я)2Т| |р.|\2Т,

где Ст(и) определён в (3.2), ||р||^ = (р,р)т,

(р«Р )т — / р( Ах, А2, Аз)/У(А1, А2, А4) б/рт՝,
У ЕС1

а мера рт определена в (3.17).

«
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Так же как в (4.17) (см. также (4.14)), будем иметь

Уаг(Зт - £т) = втРТНр! - р2\\2т. (4.19)

Для любого К > 0 рассмотрим множества

= {и € 1Я : |а(и)| < Я}, Е* = {и 6 1И : д(ц) < К}, (4.20)

И ПОЛОЖИМ
pf (и) = Pi^XiMXiMXiM^

Рг (и) = P2(u)xf(wi)xfЫх? Мх*М,
(4.21)

где и = (и1,и2,из) 6 IR’, а^^(и) - характеристическая функция множества , 
j = 1,2. Тогда

НР1 ֊ Рг|1т < 3 (||рГ - Р2 Нг + IIpi ~ Pi Нт + 11Р2 “ Р? Нт)• (4 22)

Теперь, из (4.15), (4.16) и (4.21) следует, что ||рГ - р£ ||т = /ж՛ Г</дг, где Г = 
Г(и1,Ц2,из,Н4) является суммой четырёх функций, удовлетворяющих условиям 
Леммы 3.6. Поскольку Г(ц,и,ц, и) = 0 при и € Ш., то применив Лемму 3.6 
получим

НрГ-Р?11т = / Г(иуи,и,и)с1и = 0. (4.23)
т-юо Упг

Далее, согласно (4.18)

IIpi II?-= НрГ + (Р1 -рГ)Н? = 11р111? + 2(рГ.Р1 -Р?)т + 11Р1 -pfll?-

Следовательно

||Р1 -Р1К||? < lllpill? ֊ НрЭД + 2|(рГ.Р1 -pf)r|. (4.24)

В силу (2.1), (4.17) и Леммы 3.1

||р։||т = (2,r)-։ltr (Вг(/)Вт(9)]2 ֊» 2" / /2(u)92(u)dU, (4.25)
1 Jtr

а согласно Лемме 3.6 и (4.17)

llpfllr -* 27Г [ f2(u)92Mduy где Нк := {u С IR : f(u) < Ку д(и) < К}. 
JHK

(4.26)

Из (4.25) и (4.26) находим, что

lim (HpiIIt “ IIpFIIt) = [ f~(u)g2(u)du = o(l) при К -> ос. (4.27)
Jm\HK
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Оценим последний член в правой части (4.24). Обозначим

Гл-(Ц1.Ц2,из-U-») = Pi (W1,U2,U3) [pi(ui,U2> щ) -Pit(«i,W2>U4)] •

Из (4.20) и (4.21) имеем 
ч 

|а(и1)| < К, |а(и2)| < К, д(из) < К, <?(щ) > К, 1Г ГИщ,и2,ц3։щ) # 0.
(4-28)

Далее, для любого £ > К и и = (1x1,122,1x3,1x4) имеем

(р?.Р1~рГ)т = / Гк(и)ймг= [ Гя(и)х2 (и^рт + Д (4.29) 
-/пг* ֊/из?

где с некоторой постоянной С/<, зависящей от К

\1\<Ск [ 9(и4)(1-Х2(«4))</|рт|. (4.30)

Из (4.15), (4.16) и (4.21) следует, что Г/<(и)х2 (щ) является линейной комбина­
цией функций, удовлетворяющих условиям Леммы 3.6. Применив Лемму 3.6 и 
учитывая, что Гк(и,и,и,и) = 0 при и 6 1Я (см. (4.28)), получим

Нт [ Гк(и)х2 (и4)^рт = / Гк(ц,и,и,и)х2 (и)(1и = 0. (4.31)

ч

Для заданного € > 0 и при достаточно большом £, с учётом (3.21) имеем

Ск [ д(и) (1 - Х2 (и)) (1\цт\ < Ск I д(и}Ли<Е. .132) 

{и: д(и)>Ь}
Из (4.29) - (4.32) получаем

lim (pf, pi -р?)т = 0. 
Т ->оо

Отсюда и из (4.24) и (4.27) следует

Наконец, докажем, что

lim ||р։ -pf ||т = 0.
T—>00

lim
T —>oc

IIP2 - P? Ht = 0.

(4-33)

(4.34)

Действительно, согласно (4.16), (4 21) и (3.22)

11р2-р*11т< / [1 - x^M]fMgMf(u2)gMd\pT\+ 
JIR.4

+ [ [1 ~ Xi (w2)]/(ui)^(ui)/(w2)</(u2)c/|pt| < 
JIR4

f^(u)g4u)du 4- f f2(u)g2(u)du = o(l),

•'{u !j(u)|>k՜}

когда К -> оо (равномерно по Т). Из (4.19), (4.23), (4.33) и (4.34) вытекает (4.8).
Доказательство Леммы 4.1 завершено. Теорема 2.1 доказана.
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Доказательство Теоремы 2.2. Сделав замену переменной Х1 = и, Х1 — хз = их, 

хз ~ х2 — и2 и х2 ~ х4 — из> из (3.1) получаем

и [Вт՝(/)5т(р)]2 = [ Ст(их)Ст(и2)Ст(из)Ст(~их — - из)х
(4.35)

* /(и)д(и ~ и1)/(и - «1 - и1)д(и -иг - иг - из) (1и(111у (1и2 (1из, 

где Ст (и) определено в (3.2). Учитывая равенство

еш։(Т+1)/2 . еша(Т+1)/2 . еш3(Т+1)/2 . е-»(и։+иа+и։)(Т+1)/2 _ !

и чётность функции Рт(и), из (4.35) получим

и [Вт(/)^т(д)]2 = 87г3 [ Ф(и1,и2,из)Фт(и1,и2,из)^1^и2^з, (4.36)

где функция Фт(гн,и2,из) определена в (3.5), Ф(их,иг,из) = <^(их,их + иг.их + 
иг + из), а </?(их,иг, из) определена в (2.3). По Теореме 2.1 и (4.36) нужно доказать, 
что

Вт / Ф(и)Фт(и)с/и= / У2(х)д2(х) (1х. (4.37)

Теперь, поскольку функции <?(иь иг.из) и Ф(их, иг, из) = <^(их,их+иг, их+из+из) 
интегрируемы с квадратом и непрерывны в точке (0,0,0). и

Ф(0,0,0)=/ У2(х)д2(х) (1х,

из Леммы 3.3 получаем (4.37). Теорема 2.2 доказана.

Доказательство Теоремы 2.3 : Согласно Теореме 2.2 достаточно доказать, 

что если

/, е £1(П1)Г|Ь','(К). 1<Р!<оо. ։ = о,1,2,3, <4 38)

то функция

<р(1) := [ Уо(и)У1(и - *1)Уг(и - *г)Уз(и - *з)<й*» 4 = (<х,*2.*з) € ПТ (4.39) 
Упз.

принадлежит £2(1Я3) и непрерывна в точке (0,0,0).
Из неравенства Гелдера и (4.38) следует, что

з
|^(4)| < Ц НУ.Пгя.(1Я) < оо, I = («хЛг,<з) € П<3.

1=0

Следовательно, 6 £°°(П<3). С другой стороны, из условия У, € 1г(1К) и (4.39) 
следует, что € £։(1К3), значит <р е £2(Ш. ՝).
Для доказательства непрерывности функции <^(1) в точке (0,0,0) рассмотрим 

три случая.
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Случай 1. р, < оо, € = 0,1,2,3.
Для любого с > О можно найти 6 > 0 такое, что (см. (4.38))

||У,(и - I) - /։(и)||ьр<(пг) < I —1,2,3, |/| < <5. (4.40)

Фиксируем 1 = (^Л2.г3) с К| < <5 и положим

Л(и) =/.(и + *•) -/«(и), г = 1,2,3.

Тогда из (4.40) следует Ц7»Пр. < е, < = 1,2,3. Итак, в силу (4.39)

г з
¥>(։) = / /о(и) П ОМ + Л(«)) = ¥>(0.0,0) + №.

1=1

Каждый из пяти интегралов, составляющих И', содержит по крайней мере одну 
функцию /, и может быть оценён следующим образом :

Уо(и)У1(^)У2(и)Уз(и)«/и 
1Я

< ||/։,1кр.|1Л1|։.₽1||Л(и)1к.։||/з||£р։ < Ае.

3
Случай 2. р, < оо, ։ = 0,1,2.3, £ ± < 1.

1=0
Существуют конечные числа р' < р,, г = 0,1,2,3 такие, что £2։_0 ^/р\ < 1- 
Тогда согласно (4.38) имеем У, € Ь₽՛', I — 0,1,2,3 и функция <р непрерывна в 
точке (0,0,0) так же, как и в случае 1.

з
Случай 3. р, < оо, I = 0,1,2,3, У՝ = 1.

1=0
Сначала заметим, что по крайней мере одно из чисел р։ конечно. Допустим, без 
ограничения общности, что ро < оо. Для любого б > 0 можно найти функции 
Уб՝ Уо такие, что

/о = Уб + Уо> У^бЬ-т |№₽о<е. (4.41)

Следовательно
„>(1) = + <?"(։), (4.42)

где функции <р' и у" определяются так же, как функция <р в (4.39), заменив у0 
на Уб и /о» соответственно. Из (4.41) следует, что <р' непрерывна в точке (0,0,0) 
(см. Случай 2), а по неравенству Гёльдера |у?"(€)| < Ае. Поэтому, при достаточно 
малом |1| получаем

|<р(1) - <р(0,0.0)1 < |<р'(€) - <р'(0,0,0)1 + |<р"(1) - <р"(0,0,0)| < (Л + 1)е,

откуда следует результат Теорема 2.3 доказана.



Центральные предельные теоремы для теплицевых ... 67

Замечание 4.1. Заметим, что мы доказали, что при условии (4.38)

Нш I /о(и1)/1(и2)/2(из)/з(и4)(/дт = 8я3 [ /о(и)/1(и)/2(и)/з(и)^и

Доказательство Теоремы 2.4. По Теореме 2 2 достаточно показать, что если / 
и д удовлетворяют условиям Теоремы 2.4, т.е. / € £2(1Н), д € £2(1Л), /д € £2(1Л.) 
и имеет место (2 4), то функция

¥>(*) = / /(и)з(и-*1)/(и-«2)з(и֊*3)</и, I = (Ь,«2,е3) 6 П< 
У [R 

9
принадлежит Ь2(Ш.3) и непрерывна в точке (0,0,0).

Поскольку

<?2(0 = [ №)/(и)р(и - <1)5(ц - <1)/(и - Гг)/(и - 12)д(и - 13)д(ц - 13)(1и(1е. 
У1Я2

имеем

<р2(1)сИ= / д(и - «1)р(ц - Ь)Л1 / /(и ֊ *г)/(и ֊ <2)б/<2х
пгз Упг2 ик /ш

х ' д(и - *з)д(и - 1з) ^з /(и)/(ц) йи б/д <

Н/11г2( 1Н.) И^Н12(1Н.) /(и)/(и) б/и бЙ> < ОО.

Теперь докажем непрерывность <^(1) в точке (0,0,0). Пусть е > 0 ֊ произвольное 

число. Обозначим

ЕК = {и € 1И : |/(и)| < К}, /1 (и) = ХЕк («)/(«)> Л(^) = /(и) ֊/1(и),

где К > 0 выбрано так, что /2(и)р?(и)б/и < е. Тогда

/ = Л + /2»
||/111оо<К, [ 1Ци)д2[и)<1и<Е. (443)

Далее имеем 

<р(€) = / /1(и)р(и - Ь)/1(м - ^2)д(и - *зИи+

+ / /2(и)0(и ֊ *1)/(и “ *2)$(и ~ *з)<&+
Упг

+ [ Л(«)»(и - - ^д(и - *з) =: <^1 (О + <р2(*) + <^з(*)•
֊/[R

(4.44)
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Оценим функции </?*.(€), к = 1,2,3. Имеем

¥>1(։)= / /1(и)$(и - *1)/1(и “ *г) [$(и “ *з) - $(и)] <*и+ 
</1я

+ [ /1(и)р(и)/1(ц - *2) [$(ц ֊ м ֊ з(ц)] + / /1(и)»1 2(и)/1(и ֊ «2)</н =:

1<^з(*)| <е [ /2(ц)02(и)</ц.
֊'[R

Из (4.44) и (4.49)-(4.51) вытекает, что

Игл у>€) = <^(0,0, 0)

Теорема 2.4 доказана.

=: Л + /2 4- /з-
(4.45)

Применив неравенство Гёльдера, из (4.43) получим

|Л| < *<2|Ы|2 • 11$(и + *з) -0(и)1|2 = о(1) при ^з->0. (4.46)

Аналогично
|/2| = о(1) при -> 0. (4-47)

Из (4 43) следует, что

/1(ц 4- 12)д2(и 4- Г2)/1(и)с/и - /12(и)92(ц)</ц
1Н

Из ֊¥>(0,0,

< К ||/1(и + *г)52(и + *г) - /1(и)р?(и)||1 4-е = о(1) 4-е

(4.48)
при 12 —> 0. Из (4.45)-(4.48) при достаточно малом |€| получим

|¥>1(<0֊¥>(0,0,0)|<2е. (4.49)

Далее,

ПРИ К1 -> 0. Следовательно, с учётом (4.43), при достаточно малом |€| будем
иметь

к>2(*)1 [ f2(n>)g2(u)du.
Уш

Аналогично можно доказать, что при достаточно малом |€|

(4.50)

(4-51)
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Доказательство Теоремы 2.5. В силу (3.1) и (3.17), нужно доказать, что из 
(2.5) и (2.6) вытекает

bin / fMf(x2)g(x3)g(x4)dpT = 8л3 f j2(x)g2(x)dx. (4.52)
Т-+оо 1

Если a, 0 > 0, тогда из (2.5), (2.6) следует, что f G Ll^Q(IR), g € £’'a(IR), 

и результат следует из Теоремы 2.3. Предположив, что 0 < 0, из (2.5) имеем

g е L°°(IR).
Обозначим

если х €
в противном случае,

я я] 
L 2 ’ 2 J г °, 

I 5(z).
если х £ [—л, л]

в противном случае,$(*) =

и пусть f = f - f, g = g ֊ g. Тогда

֊! = [ fMf(x2}g(x3)g(x4)dpT+
T JjR-i 1

+ ֊ [ f(ii)7(x2')g(x3)g(x4)dpT + 7 / fMf(x2)g(x3)gMdpT =
J Jir/ ~ 1 J JR* ~

Так как /, g G L°°(IR) и f G Ll(IR) (см. Замечание 4.1), то получим

lim /у = 8л3 [ f(x)f(x)g2(x)dx ֊ 8л3 [ f2(x)g2(x)dx
T-¥ao J JR *'|։|>7

lim It = 8л3 [ f(x)f(x)g2(x)dx = 0.
T-*oo Jm

(4.53)

(4.54)

Далее,

= 1 [ /(т1)/(т2)д(гз)5(^)^т + ֊ [ 7М/(х2)д(х3)д(х^рт
Т Уп<4- - - 1

1 4

+ 1 [ /М/МдМд^ХА^цт з-- I [_М[7х2)д(х3)д{х^цт =■ ^т-
Т ~ ~ 1 3^ £=х

(4.55)

Учитывая, что
7} = ֊ / /(х1)/(х2)д(х3)д(х^рт,

I /[-Г,»]«՜

так же как для равенства (4.3) из [8], можно доказать, что

/
я /чг/2
/2(х)52(т)(£г = 8л3 / /2(т)^2(т)с1г. (4.56)

-я “ 7-Я/2
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Так как /(х])/(хг) Е Ь1^2) для любого € > о можно найти 6 > 0 такое, что

\f(xi)f(x2)\dxidx2 < €.
|ц -Х2|<<5

Так как д Е Ь°°(1Н), ввиду (3.23) и (3.24) при достаточно большом Т получим

я/2 я/2 */2
\Jt\<C T I I |/(xi)/(n)| I 

— ։г/2—я/2 — п/2

֊ хз№г(х2 - т3)х

я/2 я/2
\dx4dx3dx1dx2 < С [ f |/(ii)/(i2)|(l + T|xi — x2\)~1/2dxidx2 < 

J J
•я/2 -я/2

< С I \f(xi)f(x2)\dxidx2 4- (1 + Т6) 1/2 j |/(xi)/(i2)|dxidT2 < 2б. 

|z> —ха I <6 |z 1 -Z21 >6

Это означает, что

I lim Jj = 0. (4.57)

Аналогично

lim 
T —>oo

j| = o. (4.58)

Для оценки интеграла /у. в (4.55) заметим, что в случае |х, - т;| > |, ։ = 1,2, 
] = 3,4. Следовательно

С Г СЦт1 < у / 4 Hx1)l(x2)g(x3>)g(x4>)dx1dx2dx3dx4 < ^||/IIl>(ir)IMI1i(IR) -> °,

(4.59)
при Т —> оо. Из (4 55) ֊ (4.59) получим lim = 0. Отсюда и из (4.53) и (4.54) 

Т-4 ОО
вытекает (4.52). Теорема 2.5 доказана.

Abstract. Let X(t), t E IR, be a centered real-valued stationary Gaussian process 
with spectral density /(A). The paper considers the probability distribution of 
Toeplitz type quadratic functional Qt of the process X(t). Sufficient conditions in 
terms of /(A) and the kernel ensuring central limit theorems for standard normalized 
quadratic functionals Qt are obtained, extending the results of Avram (1986), Fox 
and Taqqu (1987), Giraitis and Surgailis (1990), Ginovian and Sahakian (2003) for 
discrete time processes.
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