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О СТЕПЕНИ ПРЕВАЛИРОВАНИЯ ВЫРОЖДАЮЩИХСЯ МНОГОЧЛЕНОВ И ОБ ИХ ГИПОЭЛЛИПТИЧНОСТИО. Р. Габриелян
Ереванский государственный университет

Резюме. В статье приводится метод определения числа Хермандера гипоэллип­тичности данного многочлена. Введено понятие превалирования одного много­члена над другим. Для таких многочленов доказано существование положитель­ного числа превалирования в Ш.2. Исходя из этого числа мы определяем число Хермандера гипоэллиптичности данного гипоэллиптического оператора от двух переменных.

§1. ВВЕДЕНИЕПонятие гипоэллиптичности дифференциальных операторов было введено Л.Хермандером как естественное обобщение понятия эллиптичности операторов (см. [1], [2]). Условия гипоэллиптичности сформулированы в терминах поведе­ния в бесконечности характеристического многочлена Р(£) = P(£i, • • •, (п), соот­ветствующего данному дифференциальному оператору P(D) = P(D\,..., Dn\ В частности, характеристический многочлен Р(£) гипоэллиптического оператора 
P(D} должен удовлетворять следующему условию : |P(f)| —> оо при |£| -> оо, где lei = +Тем не менее, условия гипоэллиптичности, полученные Л. Хермандером, труд­но поддаются проверке, и поэтому усилия многих авторов были направлены на изыскание более простых и легко проверяемых алгебраических условий гипоэл­липтичности. Первые попытки в этом направлении были предприняты самим Л. Хермандером, Б. Мальгранжом, Ф. Тревом, Б. Пини, Л. Каттабрига, В. И. Буренковым и др. (см. [3] - [7]), а другие результаты можно найти в [8] - [12]. В частности, в работе [8] В. П. Михайлов ввёл класс невырождающихся многочле­нов Р(£), модули которых стремятся к оо при неограниченном росте аргумента. Этот класс содержит класс регулярных гипоэллиптических многочленов.В работах [10], [11] получены некоторые необходимые и достаточные условия 



64 О. Р. Габриелянгипоэллиптичности вырождающихся многочленов, причем в работах [12], [13] совпадающие необходимые и достаточные условия.Целью настоящей работы является нахождение числа гипоэллиптичности для двумерных гипоэллиптических многочленов. С этой целью мы вводим понятие превалирования многочленов и представляем необходимые и достаточные усло­вия превалирования одного многочлена над другим. Кроме того, в §3 мы ука­зываем метод определения степени превалирования, позволяющий найти число гипоэллиптичности, которое играет решающую роль в описании поведения ре­шений гипоэллиптических уравнений.Начнём с обозначений. Пусть Р(£) ֊ многочлен, представленный в виде суммы однородных многочленов :
Мр М р

ло = £л(о = Х E 
i=0 i=0 (o|=dpгде |аг| = ai 4֊ ct2, d?>df > • • • >d^fp > 0. Положим

(1.1)
Eo(P) = {t) : 71 € P2, |v| = 1, Po(v) = 0} ,= {v: V€ = 0} , j = l,...,Mp. (1.2)

Пусть 0 т/ Е R7 - нуль многочлена Р,; обозначим через = £։р(гу) порядок V, если т/ € £,(Р) и (7/) = если г/ £ Е,(Р) (0 < ։ < Мр). Обозначим через \(д) = у(Р, т/,6) характеристическую функцию, определённую следующим образом :
Х^грб) = тах 

0<i<AfP
{df - (т/) ՛ » б€[0;сю). (1-3)Для точки р Е %о(Р) через Д(Р, р) обозначим множество точек 6 > 0 таких, что существуют индексы г, г # 0 < г, j < Мр, такие, что df> - £?(р)6 = d? -

= Х(Г,р,6) > 0. Положим 7(Р, трй) = {] : 0 <; < Мр^? - (ту) • <5 = 
Х(Г.р,й)}. Очевидно, что для многочлена Р от двух переменных множества 12о(Р) и А(Р.р) конечны.Для 0 1) Е R7 обозначим через к(Р,р) наименьшее число г, 0 < г < Мр, длякоторого р 'Ег(Р) и к(Р, р) = Мр 4- 1, если р Е %мр. Пусть число ст = сг(Р, р) - наименьшее решение уравнения *(Р, ту,<5) = 0 и пусть <т(Р, р) = оо, если Х(Р, р,6) > 0 для всех 6 > 0.Каждой точке т/ Е Ео(Р) мы сопоставляем единичный вектор т = т(р) € R2 такой, что (т, р) = 0. Легко заметить, что

D^PiM DaP,M а! • т° 0. (14)



О степени превалирования вырождающихся многочленов ... 65Наконец, для пары (ту0,6о) 6 Во(Р) = {(?;, <5) : т] € Ео(Р)><$ € А(Р, 77)} обозначим
г(х,Р) = г(х,Р,7/°Ло) = ^2 Рг' (" • х^(г?0),1б7(Лп°:<5о)= £(г,я,7/°,(5о) = £ (т/+ £ ^я-т), £€(0;оо),

- гот
2 (ч.«)ев„(Р)

{|х| : х # 0:г(г,Р,»/.<5) = 0} ,
в,(г/°,<5о) = 2 • тах {|х| : х 0,г(х, /',։/,6) = 0} 

(г?,<5)е Во (Р)

(1.6)

(1.7)

(1-8)

И ПОЛОЖИМ ^(тД^о) = I и ^Г(7/°^о) — % ССЛИ г(.Т, Р, 7/°,^о) # 0 ДЛЯ х 0. Для многочленов Риф вида (1.1) обозначим 0о(т/о,<5о) = 11нп{6^(7/0,<$о),^(т/*,д՝о)}, (?7°, <$о) = тах{6/[’(^о,д’о),^(г/°,<5о)}г #о - тт{0оОь<9}> = тах{01(7/,<$)}, гдеминимум (соответственно максимум) берётся по всем парам (т/,5) Е В$(Р).Лемма 1.1. ([13], Лемма 1.2). Пусть Я{£) - Я(£1,&) - однородный многочлен 
степени (1 > 0, 7/ е Е(Р) = {£ : С € R2, |£| = 1, Р(£) = 0} и пусть £ = ^(77) - 
порядок 7/. Тогда существует е = 6(77, R) > 0 такое, что

р£я(ч)| • |(г/,01'*՜' ■ 1(т,01' < 1ЖО1 < I • |#Жп)| • 1(^)1"՜' • К-г.01'

£ 6 Р£(т/) = {я : г € R2, |(г, т)| < е ■ |(г,г?)1} •§2. ОТНОШЕНИЕ ПРЕВАЛИРОВАНИЯ МЕЖДУ ДВУМЯ МНОГОЧЛЕНАМИОпределение 2.1. Будем говорить, что многочлен Р превалирует над много­членом Q и будем писать Q Р, если
Rp,Q(.e = !<?(€)!

1 + |Р(01
-4 0, при |£| —> оо. (2.1)

Определение 2.2. Будем говорить, что многочлен Р превалирует над много­членом Q относительно т/ € Ео(Р)> и будем писать С} Р, если для каждого 
е > 0 существует М(е) > 0 такое, что

Лр,(?(£) < е, ’для любого 4 € Р£(т]), |£| > М(б). (2-2)
Очевидно, что1. Q Р, когда <£ < < и Ео(Р) = 0,2. Q Р тогда и только тогда, когда Q Р для всех 77 € Ео(Р)- 
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С другой стороны, ясно, что Р-не может превалировать над (}, если > в,?. Следовательно, в дальнейшем мы предполагаем, что < (1£ и 'Ео(Р) 0.Лемма 2.1. Пусть ?/ € ^о(^) и Q -Р- ТогдаХ(0, т/. (5) < *(Р, V Для всех 6 Е [0. а(Р, 7/)]. (2-3)Доказательство. Предположим противное, т.е. существует <5о С [0,^(Р, т/)) такое, что Х^Рб^о) > х(Р,тр60) > 0. Исследуем поведение многочленов Р и С) на последовательности {£* = 5 (;/+ х0т8~6°)}, где т0 выбирается таким образом, чтобы г(х0, 0, М / 0- Тогда по формуле Тейлора для г = 0,1,..., Мр

г1°1 хо о-<^о|а|

|а|=^(п)

Х(П)Х-<5О/Г(П) . о (Л՞(п)<1/0 О Т I о
(2-4)

- „ ( Л?-101?— 17 х ЦЬ11 •» Т 1/10при з —> оо. Следовательно,
д(Р.пЛо)

10(01 > |г(х0,С)И<3’,'л>) а(<2.о,<5о)при 8 —> оо. Так как х(0, <$о) > х(Т, тр <$о) > 0 и г(з?о. ф. <$о) / 0, для достаточно больших 5 мы имеем Рсур(Е,8) > С > 0, что противоречит предположению
Пусть теперь неравенство (2.3) нарушено при 6о = <т(Г,//). Тогда х(С,7?,^о) > 
х(Р. 7/,д՝о) =. О и в этом случае мы имеем Рсур > С > 0, что противоречит предположению Р. Лемма 2.1 доказана.Следующий результат позволяет нам свести основную задачу к сравнению функций от одной переменной..Теорема 2.1. Пусть т/ Е Ео(^) и вектор т = т(т]) выбран как и выше. Тогда

Q Р тогда и только тогда, когда1) < х(Р^,6) для всех 6 Е [б,а(Р,т])],2) Нт Бир Ир Q = б для всех 6 Е А(Р,т}), (2.5)
<-*оо|х|€^о.011

где £(Гх) = £(1,х,т],6) = I (т) + 1~6хт).Доказательство. Необходимость условия 1) следует из Леммы 2.1, а условия2) ֊ из соотношений |(£(£, х), т/)| —> оо и |£(С х), т|/ |£(£, х), т]\ -> 0 при Ь —> оо.



О степени превалирования вырождающихся многочленов 67Достаточность. Предположим обратное : при условиях 1) и 2)
Rp,Q (О > £о для всех $ € N (2 6)для некоторого числа во > 0 и некоторой последовательности {£* : € Оео(т])(« € ЛО}, удовлетворяющей |£5| —> оо при з —> оо.Мы представляем векторы £8 в ортогональном базисе {тр г) в виде(5 € АГ), причём 1^31 —> оо при $ —> оо и |^-/(ря| < бо Для достаточно больших 5. Так как вместо р и т можно взять —ту и — т соответственно, то переходя к подпоследовательности, можно предположить, что <р3 > 1, >0 для всех з 6 N.Если 'фи = 0 для бесконечно многих в, то можно предположить, что ф5 — 0 для всех $ € ТУ. Поэтому при ту € будем иметь

Mq

Q (С) = О (stN),
i=0

что противоречит (2.6). Пусть теперь г/ Ед^ и к((}, г]) (соответственно, к(Р, ту)) - наименьшее число, для которого 0 *:(<?,г?) (г/) / 0 (соответственно, Рк(Рл)М / 0). Следовательно,
dQ 
ak(Q.n) при S -> оо,

|P(C)I = ^

(2.7)
(2.8)

1<?(С)| =
р

Qk(Q,ff)(T]) 4՜ O(l) .

PklPj^W) + о(1) при 5 —> ОО.Так как ту то согласно условию 1) теоремы ту £ Ед/Н, т.е. к(Р,т]) < Мр и^Г(Рг;) > >/)՛ Таким образом, (2.7) и (2.8) вместе противоречат (2.6). Такимобразом, можно считать, что > 1, > 0 для всех в € Положим
. In V's 

Ps = 1 - :------ ,
ln<ps

т.е. ips = ip] Рз (.s՝ € N). (2.9)
He умаляя общности, можно предположить, что ps > 0 (.s € N). Аналогично мы получаем противоречие, когда lim ps = оо. Таким образом, можно считать, что {ps} ограничена, и переходя к подпоследовательности, предполагаем, что для некоторого числа J > 0 последовательность ps —> <$ при s —> сю.Пусть теперь п(Р,т]) < оо и 6 > а(Р,т]). Согласно условию 1) и определению<т(Р, ту), имеем x(Q,rp a(P, ту)) < 0. Тогда существует число бд > 0 такое, что »
ps > сг(Р, г/) + £i для достаточно больших s, и по Лемме 1.1 существует число 
?2 = б2(Оо,<?1, • • • ,Qmq) > 0 такое, что для всех £ 6 Р£2(т?) имеем

t=0
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Пусть 63 = min{eo,£2}’ Тогда Çs € D£3(rf) для достаточно больших s и по Лемме 
г1.1 имеем

QAn) YS

■ vP р‘е°м < с ■ < с ■ -> О,

при 5 —> оо, что противоречит (2.6).Пусть теперь <5 < сг(Р, ту). Сначала предположим, что 6 А(Р,Г1). Имеем- *’,р(7/)-^ <-<5 = х(Р,г/,<5), . г € [0, Л/р], ։ / т, (2.10)
для единственного индекса т, 0 < т < Мр.Согласно Лемме 1.1 выберем число £4 = £4(Р0»..., РмР, Qo> • • •, Qa7q ) > 0 и пусть£5 = min {€0,£4}. Очевидно, что £s G D£s(rj) для достаточно больших з. Тогда по•Лемме 1.1, для достаточно больших s получаем

1Л(С)|< ֊
Л*

мР.М т / i е [0, Мр],

Der”MPin(7f)

1

Ÿ>3Это вместе с (2.10), для достаточно больших 5 влечёт неравенство
• |р«’)1> ipm«')i- Ер. (О1> м

Аналогично для многочлена Q имеем
(n)z^ / \ d x(Qshpp) (212)

Так как DlT”'{’l} Рт(ту) 7^ 0, то (2.11) и (2.12) вместе с условием 1) теоремы противоречат (2.6), когда 6 ÿ А(Р, ту).Таким образом, остаётся рассмотреть случай, когда 6 < а(Р,rf) и 6 € А(Р,ту). Полагая ха = = (Р6а~р\ имеем = <ра (т] + ха ■ (s G 7V). В силу(2.5) и (2.6) мы можем предположить, что |z,| [#о, #1]> т.е. r(xa, Р, ту, ô) 0 иr(zs,Q,r/,6) 0 для всех s G N. По определению чисел {хя} имеем х” • ip~e -> 0при s —> оо для любых zi > 0, £ > 0. Поэтому применяя формулу Тейлора для 
s —> оо, получаем

x(P,rj,6)

i6J(P,r?.<5)
[’•(1.,Рл.<5)] + о(^(р’’’’'’)) ,



О степени превалирования вырождающихся многочленов ... 69£2 Р.(С) =o(v’J(/։՛4՛'”) • ieJ(P,»7,<5)Отсюда получаем |Р(С)| > | к (х„ Р, ч, <5)1-
Аналогично, для многочлена Q имеем (213)

IQO < ч>x(Q.n.<5) $ [к <5)1 + о(1)]. (214)
Неравенства (2.13) и (2.14) вместе с условием 1) противоречат (2.6). Теорема 2.1 доказана.Замечание 2.1. Если т/ Е £о(Р) и А(Р, 7/) = 0, то <2 <^л Р тогда и только тогда, когда х(<2, <5) < х(Р, V, <*) Для всех £ [0, а(Р, 7/)] = [О, с^/ (г/)].В [13] доказано, что для любой пары (т/,£) Е Во(Р) функции /(£, х. 7/, £) =
P(((t, х,т/,8)) и g(f, т, 7/, 8) = P(£(t, z, 7/, 6)) могут быть представлены в виде

л/,/(J,z,t/,5) = ^tnif~^r^x,P,ip8), 
i=0м, g(t,z,r/,<5) = ^2tm*-։r®(x,Q,n,<5).t=0

(215)
(216)

Здесь тп/ = х(Р,т],6), тд = х(О>гЛ<5) и Я = ?(<$) ~ наименьшее натуральное число, для которого д(6) ■ 6 Е IV, числа Л//, Мд и многочлены (от одной пере­менной х Е Л) {г®(х,Р) = гр(т, Р, т/, <5)}, {г®(т,<2) = г^(х, <2,7/, д՜)} определяют­ся единственным образом по Р, (2, р, 6. В частности, 7 ° (т,Р) = г(х, Р,р,6) и го(х>О) = <?> *?, <^)> гДе многочлены г(х,Р, р,6) и г(т,<2,7/,£) определены вы­ше формулой (1.5).Теперь мы определим понятие превалирования между функциями вида (2.15) и (2.16). С этой целью введём некоторые обозначения. Положим
Х0(Р) = XQ(P,pt6) = {0 # х Е R1 : г0(х,Р,р,6) = 0} ,

Х{(Р) = Х^Р,р,8) = {хЕ Х^Р) : г,(х,Ртр6) = 0}, 1 < i < М/,где (х) - порядок корня х Е Л\(Р), = т/ — ֊.Для х Е Я1, △ > 0 обозначим Ef = Ej(rp<$)={:: 0 < i < Mf,d{ > 0}, k(x, f) = 
k(x, f,rp8) — max {i : i E Р/(т/, J),гДт, P) # 0}, если {: : i E E/(7/,<5), rt(x, P) # 0) / 0 и k(x, f) = Mf + 1 в противном случае. Далее х(/, △) = х(Л Я, △) =



70 О. Р. Габриелянmax < d{ — £;(т)-Д>, △ > 0. Через Л(/,т) обозначим множество чисел I ’ 1 JЛ > 0, для которых существуют индексы ii,t2 € Ef, ч ?2 такие, что с/ - ^(х) = — ^2(х) = > 0. Для Л > 0 обозначим =(г : г G Ej.d- - (х) = x(f,x, △)}. Для х0 € Х0(Р), Ло > 0 и у G R1 введём многочлен
__ / 11* < (*о)

r^yj) = r1o(yj,xo,^o)= £ (2.17)
t€J(/,zo,Ao) Ч(т0)-и определим множество XQ(f) = Хо(/,^о, До) = {0 у : г'^у, f, т0, До) = 0}.Определим также числа 0^ = | min |у|, в{ = 2 max |у|, если Aq(/) / 0 у€А'о(/) ' уех0(/)и 6*о = |, в { = 2 в противном случае. Наконец, положим = min|^Q,^| и 0} = шах }.Определение 2.3. Будем говорить, что / превалирует над д и будем обозначать

7 /, если при t —> ОО.

Определение 2.4. Будем говорить, что / превалирует над д относительно точки 
.го € Я1 и будем обозначать д <^Хо /, если

1зСм)1
1 + |/(М)|

—> 0, когда t —> оо и х Xq.Замечание 2.2. Так как множество Хо(/) состоит из конечного числа элемен­тов, то легко убедиться, что тогда и только тогда, когда д<£Хо/ для всех то € А'о(Р). С другой стороны, из построения функций f(t,x,i],6) и <у (£, гг, ту, <5) следует, что соотношение С) Р имеет место в том и только в том случае, когда 
д f для всех пар (трб) € В0(Р).Замечание 2.3. Ясно, что / не может превалировать над д, если т/ < тпд и 
д /, и если т/ > тпд и Хо(Р,тр6) = 0.Следовательно, далее мы предполагаем, что my > тд и Хо(Р,д,6) 0 длянекоторой пары (ту, <5) € Bq(P).Лемма 2.2. Для некоторой пары (ту,<5) € Во(Р), Хо(Р,т1,й) # 0, Хо € Хо(Р,тр6) 
функции /(Гх,тр6) и д^,х,г],6) определены формулами (2.15), (2.16) и д <СХо /. Тогда

х(д,1о,Д) < х(/,то,Д) для всех △ € [0, сг(/, х0)], (2 18)
где число а — а(/,х0) - минимальное решение уравнения То,Д) = 0 при 
^(у^Хо) = Мд 4֊ 1 и п(/,хо) = оо в противном случае.
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Доказательство. Допустим противное, т.е. существует число До > 0 такое, что х(д,хо, До) > у(/,Хо,До)- (2.19)Исследуем поведение / и g на последовательности (ts,xs) = (s,tq + Уо$ Л°) (s С
N), где т1)(уо,д, До) # 0 (см. (2.17)). Предположим сначала, что До < ст(Мо).По формуле Тейлора имеем

i = о,/?Jr?Uo,P),
Следовательно,

Так как d; - (.r0) < x(f>xo, До) для ։ £ J(f,x0, До), то отсюда и из (2.15). для достаточно больших s получаем
f(s,xs) < С«*(/г°До), ОО.

* I •Гак как r^fj/o,.?, До) 0 0 для у аналогично получаемS(s,xs) = svl9"ro,A“l'o(</o,</) + о(х(д,х0, До)) •
(2.20)
(2-21)

Выражения (2.20), (2.21) вместе с предположениями (2.19) и г^(уо,д) £ 0 проти­воречат условию д <СХо /.Пусть теперь а(/, то) < оо и неравенство (2.18) нарушено при До = сг(/, то) (т.е. Х(/, яо, До) =0, см. (2.19)). Тогда |/($,я5)| < С\ для всех 5 и |я($,я5)| > €\ > 0, что также противоречит условию д /. Лемма 2.2 доказана.Теорема 2.2. Пусть фиксирована пара (трб) € Во(Р), функции / ид определены 
как и выше и точка хц Е Хо(Р, т/,(У). Тогда д <&Хо / тогда и только тогда, когда

1) имеет место соотношение (2.18), 
2) li m 

t—>оо sup ve««՛,1) { R/.g (t, X0 + yt Д)} = 0 для всех Д€<4(то>/). (2.22)
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Доказательство. Необходимость условия 1) следует из Леммы 2.2, а необходи­мость условия 2) очевидна.Достаточность. Допустим противное, существуют последовательности {х5}, {^}, х5 -> хо, -> ПРИ 5 -> оо и постоянная С такие, что
(2.23)

Предположим, что х8 = хо для бесконечного числа 5. Не нарушая общности, можно предположить, что х8 = хо для всех « € №. Очевидно из (2.23) следует, что к(д,хо) < Мд 4- 1, и то) < Поэтому для некоторой постояннойС1 > 0 и достаточно большого з имеем
|р 1^)1 _ # г’(з:0,<2)

к(д,х0')<1<М 
( 69. А

(2-24)
Аналогично, для некоторой постоянной С2 > 0 и достаточно большого 5 получаем

Г2(Мо)ЬЛ (2.25)
Неравенства (2.24) и (2.25) вместе противоречат (2.23).Пусть теперь т.8 хо для всех з Е №. Не умаляя общности предположим, что 
хв—хо > 0 и > 1. Положим р8 = — 1п(х, — хо)/ 1п 18 ($ 6 №), тогда х8 = Хо4-<7Р' и можно считать, что р8 > 0 для всех з Е №.Теперь мы покажем, что р8 < с < оо ($ Е №). Предположим противное, т.е. 
р8 —> оо. Рассмотрим два возможных случая.Случай 1. А:(/, хо) = М/ 4- 1. Благодаря условию 1) имеем к(д,х$) = Мд 4- 1- Тогда (хо) 0 для всех 0 < г < Мд, для всех г = 0,1,... и 5 Е № имеем

>>о ^><?(»о)Следовательно,
м, м,

1<7(*.Л.)1 < |г°(хо,<?)| < 52 Е г/՜"' |Р>г?(х0,(?)|. (2 26)
»=0 <=О»^(то)Так как £9г (хо) > 0 (г = 0,1,..., Мд) и р8 ֊4 оо при в —> оо, то д (хв, Ь8) —> 0 при 

з -> оо, что противоречит (2.23).



О степени превалирования вырождающихся многочленов ... 73Случай 2. А:(/,то) — М/. Так как и ра —> сю при я —> сю, тодля достаточно больших 5 имеем
Мд 

^го 
Я Ч

1=0

к(д,хо)-
*(в,«о)_О

5 ГЬ(д,х0

Л(9^о)֊1

»=0

0
*(9.*о)

+ С4^/(Я'’0) 4- о (2.27)где Сз, и С5 суть неотрицательные постоянные. Аналогично, для некоторой постоянной С’б > 0 имеем
(2.28)

Неравенства (2.27), (2.28) противоречат (2.23). Поэтому можно считать, что 
р3 < с < оо (с € ./V). Не умаляя общности можно предположить, что р$ -> До при $ —> оо для некоторого числа До € Я1, До < с.Теперь покажем, что До < а(/,Хо). Предположим противное, т.е. ст(/,то) < оо и До > сг(/,то)- Тогда согласно условию 1) и определению числа <т(/, То) имеем 
к(д,хо) = + 1 и х(<Лхо,Ао) < — с для некоторого числа € > 0. Такимобразом, ± 0 для г — 1,2,..., Мд и (1У - р3£? < -е для достаточно больших з. Следовательно, при $ —> оо имеем 

(2.29)

что противоречит (2.23}. Таким образом, До € [0, <?(/, хо)]-Теперь покажем, что До € А(/, т0). Предположим противное, т.е. До £ А(/,хо). Согласно условию 1) имеем х(д,хо, < х(/, ^о,До)- Поэтому существует индекс »о, 0 < 1’0 < Л// и число е > 0 такие, что
- I' (До - е) < < - <До, $ - Ц (До ֊ е) < < - <Д0.
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для всех г; 0 < г # г’о < М/ и ] ; 0 < ] < Мд. Тогда для достаточно больших в аналогично (2.26) будем иметь
Х-р.^(До-е) (2.30)

(2.31)для неотрицательных постоянных 6*7, С& и положительных постоянных С$, ..., С12. Неравенства (2.30) и (2.31) противоречат (2.23), и доказывают, чтоДо € Л(/,то).Положим уа = . Тогда хя = то 4֊ и в силу (2.22), (2.23) можносчитать, что у5 € #0,0} Для всех 5 € Лг. Следовательно, для достаточнобольших я имеем Гд(то, /, До, Уз) / 0, Гд(х0, д, До, Уз) Ф 0 и поэтому для я —> оополучаем
|/(Т,,^)| — ^(/,*оА1)

»€ 7(/,хо,До)

г“^'\то,Р)
-Хо.До) (2.32)

_ ^(/Л.Ао) |Г1 (д-о ։ Д До, ух ) | + о ^х(Мо,До)) ,

»€ 7(д,хо,Ло)

и((д )
г, '4*0,С)

/’! (2.33)
го(1О,3,До,г/։)| + о(«*(’’։о’До)) .

Поскольку х(<7,хо,До) < х(Лхо,До), то (2.32) и (2.33) вместе противоречат (2.23). Теорема 2.2 доказана.Замечание 2.4. Если А(/,хо) = 0, то д <С1о / тогда и только тогда, когда Х($,то,6) < х(/,т0,<5) для всех 8 € [0; а(/,т0)].Таким образом, Теорема 2.2 показывает, что задача для функций д(х,1) и /(а:,^) для х € [^о,^] сводится к сравнению выражений д (то 4- £) и/ (т0 + х1~^,1) для х € [0о>0}]> где 6 %о и Д е Л(/, т0).



О степени превалирования вырождающихся многочленов ... 75Функции /1(ж,т0, А) = / (т0 + х* Л,<) и <71(т,£,т0, А) = 9 (^о + х* можно представить в виде (см. [13])
/։(։,<, х0,Д) = ^2 г*(!,/), (2.34)։=О
д1(х,«,1о,Д) = (2.35)$=Огде гп}х = х(/,ге0,<5), гпдх = х(9,^о,<5), < тЬ и <71 = <71(Д) ~ наименьшеенатуральное число, удовлетворяющее условию д • <?1 • А € Ы.Теорема 2.1 сводит исследование (} Р к исследованию сравнений д <£1о / для конечного числа точек то € Хо(Р). Теорема 2.2 сводит исследование д <Сго / к исследованию конечного числа сравнений д\ <&Хх и т.д. С другой стороны в [14] показали, что этот процесс обрывается через конечное число шагов п при достижении одного из следующих ситуаций :1. Хцп = 0. В этом случае согласно Замечанию 2.3 имеем д /,2. А(/П,т5) = 0. В этом случае решение поставленной задачи следует из Замечания 2.4.Таким образом, описание условий для С} <& Р полностью завершено.§3 . ОПРЕДЕЛЕНИЕ СТЕПЕНИ ПРЕВАЛИРОВАНИЯ И ЧИСЛА ХЕРМАНДЕРАПусть Р и () определены как и выше и С} Р. Ниже мы покажем, что существуют положительные постоянные а, (7, М такие, чтоPp,q(£) < С|<| a для всех £ е Я2, |f| > М. (3-1)Определение 3.1. Число а = а(Р, <2), удовлетворяющее (3.1), называется степе- нью превалирования Р над С}, если существуют последовательность {С}, удовле­творяющая |С| —> оо при 5 —> оо и постоянная С\ > 0 такие, что для достаточно больших в имеем Яр։р(£5) > С\|£|—<х-Определение 3.2. Пусть т] € Ео(Я) и С} Р- Число а(т?) = а(т/,Р, ф) называется степенью йревалирования Р над (3 относительно т;, если а) для любого е > 0 существуют положительные постоянные С, М такие, что

Rp,q(Ï) < Ciel՜0”’ for ail f€D։(4), ICI > Af; (3.2)
b) существует последовательность € ^(v) (5 ^)> ICI 00 ПРИ s ~> 00 такая, что Rp,q (C) > ^ICI a^-



76 * О. Р. ГабриелянЛегко видеть, что 1) a = t/f -с/?, если Q«Pn 'Eq(P) = 0 ; 2) a = min {.a(n)k r?6E0(P)если Q < P и S0(P) #0.Теперь попробуем построить алгоритм для определения чисел а(т/) при т] € 
%о(Р). Предположим, что Q Р и введём обозначения
Х(Р, Q, тр 6) = х(Р, ?7,8) - *(Q, 77, <5), Ь(т?) = b(r],P,Q) = min 

<5е[о,<т(Р,т7)]
W, <?,»?,-5)}.

Лемма 3.1. Пусть 77 G S0(P) и Q Р. Тогда

a(r],P,Q) < b(i),P,Q). (3.3)
Доказательство. Допустим обратное, т.е. 0(77) > 6(77). Так как функция Х(Р, С},тр8) непрерывна и кусочно-линейна по 8, то существуют числа <5о € (0,а(Р, 77)) и с > 0 такие, что 80 £ А(Р,т]) и х(Л 0,^, <^о) < 0(77) - е. Используя рассуждения доказательства Леммы 2.1 для последовательности {С = в (77 + з~6°т) } получаем

Pp.Q (С) > Cs~^p՝Q^\ С>0, (3.4)
откуда следует Др,д (£*) |С|а^ > Сз " —> оо при з —> оо. Это противоречие завершает доказательство Леммы 3.1.Теорема 3.1. Пусть 77 € ^о(Р), С «ч Р и = £(Гх,тр8) = [т] + Г՜6 ■ х ■ т). 
Тогда степенью превалирования Р над С} относительно 77 является наименьшее 
из чисел Ь, удовлетворяющих условиям

1) ь< min 
бе[о,<т(Р,п)]

{Х(Р,<2,»7,<5)}
2) sup Rp,q [C(t, х, тр 6)] tb < С < оо для всех 8 € Л(Р, 77). (3.5)

>€[»0 •*։ J
։>оДоказательство. Необходимость условия 1) следует из Леммы 3.1, а необходи­мость условия 2) из соотношений |(£(£, х), т])| —> оо и |(£(£, х), т)| / |(£(£, т), 7/)| -> О при I —> оо.Достаточность. Предположим обратное, т.е.

rp,Q (О * ICI6 оо при s ֊> оо, (3.6)
где b - наибольшее число, удовлетворяющее условиям 1), 2), а {£•} ֊ последова­тельность, удовлетворяющая |(?%^)| -> оо и |(С,<г)| / |(Сл)| -* оо при s -> 00.
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Представляя векторы в ортогональном базисе {ту, т} в виде £8 = фаг/ 4֊ т/^т, получим <ра —> оо и 'ф8/<р3 -> 0 при $ —> оо.Так как вместо ту и т можно взять — ту и —т, то выбирая подпоследовательность можно предположить, что у>а > 1, фа > О для всех 8 £ I*/. Если фа = 0 для некоторого бесконечного подмножества {$}, то можно предположить, что фа = 0 для всех я € /V. Поэтому для т] € будем иметь
М(]

= = = (зеЯ),
։=0что противоречит (3.6).Пусть теперь р £ 'Емо и £(0,г?) (соответственно К(Р, ту)) есть наименьшее число, для которого 0 (соответственно (ту) / 0)- Для достаточнобольших 5 имеем

!<?(€’)! = ^?<0”’ <?*(<?,п)^) + °(1)|] > (3.7)
|Р(С)1 = ^‘Р(Я'” (3.8)По условию 1) теоремы, Ь < - ^о.г))՛ Поэтому (3.7) и (3.8) вместепротиворечат (3.6). Таким образом, можно считать, что <ра > 1, фа > 0 длявсех 5 € IV. Положим

Рз = 1 - 1пУ>д т.е. <ра = р* ($ 6 ТУ). (3.9)
Не умаляя общности, можно предположить, что > 0 ($ € ТУ) и {р5} ограничен (Пт= оо приводит к противоречию). Выбирая подпоследовательность, можно предположить, что ра —> 8 при 5 -4֊ оо для некоторого 8 > 0.Пусть теперь а(Р,ту) < оо и 8 > а(Р, г)). Используя рассуждения доказательства Теоремы 2.1, получим |<2 (€*)| < Су*^'а{РМ. (3.10)
Поскольку Ь < - х(<?Л,^(Р,ту)) = “Х(0>^^(Л^)), то (3.10)противоречит (3.6). Итак, 8 < ст(Р, ту). Пусть сначала 8 А(Р, ту), тогда

< - (ч) • 6 < С ֊ С(^) ■ <5 = х(Рл,-5); г € [0; МР], i/m

для единственного индекса т. Аналогично (2.11) и (2.12) получаем Яр,р(С) < что вместе с условием 1) теоремы противоречит (3.6).
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Таким образом, остаётся рассмотреть случай, когда ô Е А(Р, т/). Полагая ха = можно записать £s = <ps (tj + xs • <p՜6 • т) (s € N). Если (для некоторой подпоследовательности) |xs| € [0q,0i] для всех s Е АГ, то получим противоречие с (3.6) в силу условия 2) теоремы. Следовательно, можно пред­положить, что |xs| [0о, #i], т.е. r(xs,P, трб) / 0 и г (xs, Q, г/, (5) 0 для всех
s£N. Аналогично (2.13) и (2.14) получаем Rp.q (£s) < Cips x(P՝^,rl՝ô\ что вместе с условием 1) теоремы противоречат (3.6). Теорема 3.1 доказана.Следствие 3.1. Пусть г/ Е Г,о(Р), Q Р и А(Р, т?) = 0. Тогда

а(г?) = min 
бе [о,<т( p,rç)]Пусть теперь А(Р, rf) 0. Для т) Е Г>о(Р) и J Е А(Р,т]) через a(rpô) обозначим 

(М)}]-

наибольшее положительное число, удовлетворяющее условиям :1) sup {Rp,Q [£(t, х, rj, } < С < оо,
* € ($о *11 

1>о2) существуют последовательности {xs} из [0q,0i] и {£,} такие, что ta —> оо при s —> оо и Rp,q ^(ts,xs)) > Ct^r,'6} для некоторого С > 0.Очевидно, что а(т?) = min < 6(77), min {a 
( б€А(Р,т))Таким образом, нам достаточно определить числа а(т],6) для всех т/ Е Ео(Р) и

<5 Е А(Р,г/). Для этого, сначала введём два определения. IОпределение 3.3. Пусть f и д - функции типа (2.15), (2.16) и д /- Положительное число ajg называется степенью превалирования f над д, если существуют положительные числа С и М такие, что 
|gCM)l < Ct~a/9 для всех т 6 [0о, 01], t > М,при этом существуют число С\ > 0 и последовательности {хв} из [0о,01] и {^} такие, что 1Я —> оо при в -» оо и (ха,1а) > С]1аа/9.Определение 3.4. Пусть / и д - функции типа (2.15), (216), хо € Хо(/) и 

д ^10 /• Положительное число ау^(го) называется степенью превалирования / над д, соответствующее точке то, если для всех {^}, {хв} 1а —> оо, ха Хо при 
s —> оо имеем

< ct;a,eM, о о,при этом существует число С\ > 0 и последовательности {хя}, {^}, °°»
ха —> то при 8 —> оо такие, что для достаточно больших 8

Л/,9 (։.,«.) > CiG“"’10’.
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Очевидно, что : 1) dfg = mj — mg, если g / и Хо(/) = 0;. 2) afg = min {а/9(то)}, если g f и Хо / 0. Теперь попробуем определить числа 2о€Л'о(/){а/д(х0),т0 € XQ(f)}.Лемма 3.2. Пусть о/д(хо) - степень превалирования / над д, соответствующая 
точке хо С Аг0(/). Тогда

afg(.:ro) — min Ae(O,a(/,zo)] {х(/-9>А),Д)} = min [x(/,z0, Д) ֊ х(.9,*о,Л))- A€[O,a(/,zo)]Доказательство. Предположим обратное, т.е.
а/9(хо) > д min {х(/,9,х0, △)} • A€[0,a(/,zo)lТак как функция х(Л △) непрерывна и кусочно-линейна (относительно Д), то существуют числа До € (О,сг(/, то)) и € > 0 такие, что До А(/, то) и х(/,Р>®о,Ао) < а/д(гсо) ~ Рассмотрим последовательность {(^,тв)} = {(з,То + $-Д°) }, (5 € ^). Используя рассуждения доказательства Леммы 2.2, получим /?/։9(^,т$) > Сзх^,9’Хо’Л°^ Поэтому (/5,т,) |<$|П/9|Го1 > -> 00при з —> оо. Полученное противоречие завершает доказательство.Теорема 3.2. Пусть xQ 6 X0(f) ид <£Хо /. Тогда степенью превалирования 

f над g относительно xq является наибольшее из чисел а, удовлетворяющих 
условиям :

1) а < min х(/. 9. *<),△),△€[O,a(y,zo)]
2) sup Rf,g (t,x0 + y՜^) • ta < c < оо для всех ДбА(/,т0). v€le‘.e}]«>0Доказательство. Необходимость условия 1) следует из Леммы 3.2, а необходи­мость условия 2) очевидна.Достаточность. Пусть наоборот 

Rf,g xs) ts при s —> оо, (3.11)—> оо
где х3 -֊> т0, 13 -> оо при з ֊֊> оо, а а - наибольшее число, удовлетворяющее условиям 1)֊2). Если х, = т0 для бесконечного множества {з}, тогда не умаляя общности можно предположить, что х3 = то для всех з € В силу (3.11) имеем Л:(<7,т0) < М9 + 1. Аналогично (2.24) и (2.25), для достаточно больших з имеем

d? (3.12)



80 О. Р. ГабриелянСледовательно, из условия 1) а < (19к{д 2.0)‘- Гор что вместе с (3.12) противо­речит (3.11).Пусть теперь хо для всех $ € №. Не умаляя общности можно считать, что — х0 > 0 и 1 (з 6 №). Полагая ря = —1п(т5 - х0)/1п£а (з 6 №) можно записать х9 = хо 4֊ 1~р* и допустим, что р9 > 0 для всех з 6 №. Теперь покажем, что ря < с < оо (з € №). Допустим обратное, т.е. р$ —> оо при в -> оо и рассмотрим следующие два случая.Случай 1). Пусть &(/, То) = Му + 1. В этом случае, в силу (2.26) |</ (£5,т5)| > Опри з —>■ оо для любого а > 0, что противоречит (3.11).Случай 2). Пусть &(/, т0) < Л/у. Аналогично (2.27) и (2.28) для достаточно больших з имеем Я9,у (*„*,) <С7/(9'*о) ЧЛ*о).В силу условия 1) это противоречит (3.11). Таким образом, р9 < с < оо (з € №). Пусть теперь ря -> До при з -> оо для некоторого числа До < с.Покажем, что До < сг(/, т0) при <т(/, дг0) < оо. Допустим обратное, т.е. До > а(/,т0)- Тогда &(/,т0) = Му 4֊ 1, откуда следует £^(т0) / 0 для г = 1,...,М9. Аналогично (2.29) для достаточно больших з имеемЯу,9 ^9ух8) < = С^х(/՝9՝х°՝аи՝х<>» < С1~а,что противоречит (3.11). Следовательно, До Е [0, сг(/, т0)]. Теперь покажем, что До Е А(/,то)- Снова допустим обратное, т.е. До £ А(/, т0). По определениюI функций х(Л^о,А) и х(#,я0,Д) существуют индексы г0, 0 < г 0 < Му и уо, О < у‘о < М9, удовлетворяющие условию
4 - До < < - <Д0, - ^До < < - г£д0

для всех I, 0 < : / г0 < Му и у, 0 < у / уо < М9. Аналогично (2.30) и (2.31) для достаточно больших з имеем
Л9։/ («.,։.) < С«; = С'«7х(л«’։о’<г<А։о» < а~а,что снова противоречит (3.11). Итак До Е А(/,т0).Представим х8 в виде х9 = х0 4֊ у9 • 1~А°,у9 = 1^~р*. Если |ув| Е [0о,0}], то для достаточно больших з, то (3.11) нарушается в силу условия 2) теоремы. Поэтому можно считать, что |т/в| [#□, 0}] для всех з € №. Аналогично (2.32) и (2.33) длядостаточно больших з имеемЛу д (^,1я) < С1^9'Х0,а^,х°^~х^'Х0,а(/,х0)) _ 0^-х(/,д,хо,<т(/,хо)) < Сь~ачто противоречит (3.11). Теорема доказана.



О степени превалирования вырождающихся многочленов ... 81Следствие 3.2. Пусть xQ € Хо(/), g <£Хо / и А(/,х0) = 0. Тогда
а/з(^о) min △€[0,(т (/,х0)] {х(/, .9, Д7о, △)} •

В §2 показано, что функции △) = /(х0 + тГд,£) и дх (х, £, т0, А) =^(з?о + х^“д,/) можно представить в виде (2.15) и (2.16-), соответственно. Таким образом показано, что задача определения степени превалирования Р над С) сводится к задаче определения степени превалирования / над д, что в свою очередь сводится к аналогичной задаче для {1 и дх и так далее. Этот процесс завершается достижением одного из следующих условий :1) 2о(П = 0,2) Ео(Т’) 0, А(Р,т?) = 0 для всех т] е Е0(Р),3) А(Р, д) ± 0 для некоторых д € Е0(Р) и = 0,4) для каждой точки х0 С _А70(/, 77), либо Л(/1,т/, т0) = 0, либо Хо(/1,то) = 0- Так как (? <£ Р, 1) - 4) достижимы за конечное число шагов. Обозначим через 
Ттее(д, 6) множество пар /, д, порождённых (ту, <5) 6 Во(Р). Имеем

a(r?,<5) = min {x(f, g, хОу △)} для всех д € Б0(Р) 
(/.я)€Тгее(п.Л)

*0€Х0(/)
А € (0,о-(/,*0)] (3.13)В §2 показано, что если (} Р, то х(/, д,хо, Д) > 0 для всех (/. д) С- Ттее(т), £) и для всех точек х^ € Хо(/) и 6 € [0, сг(/, гг0)]. Следовательно. г1(т/,<5) > О, что доказывает существование положительной степени превалирования. Так какфункции х кусочно-линейны, убывают и вогнуты, то (3.13) можно переписать в виде а(ц,6) = min {x(f, д, tq, А)), где минимум берётся по всевозможным (/,</) e Tree(ip6), х0 € Хо(/), А € (А(/, х0) U {0}) П [0, a(f, х0)]-Также заметим, что оба и а(т]) являются рациональными числами. Если 

*
Р - гипоэллиптический многочлен, то DaP Р (см. [1], Теорема 11.1.3), и существуют положительные числа с и С такие, что |РаР(£)|/|Р(£)| < С-|£|“с‘1а| для всех £ 6 Рп и а : |а| > 0. Наибольшее из чисел с называют числомХермандера многочлена Р. Таким образом, определив степень превалирования 
an = aQ(P, DQР) многочлена Р над DaP для каждого Q 0, получим число Хермандера для гипоэллиптического многочлена вида (1.1), задаваемое через 
с = min аа/ |а|, где Н = {а : 0<а<с^}.
Abstract. The paper suggests a method for determination of the Hormander’s number of hypoellipticity for a given polynomial. The notion of prevalence of a 
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