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ИНТЕРПОЛЯЦИЯ И ВЛОЖЕНИЯ ОБОБЩЁННЫХ 
ПРОСТРАНСТВ ТИПА НИКОЛЬСКОГО-БЕСОВА

А. Г. Багдасарян

Ереванский государственный университет

Резюме. Обобщённые пространства типа Ни Кольского-Бесова В* q(p) обыч­
но изучаются при предположении, что функция р(£), определяющая гладкость 
функций из этих пространств, удовлетворяет соотношению lini /д(£) = оо. В

Isi-»

данной статье изучаются обобщённые пространства типа Пипильского-Бесова 
без этого предположения и приводятся интерполяционные теоремы и георемы 
вложения.

ВВЕДЕНИЕ

В [1], [2] дано систематическое изложение теории классических пространств 
Никольского-Бесова. Позже в [3] - [6], опираясь на идею покрытия Н.<п пря­
моугольными параллелепипедами со сторонами, параллельными координатным 
осям, были исследованы различные обобщения пространств типа Никольского 
Бесова. Обзор, посвящённый обобщённым пространствам типа Никольского 
Бесова, можно найти в дополнении к монографии [7].

Гладкость функций из обобщенных пространств типа Соболева-Лиувилля рас­
смотренная в [8], [9], определялась некоторой функцией р(£) полиномиального 
роста, которую в дальнейшем будем называть порождающей функцией. В 
заметках [10], [11] были введены обобщённые пространства типа Никольского- 
Бесова В* д(д), для которых функция определялась вершинами некоторого 
полного многогранника. При конкретном выборе порождающей функции д(£), 
пространства ВрЯ(р) из [10], [11] совпадают с классическими пространствами 
Никольского-Бесова. Поэтому пространства ВрЯ(р) в дальнейшем будем назы- 
вать пространствами типа Никольского-Бесова.
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Одним из основных требований, накладываемых на порождающую функцию 
м(£), является условие

Пт д(£) = оо. 
1€|->оо (0)

ОО
Это условие мотивируется представлением ПГ’ = и И*, где 

к=о

90 = {< е ИГ : д(С) < 2} П* = {£€ ПГ : 2*՜1 < < 2*+1}, к = 1,2,...

В заметках [12], [13], используя интерполяционный подход, были рассмотре­
ны пространства типа Никольского-Бесова, для порождающих функций ко­
торых условие (0) может не выполняться. Пространства типа Никольского- 
Бесова определялись посредством интерполяции пар соответствующих про­
странств типа Соболева-Лиувилля. Основополагающим обстоятельством явля­
ется свойство “квазилинеаризуемости” (см. [14] - [16]) пары пространств типа
Соболева-Лиувилля, которое даёт возможность получить двустороннюю оценку 
/С-функционала Петре.
В настоящей статье доказываются интерполяционные формулы и теоремы вло­
жения для обобщённых пространств типа Никольского-Бесова. Приведём неко­

, где Л, - положительные числа, пространство 
1

торые частные случаи рассматриваемых пространств :
А. При /х(£) = (14- |£|2)1/2 пространство совпадает с классическим

пространством Никольского-Бесова.
В. При д(£) = ( £(1 

\»=1
совпадает с анизотропным пространством Никольского-Бесова.

/ м \1/2
С. При /х(£) = I 1 4- 52 £2о? I , где а-7 - векторы с неотрицательными целыми 

\ 7=1 /компонентами, являющиеся вершинами некоторого полного многогранника, 
получаем пространства типа Никольского-Бесова из [10], [11].

В. При м(€1, €2) = (1+ £1 )1/2(1+£2)1/2 получаем аппроксимационные простран­
ства из [17] (см. Предложение 5 из [17]).

/ \ х/2 / п \
Е. При = I 1 + П | получаем аппроксимационные пространства из 

\ ;=1 /
[18] (см. Следствие 3.3 из [18]). • I

Все вышеперечисленные пространства являются интерполяционными простран- 
ствами, полученные методом “вещественной” интерполяции для соответствую­
щих пар пространств типа Соболева-Лиувилля и, следовательно, совпадают с 
рассматриваемыми пространствами типа Никольского-Бесова (см. Определение*
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2 и Теорему 5). Отметим, что представления пространств типа Никольского- 
Бесова, полученные в этой статье, являются новыми и для классических про­
странств.
Будем пользоватся следующими обозначениями :

1ЯП ֊ п-мерное евклидово пространство,
— множество мультииндексов, т.е. векторов с неотрицательными целыми 

компонентами,
3 - пространство Шварца основных функций,
Мр - пространство мультипликаторов Фурье типа (р,р),
С - пространство непрерывных функций, определённых в 1ГС?. •

Символ означает наличие двусторонней оценки, а символ обозначает 
сопряжённое пространство. Далее одной и той же буквой с будем обозначать, 
вообще говоря, разные постоянные.

§1. ИНТЕРПОЛЯЦИЯ ПРОСТРАНСТВ РАЗНОЙ АНИЗОТРОПИИ 
И ЭКВИВАЛЕНТНЫЕ НОРМИРОВКИ
Пусть С-|- - множество положительных функций р Е СОС(1В") таких, что для 
любого « Е с компонентами 0 или 1 имеет место неравенство

< е пе,1СТ>“м(€)| < П^о.
»=1

(1)

Из теоремы Лизоркинао мультипликаторах Фурье (см. [19]) и оценки (1) следует, 
что ограниченные в ПТ1 функции из С+ являются мультипликаторами Фурье.

Определение 1. При 1 < р < оо, — оо < $ < оо, р Е <?+ определим
пространства типа Соболева-Лиувилля следующим образом

11^,тя.п) = н^) = {/ез1-. ■П1я-(Д) - 11г < <»}•

Пространства Нр(р) рассмотрены в [8], [9]. При р(£) = (14֊ |£|2)1 /2 эти простран­
ства совпадают с классическими пространствами Соболева-Лиувилля. Если по­
ложить

/^,(.) = Г 1{р 5Е(-)}, р Е (?+, -оо < 5 < оо, (2)

то определение пространств типа Соболева- Лиувилля можно записать в виде 
^р(д) = (^р)*
Для того, чтобы определить В-пространства типа Никольского-Бесова, по­
рождённые функциями из (?+, воспользуемся интерполяционными парами со­
ответствующих пространств типа Соболева-Лиувилля.
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Определение 2. Пусть 1 < р < оо, 1 < д < оо, — оо < 5 < оо, р € Определим
пространства типа Никольского—Бесова следующим образом :

В’р,ч(ц} = /р.В°,(д),

Как непосредственное следствие “вещественной" интерполяции (см. [14], [15]) 
и свойств пространств типа Соболева-Лиувилля (см. [8], [9]), находим, что 
пространства типа Никольского-Бесова являются баноховыми пространствами, 
а 5 плотно в этих пространствах, если второй нижний индекс отличен от 
бесконечности. Далее, по Теореме 3.7.1 из [15] имеем

(в°,(м)Г = (я/(м),я>(м))1/2։, = (я*,(д),я/(д))1/2։, = В°(3)

Заметим, что (3) верно также при д = оо, если заменить В^ ։ОО(м) на замыкание 
5 в В® х(р) (см. Замечание 3.7.1 из [15]).
Следующий результат об интерполяции пространств разной анизотропии яв­
ляется следствием свойства “квазилинеаризуемости” пар пространств типа 
Соболева֊Лиувилля.

Теорема 1. Пусть 1 < р < оо, 1 < ^ < оо, X, рЕС+,О<0< 1. Тогда

с обычными видоизменениями при д — оо.

Доказательство : В [16] доказано, что пара {Н*(А), Нр(р)} квазилинсаризуема 
с помощью операторов

И>(0 = я՜1 (֊/), 

\ А 4- 1р )

Следовательно, по Лемме 1.8.4 из [14], для /С-функционала Петре имеем

(4)

Теперь утверждение теоремы следует из определения /С֊метода “вещественной”
интерполяции (см. [14], [15]). Теорема 1 доказана.
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Теорема 2. Пусть 1 < р < оо, 1 < д < сю, р € (?+, —сю < з < сю. Тогда

а) В‘РЛ№ = |/ е 8' : ||/||^ ։(д) =

ь) = 1/е 5': 11/11^0.) =

с обычными видоизменениями при д =

Доказательство. Утверждения теоремы вытекают из Определения 2, Теоремы 
1 при А = д, р = 1//х и метода “вещественной” интерполяции (см. [14], [15]), а в 
доказательстве утверждения Ь) используется дискретный К-метод (см. Лемму 
3.1.3 из [15]).

Замечание 1. Если в Определении 2 положить р(£) — 1, то для произвольного 
Я, 1 < д < оо, получим Врд(1) = Ьр. Таким образом, рассматриваемые 
пространства типа Никольского- Бесова содержат в себе и пространство Ьр, 
1 < р < ею.

Замечание 2. Используя равенство Парсеваля, непосредственным вычислением
получим В?2(//) = Т2, р Е <7+- Действительно, из утверждения а) Теоремы 2

Теорема 3. Пусть 1 < р < оо, 1 < д < оо, р Е (7+, —оо < $ < оо, 0 < 0 < 1. 
Тогда

= и е 5': ||/||^,(д) =

Доказательство. Достаточно доказать теорему при 5 = 0. Общий случай может 
быть получен применением оператора, определённого в (2). Сначала докажем, 
что при 0 = а/(а + Ь) (а, Ь > 0)’имеет место равенство

(5)
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Полагая и = р°+ь, по Теореме 1 получим

Выберем число т > 0 так, чтобы имели место неравенства (2т) 1 < 0 и 
(2т)-1 < 1 — 0. Проверим, что имеет место оценка

(6)

г 4֊ ит
и > 0, с > 0. (7)

Для этого положим о = 1-6 - (27//.) 1 и 0 = 1 — в + (2т) х. Так как (2т) 1 < 6, 
(2т)՜1 < 1 - 0, то имеем 0 < а,/? < 1. Неравенство (7) перепишем в виде

,атп(1֊0)^4֊1/т < с?11/2р1/(2т) (/у (8)
Имеем

+ ит(1-в)+1у0 = и1/2у\/(2т)у1-аи1па и1/2 у1/(2т) у1-0 ит0 =

= и1/21/1^2гп\ито,^1-о‘ Л-и^и1՜^) < сц1/21/1/(2ш)(1/ + иш

Отсюда в силу (8) вытекает (7).
Делая замену переменных £ = и™ в последнем интеграле в (6), используя (7) и
Теорему 1 из [13] (т.е. равенство Вр (р) = Вр(//."), а / 0), получим

7 (1и

ч

Из (6) имеем

Обратное вложение следует из свойства дуальности (см. (3) и Теорему 3.7.1 из
[15]). Равенство (5) доказано. Теперь из (5) и (С) имеем

(9)

Наконец, в силу Теоремы 1 из [13] и (9), получаем
4 (И

Теорема 3 доказана.
Используя Теорему 3, можно характеризовать интерполяционные пространства 
для пар пространств типа Соболева-Лиувилля в терминах исследуемых про­
странств типа Никольского-Бесова.
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Теорема 4. Пусть 1 < р < оо, 1 < </ < оо, 0 < 0 < 1, Х,рЕ 
определённый в (2). Тогда

^),Н'р(р))в։1 = 1^р,в1я(Х/р).

G+, а I - оператор,

Доказательство : В силу Теорем 1 и 3 имеем

dt
F՜1 {Х1՜* ре F f} I <7

Теорема 4 доказана.

§2. ИНТЕРПОЛЯЦИЯ ПРОСТРАНСТВ ТИПА
СОБОЛЕВА-ЛИУВИЛЛЯ И НИКОЛЬСКОГО-БЕСОВА
Теорема 5. Пусть 1 < р < оо, 1 < < оо, 0 < 0 < 1, р € и 
-оо < $0 7^ $1 < оо. Тогда для 5 = (1 - 0)$о 4- 0$i имеем

₽.,(м) = (ну (р), н? W) в ,ч-

Доказательство. Будем считать для определённости, что $0 > $1- По Теореме 
1 имеем

1^11{я;<’(д),я;1(м)ь..

(Ю)

Полагая р = р’° '* и используя Теорему 3 и Теорему 1 из [13], получим

II/ q dtя

F-1{psFf} Q
В^У

Теорема 5 доказана. • • %
Используя Теорему 5 и соответствующие результаты для пространств типа
Соболева-Лиувилля из [8], [9], можно доказать следующую теорему двойствен- 4 I *
ности (сравни с (3)).
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Теорема 6. Пусть 1 < р < оо, 1 < д < сю. р € (7+, -оо < 5 < оо. Тогда

(в;»г = в;;. (/«)',
Отметим, что Теорема 6 верна также при г/ = оо, если заменить Вр ^(р) на 

замыкание 5 в Вроо(р). Теорема 5 даёт возможность доказать интерполяционные 
формулы для пространств типа Никольского-Бесова.

Теорема 7. Пусть 1 < р < оо, 1 < д,д0.<71 < оо, 0 < 0 < 1, р € <7+. Тогда 
а) для -оо < $о # $1 < оо, $ = (1 - 0)$о +

Ь) для 1/д* = (1 - 0)/<?о + #/<7։, -оо < $ < оо имеем

Ы = ^‘,МВ‘РМе,е
с) для ֊00 < Зо # »1 < сю, $ = (1 ֊ в)$о + 08г,

Доказательство. Чтобы доказать а), применим Теорему 5 и теорему реитера­
ции (см. Теорему 3.5.3 из [15]). Получаем

(^0(д),в;:,.(д)),Л = (<я7’(р). яг’М) =
= (я;‘»(д),я7*(д)) =в;в(м),

где
= (1 ֊ 0)0о 4֊ 001} 5, — (1 ֊ 0։)тпо 4- Я.тти, 1 = 0,1.

Чтобы доказать Ь), применим Теорему 5 и Теорему 3.5.4 из [15]. Получим

(в;.,»(м).в;.։1(д))в,,. = ((^то(/‘)!н7։(д))п,,о.(я;"»(м),у^-(м)),,?1)гг =
= (я7»(м),я;-(/*)),.,.= в;.,.(Д). .

Чтобы доказать с), применим Теорему 5 и Теорему реитерации 3.5.3 из [15]. 
Получим

(^,о(м).^‘(р))в., = ((я;՝(р),я;’(м))ч։о,я;’Сп))в = 
= (я»>О»),я;«(я))ч(1_Ле = .в;дм),

где з0 = (1 — 77)51 4- т)32, 0 < р < 1. Теорема 7 доказала.
Чтобы доказать другие интерполяционные формулы, включая формулу “комп- 
лекснои интерполяции, воспользуемся следующим представлением пр )стрдиств 
типа Никольского-Бесова.
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Теорема 8. Пусть 1<р<оо, 1<д<оо, €?+, -оо < з < оо, и пусть число
а такое, что а > 2|з|. Тогда В^д(р) =

При д = оо результат имеет место с обычными видоизменениями.

Доказательство. Так как а > 2|б|, имеем 0 < 6 < 1, где 0 = ֊ — Применяя
Теорему 5, получим

в՛,^) = (я;/2(м),яр-0/2 (П)

Для описания интерполяционного пространства в (11), воспользуемся дискрет­
ным /^֊методом. По Лемме 3.1.3 из [15], для Ь > 1, имеем

ОО
п/н». Е б-мА֊’(г>\/,н;/20^),нГ/2(м)). (12)

1*4 * 1 4
к - ~ >г

А’~функционал в (12; может быть оценен с помощью (4). Имеем

(13)

Полагая 1՛՜՜ 1 г •,<<՛). лолуч.»-м

Тех ։хдма 8 доказана.

Теорема 9. Пусть 1 < ро,Р1 < оо, 0 < 0 < 1, р 6 (7+,< оо, 1 < Чо,<]\
ие < лг», «1 < -оо и

з = (1 - 0)$(| + 1^1,

( '՛՛ >г>;а
(.»).й;՝,! „И,.
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а для р* = д*,

Доказательство. По Теореме 8 для 1 < р < оо, 1 < г/ < оо, — оо < т < оо и 
а > 2|з|, получаем

ОО 
1И1^,(Р) ~ 

к= —оо

(14)

Обозначим С = С(/) = {рл}, где

а

9к к = 0,1,....

Тогда (14) можно переписать в виде

П/Нв",(м) ~ (15)

Отсюда следует, что С € Ь(В™я(р), 1™(Ьр)). В (15) положим р — р{, д = д,, 
т = з։, £ = 0,1 и выберем число а так, чтобы а > 2|з։|, i = 0, 1. Используя 
интерполяционное свойство “комплексного” метода Теоремы 5.6.3 и 5.1.1 из [15], 
получаем

Обратная оценка получается из соображений двойственности. Этим доказывает­
ся первое утвержение Теоремы 9. Второе утверждение доказывается аналогично, 
с использованием (15) и Теорем 5.6.2 и 5.2.1 из [15]. Теорема 9 доказана.

§3. ТЕОРЕМЫ ВЛОЖЕНИЯ ' • * • * *• • ? * *
По Определению 2 и Теореме 1 из [13], для 1 < р < оо, 1 < <7 < °°, з#0, р € (7+ 
имеем

^.,(М) = ^^.,(М) = /Д-В“,(д’) = ^,(^). .

Поэтому достаточно рассмотреть пространства типа Никольского-Бесова с верх­
ним индексом, равным нулю или единице. ՛
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Теорема 10. Пусть 1 < р < ос, //, у € (7+. Тогда

в’Л/О с ь„ с в°р^). (16)

Доказательство. Докажем правое вложение. Учитывая, что 
силу (4) получим

6 Мр, в

(Н‘(-),Я-։М)1/2,оо ~ 51(1р

у2 + I

Чтобы доказать левое вложение в (16) воспользуемся 7-методом “вещественной 
интерполяции (см. [14], [15]). Пусть / € Врд(м) = (Нр(дх), Нр֊1(м))1/2,1- Тогда / 
представляется в виде

(16')

Имеем

/*°° , я/~ / Г1/27(«,и(1);Н՜1 (м)) —■

Вычисляя нижнюю грань по всем предсталениям (16'), получим второе вложение 
из (16). Теорема 10 доказана.

Теорема 11. Пусть 1 < р < оо, 1 < <? < оо, /х, у 6 С+. Для того, чтобы имело 
место вложеение

С В1Р^) (17)

необходимо и достаточно, чтобы

^(^) < рм(€) (18)

Доказательство. Допустим, что имеет место оценка (18). Тогда

У с1 м2 0.
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Применяя теорему Лизоркинао мультипликаторах Фурье (см. [19]), Определение 
2 и Теорему 2, получаем

Пусть имеет место вложение (17). Убедимся, что тогда имеет место и вложение

Н2(м) С я». (19)

В противном случае, для любого е > 0 найдётся последовательность {/дг} такая,
что

11^ Я*(д) <е||/я н}00'
Используя Теорему 5 и Теорему 3.1.2 из [15], интерполяцией получаем

Полученная оценка противоречит (19). С другой стороны, (19) равносильно 
включению (^/м)2 £ Мр (см. [8]), что в свою очередь приводит к (18). Теорема 
11 доказана.

Теорема 12. Пусть 1<р<оо, 1<д<оо, Для того, чтобы имело
место вложение

необходимо и достаточно, чтобы

(20)

(21)

Если д = оо, то в (20) вместо Вр:ОО(ц) надо взять пополнение 3 в В^1ОО(ц).

Доказательство. Допустим, что имеет место (20). Тогда

1Г(0)| < с||/ / е 5(шп).

Следовательно <5-функция принадлежит сопряжённому пространству (£?рЧ(р))*, 
которое по Теореме 6 совпадает с В՜,' ,(р). Имеем

в0., _,(д)
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Теперь предположим, что имеет место (21) и / е В'ч(р) = (Н֊(р), Ьр)1/2 <1 (см. 
Теорему 5). Используя .7-метод вещественной интерполяции, представим / в 
виде (16). Согласно неравенству Гелдера,

t1/2p 1 
р2 + tp

д2 +1 1

Беря нижнюю грань по всем представлениям (16) и используя Теорему 5, полу-
чим

1/1 < с

Отсюда следует (20). Теорема 12 доказана.

Abstract. Nikolskii-Besov type generalized spaces Bpq(p) are usually studied 
under the assumption that the function p(£)y which determines the smoothness of 
functions from that spaces, satisfies lim //(£) = oo. The present paper studies

ICHoo
various Nikolskii-Besov type generalized spaces without that assumption and presents 
interpolation and embedding theorems.
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