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ПРОЕКЦИЯ ТИПА БЕРГМАНА В ПРОСТРАНСТВАХ БЕСОВА

К. Л. Аветисян

Ереванский государственный университет 
Е-шаП : avetkaren@ysu.ain

Резюме. В статье построен оператор типа Бергмана в единичном круге, кото­
рый осуществляет непрерывную проекцию пространства Бесова на его гармони­
ческое подпространство.

§1. ВВЕДЕНИЕ
Обозначим через Л(ГО) (Н(ГО)) множество всех гармонических (соответственно 
голоморфных) функций в единичном круге ГО. Для измеримой в ГО функции 
/(г) = /(ге*0) обозначим через

Мр(/;г) =

1/р
О < р < оо,

где 0 < т < 1. Множество гармонических (голоморфных) функций /(г), для 
которых

П/ЦЛя = вир Мр(/՝,г)

есть обычное пространство Харди Лр (соответственно Нр).
Квазинормированное пространство Д(р, <?, а) (0 < р, <? < оо, а 6 П1) со смешанной 
нормой является множеством измеримых в ГО функций /(г), для которых конечна 
квазинорма, определённая следующим образом :

11/11,., О г1 \' (1 — г)а,-1ЛГ’(/; г)</г)
О /

еэззир (1 — г)°Мр(/; г),

О < <7 < оо, 

д = оо.
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Гармонические и голоморфные пространства со смешанной нормой определяются 
как подпространства Ь(р. $,а), содержащие гармонические или голоморфные 
функции :

/1(79. <7, о) = Л(Ю) А Л(р, б/.а), Н(р,д,а) = Я(Ю) А Ь(р,д,а).

Заметим, что Л(р, оо,0) = Ьр и Н(р, оо,0) = Яр. Первые результаты о простран­
ствах со смешанной нормой содержатся в классических работах Харди и Лит­
тлвуда [1], [2]. Отметим, что при р = д < оо пространства Л(р, д, а) и Н(р, 
совпадают с известными весовыми классами Бергмана (см. [3] - [6]). Позднее 
Флетт [7] усовершенствовал методы и развил теорию [1], [2]. В работах [8], [9] 
изучались, в частности, аналитические проекции в пространствах Бергмана и 
со смешанной нормой.
В настоящей статье рассматриваются пространства Бесова, которые тесно связа- 
ны с пространствами со смешанной нормой и изучаются проекции типа Бергмана 
в этих пространствах.

52. ОБОЗНАЧЕНИЯ И ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ
Всюду ниже символы С(о. /А ...). С’о и т.п. будут обозначать различные положи­
тельные постоянные, зависящие только от указанных параметров. При А, В > О 
запись А % В будет означать двустороннюю оценку С1А < В < С2 А с некото­
рыми положительными постоянными г?! и С2- Символ 4тп.2 означает меру Лебега 
на круге, нормированную условием /п2(ПЭ) = 1. Если Т - ограниченный опера­
тор, отображающий пространство А' в У, т.е. ||Т/||у < С||/||х} / € X, то будем 
писать Т : X ।—> У.
Для функции /(г) = /(ге'м), заданной на Ю, через В = В“ обозначим оператор
интегроди |)ференцирования ГЭШ имана-Лиувилля, задаваемый формулами

где а > 0, а к - целое число такое, что к — 1 < а < к. Положим также

р-*/(г™) = г-°р-а/(гтд), Р°/(гш) = £>а{га/(™)}.

Легко видеть, что для гармонической / функции Ва / и В а/ также гармоничны, 
и для них справедливы следующие формулы обращения :

Р°Р'а/(г) = р-°Ра/(г) = /(г). (1)
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Будем рассматривать ядра типа Пуассона Ра и сопряжённые ядра (см. [10,
Гл. IX]) :

Заметим, что /о(^) = Р(г) и = СДг) суть обычные ядра Пуассона и 
сопряжённые ядра Пуассона. Ядра

гармоничны как по г, так и по Очевидно, что

Также для а > 0 имеем

Ро(г,0 (֊֊,<), <2о(г,С) =

Ро(х,0 = РпР0(г,С), <?«(«, С) = Р“<2о(г,С).

Лемма 1. Для любых а > 0 и р, удовлетворяющих < р < оо, имеют место
следующие оценки :

<С(а)., г,С ею.1 -<>1а+1

Мр(Ра;г) < С^а.р)^ _ г^а+1-1/р > 0 < г < 1,

Мр(С}а;г) < С(а,р) 0 < г < 1.

Доказательство леммы мы опускаем, поскольку оно осуществляется прямыми 
вычислениями и оценками.
В следующей лемме содержатся версии известного неравенства Харди [11].
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Лемма 2. Если д(1) >0 (0 < < < 1), 1 < $ < оо, /3 < -X < а, то

Г1 / Гг \9 Г1
/ (1-г)՞ / 9(«)Л 4г<С(а,ч)/ (1 -х)п+чдЧг) <1т. (2)

Л) \Л) / -/о

г1 / гх \ч г1
х0{ <7(0*1 (1х<С(Р,ч) х0+ддч(х)<1х. (3)

Уо \/о / «/о
В следующей лемме представлен ряд непрерывных вложений типа Харди- 

Литтлвуда и Флетта.

Лемма 3. Для а,&ь,(3 G IR, 0 < р.д < оо имеют место следующие непрерывные
вложения :

(>) 

(") 
(iii) 

(iv) 

(у) 

( v>)

h(p,q,a) C h(p,<bÆ)> 

МрЛ,а) С h(j)0,q,a), 

h(p,q,a) С А(рЛоЛ), 

h(p,q,a) С /1(роЛЛо), 

h(j).q,a) С А(роЛо,£0, 

h(p,q.<ï) С /i(p,Qo,/^),

Р > «,

'*о > о + 1/р - 1/ро, 0 < р < ро < ос,

Р > о 4֊ 1/р, 0 < Ро, <7о < оо, 

р > а, 0 < г/о < оо.

Причем, при а > 0 условие otQ 
достаточным для вложения (iv).

> а + 1/р — 1/ро является необходимым и

Доказательство. Первые два вложения (i) и (й) тривиальны: вл<»ж«՝ния (iii) 
и (iv) доказаны в [7], вложения (v) и (vi) можно найти в [12]. Докажем теперь 
необходимость условия «о > о 4- 1/р — 1/ро Для вложения (iv) при а > 0. Пусть

И12Прочею — 11ulIp.ç.û’ u ^(p>ç>°:)i

где постоянная С не зависит от функции и. Предположим, что имеет место 
обратное неравенство «о 4՜ 1/Ро < а 4- 1/р. Для любой точки а € Ю и индекса 
7 > тах{а0 4- 1/ро,« 4- 1/р} определим функцию /7,а(-г) = 1/(1 - а^)7. Простые 
вычисления показывают, что

Il А,а||р,д,а

Mp(fy,a-,r) и Ц _ |о|г)7-1/р’

PO.Ç.ÛO

Аналогично
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Отсюда
Ро<7,«о

Легко видеть, что правая часть неограниченно возрастает при |а| —> 1, что 
приводит к противоречию с условием К(р,д,а) С Л(р0, <7, «о)- Лемма 3 доказана.

§3. ПРОЕКЦИИ ТИПА БЕРГМАНА
Интегральные представления по площади круга в весовых классах Бергмана 
Н(р,р,а) хорошо известны (см. [3]֊[6]). Ниже приводится краткое элементарное 
доказательство для интегральных представлений для гармонических функций 
пространств со смешанной нормой К(р, д,&).

Теорема 1. Пусть а > 0 и и Е Д(р, <?,а). Если, либо 0 < р, д < оо, /3 > 
тах{о + \/р - 1, а}, либо 1 < р < оо, 0 < д < 1, [3 > а, то

и(2)= 2€Ю’ (4)

II)

Ф) = Р^уУ/'(1֊К12Л։<?з(^С)и«)^2(с), гею, (5) 

ю
где — гармоническая сопряжённая функции и(г), нормированная условием 
ц(0) = 0.

Доказательство. Вначале рассмотрим случай, когда р = д = 1, /3 = а и и(г) 
есть произвольная функция в 71,(1,1, от). Согласно формуле обращения (1) имеем

1 У1и(г) = Р;“Р“и(г) = —— / (1 ֊ т)а-։Р“и(тг) <1т. 
1 (а) Уо

Замена переменного т = р2 и применение формулы Пуассона, приводят к

/'1(1֊р2)“-1Р?и(р2г)2р(/р = 

1 (а) Уо
и(г) =
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где интеграл сходится по Лемме 1. Для остальных допустимых значений р, <?, /3 
доказательство следует из вложения Ь(р, д,а) С /1(1,1,/3) Леммы 3.
Если ц(г) - гармоническая сопряжённая функции и(г), нормированная условием 
и(0) = 0, то вместо формулы Пуассона применяем сопряженную формулу Пуас­
сона. Далее рассуждения повторяются. Теорема 1 доказана.
Представления (4) и (5) порождают следующие линейные интегральные опера­
торы типа Бергмана :

Т3(/)(г)
1

ад

Хорошо известны теоремы типа Форелли-Рудина (см. [5], [8], [9]), в которых осу­
ществляется аналитическая проекция пространства Ь(р.д,а) в его голоморфное 
подпространство. Аналогичные вопросы возникают в других функциональных 
пространствах, в частности, в пространствах Бесова.

Определение. Будем говорить, что функция /(г), заданная на круге Ю при­
надлежит пространству Бесова А£՛9 (0 < р, д < ос, о > 0), если

Ро/(г) € Ь(р,д,а- а),

где а - наименьшее целое число, превосходящее а, а Т)а - оператор интегродиф­
ференцирования Римана-Лиувилля. Пространство Бесова А£19 снабжено нормой 
(квазинормой)

Н/Ил” = Р“/Н

Пусть НА?՝д - подпространство-Л£>9, состоящее из гармонических функций. Для 
функции / € ЬДР’*7 индекс а может быть заменён на любой другой индекс 7 > а 
с эквивалентной нормой

Н/ПлЛ- « 1Р7/11Р.,.7-а

Обычно пространство /гЛ^՛9 при 1 < р, д < оо определяется в терминах гранич­
ных значений /(е10) функции /(г) через эквивалентную норму (см. [11])

и/ь + 1 < д < оо,
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где

АЖ) =/(«֊/(Л △{֊/(е*в) = △(1Д*-։/(е19), кеП. к > а.

В случае </ = оо, Д^-норма преобразуется в зир-норму.
Пространства Липшица инвариантны под действием проектора Бергмана, см. 
[13] ֊ [15]. Ниже для схожих операторов

= [[(1- К12)“՜1 Р(г,С)©“/(С)</т2(О, •
° к (а) 33

ю

$֊(/)(*) = /7(1 ֊ К12)“՜1 Ш О ^/(0^(0-
а 1 (а) 33

ю
исследуется та же задача для пространств Бесова. Нам необходимы две допол­
нительные леммы.

Лемма 4. Для любых 1 < р < оо, 0 < д < оо следующие вложения непрерывны :

ДД™СД(1,1,/3), а>0, /?>0,

а > 0.

Доказательство. Пусть и € /гА^'7. Это означает, что ТУ* и € /г(р у .у — а) 
для любого у > а. Согласно вложениям (11), (у1) Леммы 3, получим П и € 
/1(1,1./? -1֊ 7). Используя свойства операторов дробного интегродифференциро­
вания в пространствах Л(р, </,а) (см. [7]), получаем и € 7^(1,1,0), откуда следует 
первое вложение. Чтобы доказать второе вложение заметим, что 7гД£՝9 С ЬХ™ 
с произвольным 0 < /3 < а. Это означает, что Т^и 6 71(р, у, 8 — (3) для любого 
8 > /3. Вновь в силу вложений (и), (у!) и свойств оператора дробного интегродиф­
ференцирования в пространствах /1(р, д,а), получаем Т^и 6 /1(1,1,6) для любого 
8 > 0, т.е. и € ТгД^’1. Лемма 4 доказана.

Следствие. Оператор Т@ тождественен на ТгЛ^՝9 для любого 1 < р < оо,
О < д < оо, а > 0, (3 > 0.

Лемма 5. При 1 < р < оо, 0 < д < оо, а > 0 и 6 > О произвольная функция
и(г) Е. кА™ представима в виде

ц(г) 1 
т

Р(2,С)РЧ<)^2«)> *еп>. (б)

Доказательство. Согласно второму вложению Леммы 4, € Л(1,1, <5) для
любого <5 > 0. По Теореме 1 представим Т>6и(г) = Те(Т>6и)(г), а затем, используя 
формулу обращения (1), проинтегрируем посредством оператора Р 9. Лемма 5 
доказана.
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Теорема 2. При 1 < р, <? < оо, а > О, т = а имеем

Фт : Л™ Фт : Л™ ь-4 ЛЛ™, (7)

причём оператор Ф,п непрерывно проектирует пространство Бесова Л£9 на всё
подпространство ЬЛ*’?9.

Доказательство. Для заданной функции /(г) (вообще говоря, негармонической)
из Л£՝9, нужно доказать неравенство

||Фт(/)||лл- < С||/||л- (8)

или
1Р՜* Фт(/)||р,д,7-а < ' /||р,д,т-а> (9)

где тп € 22+, а<т<а + 1,7>а. Продифференцируя ФП1(/)(г) посредством
оператора 7?7 и используя Лемму 1, получим

|7’7<М/)(*)| |Э"7«)|ЛП2«) <

II)

-с II Т1тШ^|рт/(<е''’)|Ап2(с)’ ю
По неравенству Минковского

г = те'0

М^Ф^т) <С [[ (, 1^-|2|)’"~1Л7р(Р"7;р)^ <
М |1 - Сгр^1
ю

г1 (1 _ р)™֊1 
м А/Р(Рт/;р)^. /о (1֊рг)7

Если 1 < д < оо, то

Мр(1ГФт(/);г)<С
(1  лр՜1

Из неравенства треугольника имеем

11©7Фт(/)||Р,„7-а = (1 -гр-“Мр(2ГФт(Л;г) ь.(</г/(1_г)) < С(Л + /2),

где

I (1-р)’-У-'М„СПт/;р)С1р
О ья^т/а-т))



Проекция типа Бергмана в пространствах Бесова 13

(1֊р)т-։М₽(Р’п/;р)<7р

Оценим интегралы Ц и 1-2 по отдельности, используя неравенства Харди (2) и

(3),

/ 1—г V----- Ц------- гМрФ”'/; г) Лт = С||р’п/|1п О т-а

Ы(Л-/(1-г))

4’ < С [\1 - г)֊“’֊1 [(1 - г)"։+1Мр(Рт/;г)]’</г = С||Р"71Ц,.-а 

7 О

Следовательно, неравенства (8) и (9) выполнены. Если же <? = оо, то

||^Ш/||р,оо,т-а
Л/р(Р7Фж(/);т)<

(1 - р)т~а

Следовательно,

Мр(^Фт(/);г) < С||Р"‘/||р,оо.т-а [ (,\ <1р <
Зо к1 ~ Р1)

С||Рт/||р,оо,тп—а

Таким образом.
||Р1Фт(/)||Р,оо,7֊а < С|Р"7||р,оо.т-о,

что и требовалось доказать. Для завершения доказательства остаётся заметить, 
что сюръективность первого отображения (7) следует из Леммы 5.

Теорема 3. При 1 < р, 7 < оо, а > О, /3 > О операторы

Тр : £(р, д, -а) ।—► ЛА£ Тр : Цр,д,-а) •—4 ЛЛ£’

ограничены.

Доказательства. Достаточно доказать теорему для оператора 7^. Для заданной

любом /3 > О »

1|7>(^)Н/1Л^ ^Н^Пр,

необходимо доказать, что при 

(10)

Положим /(г) = 70(<р)(г). Тогда для любого 7 > а неравенство (10) можно 
записать в виде

Н^7/Нр,<ь7-а £'*11у?11р,«>-ас (11)
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Чтобы доказать (11), продиф< 
вом оператора Р7 :

Р /(г)" г(/3) У

1

Пусть р — ц = 1. Тогда

|р7/||1,м-а < С

< с II (1 - м2)1”“՜1 II (]

го 1 ю

< с У^(1 - К12У’-1ИО1 

го 1
Используя Лемму 1, получим

11^/111.1.,-« < С ([(1 - К12

эеренцируем равенство /(г) = Т^(^)(г) посредст- 
ч 

• 
с

1(1 - СМС) ^(0-

о

?II(1 - |г|2)7-“-1|Р7/(2)| *п2(г) < 

го

1֊ К|2)*-1|РЧ>3Р(г,С)| И<)|<йп2(С) <1т2(г) < 

«■

^(1 - |г|2)7-а-1|Р7Р/3Р(г,С)| Лп2(г) *п2(0- 

ГО 
•

)'3-1И01 //л;—1. д.. <^тг(г) <*пг(0 <

ГО

<С’(а,/3,7) II(1֊

ГО
Следовательно,

|Р7/1|1,1,7-0 <
•

Пусть теперь р = д = оо. Тогда

|2’1/(*)1< гТж [/(! * 1С|2)“+3՜* 
1 \Г^ ) */го

<С(а,£)Моо,оо,-о II(1-

ГО

Н’РПоо.оо,—о,

<С(а,Д7) М

11 — ц г । ՛ ՛ ՛ 
- го

1С12)-“-1|¥’(0Ит2(().

•

С(а,Д7)М1,1,-«. (12)

\т>уР0(^<)| (I - |С|2)-“к(ОНт2(О <

•К|2)“+/’"1|г>7^(г,01^2(0<

г г (1 _ |С|2)°+0-1
1] |1-О|7+'5+1 -
го

1
оо>оо’"а (х-М)7՜“’
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Следовательно,
IP7/||оо,ОО,7֊а — C(ö։ß>7) Halloo,оо,-а- (13)

Согласно одному варианту интерполяционной теоремы Рисса-Торина [16] нера­
венства (12) и (13) влекут (11) для всех 1 < р, <? < оо. Теорема 3 доказана.
Отметим, что при р = ^ = оо, а = 0 Теорема 3, в частности, утверждает 
ограниченность оператора 7^ из Д°°(Ю) в пространство Блоха БИ = ЛЛ^0,00 
гармонических функций. Этот факт хорошо известен для голоморфных функций, 
см. [5], [17].

Abstract. A Bergman type operator is constructed on the unit disc, that continu­
ously projects a Besov space onto its harmonic subspace.
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