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Резюме. В статье исследуется возможность равномерно касательной аппрокси
мации на двух гладких кривых (лучах) с общим началом, голоморфными в круге 
функциями, представимыми степенными рядами с предписанными лакунами.

§1. ВВЕДЕНИЕ
В недавних статьях [1] - [4] исследовалась равномерно касательная аппроксима
ция в области 17 С С (из конечной комплексной плоскости) голоморфными в 17 
функциями, которые в окрестности некоторой фиксированной точки из 17 пред
ставляются степенными рядами с наперёд предписанными лакунами. В упомя
нутых статьях аппроксимация указанного типа изучалась как на разных классах 
кривых так и на более общих замкнутых подмножествах области 17 (так назы
ваемые множества Карлемана). В настоящей работе лакунарная аппроксимация 
изучается на паре гладких кривых с общим началом (в частности, на двух лучах 
с общей вершиной).
Для ормулировки полученных результатов введём некоторые обозначения.
Пусть Иц - открытый круг из плоскости С с центром в нуле и радиусом R 
(О < R < оо), при этом полагаем =С. Для множества е С С обозначим через 
ё и де замыкание и границу множества е, соответственно.
Рассмотрим локально гладкую ду^у Г С Рд, соединяющую начало координат с 

и удовлетворяющую следующим условиям :
а) дуга Г имеет с каждой окружностью 5£>г(0 < г < 7?) только одну точку
пересечения; • >
Ь) в каждой точке г € Г угол между Г и окружностью больше некоторого 
числа 7 6 (0,7г/2}, не зависящего от г € Г.
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Для такой дуги Г и числа а € [0, тг] положим Еа = Г и Га, где Га = {г 6 Рд : 
г — гие։а,и) € Г}. В частности, Еа может совпадать с двумя лучами имеющими 
общее начало в нуле и образующими угол а.
Как обычно, обозначим через Я(£>д) и С (Еа), соответственно, множества 
всех голоморфных в и непрерывных на Еа функций. Пусть С] - заданная 
подпоследовательность из БМо = Л\т и {0}, где ЕЧ ֊ множество всех натуральных 
чисел. Для т € ЛЧ обозначим = {дп € С \ {0} : дп = &(тос! т)}, к = 
0,1,..., т — 1. Будем говорить, что возможна равномерно касательная лакунарная 
аппроксимация, если для любых функций / и е > 0 из С (Еа) существует функция 
д, представимая в окрестности нуля степенным рядом вида

ОО
$(*) = 52 9п^п, 9п-^ при

п=0
(1)

и такая, что |/(г) — </(г)| < е(г) при г € Еа. Основным результатом работы 
является следующая теорема :

Теорема 1.
1. Пусть а/2тг = £/т, где £ ит - взаимно простые числа. Тогда для возможности 
равномерно касательной лакунарной аппроксимации необходимо и достаточно, 
чтобы из следующих т рядов

к = 0,1, ...,т — 1, (2)

расходились бы по крайней мере два ряда.
2. Пусть а/Тп иррационально. Тогда условие

Пт тГ — > 0 п-юо дп (3)

является достаточным условием для возможности равномерно касательной ла
кунарной аппроксимации.

Отметим любопытную особенность Теоремы 1 состояющую в том, что в её 
формулировке не фигурирует величина раствора а угла между кривыми Г и
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§2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ
Ниже для г, 5 (0 < г < 5 < R) полагаем еа(т. $) = £>г и (ЕОПРТ). Для 
множества В и числа Ь из С пусть В • Ь = {г : г — иЛ, WEB}. Для заданного 
компактного множества е С С обозначим через А(е) банахово пространство 
всех непрерывных на е и голоморфных на внутренности е функций с нормой 
11/11 = яир{|/(г)|, г 6 е}. Г
Лемма 1 (см. [1]). Пусть С} - подпоследовательность для И\о, для которой

ОО
V д՜1 = оо, р - комплексная мера Бореля на ео(г, $), удовлетворяющая соотно-

п=1шениям

гЧп (1р(г) = 0 при п = О,1,....
ео(г,«)

Тогда мера р сосредоточена на Ог.
Отметим, что частный случай Леммы 1, когда г = 0, совпадает с достаточной 
частью комплексного аналога известной теоремы Мюнца для случая натураль
ных показателей (см. [5] - [9]).

Лемма 2. Пусть а/2тг = £/тп, где (. и т взаимно простые числа и () - 
подпоследовательность для ИЧо, для которой расходятся по крайней мере два 
ряда из т рядов (2). Тогда для любой функции / Е А(еа(г, $)), представимой в 
окрестности нуля степенным рядом

ОО

п=0

где /п = 0 при п £ С], (4)

и для любого числа е > 0 существует многочлен

п

р(и) = 
л=о

где рк = 0 при к С) (5)

такой, что

|/(:)֊р(г)1<£ при 2€еа(г,«).
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Доказательство. Пусть тг - подпространство для А(ео(г, $)), являющееся рав
номерным замыканием множества всех многочленов вида (5). Нам нужно дока
зать, что для любой функции имеем / 6 я. Согласно теоремам Хана-Банаха 
и Ф. Рисса, достаточно доказать, что для любой комплексной меры Бореля р, 
удовлетворяющей соотношениям

У zgndp(z)=0 для 

ee(r,s)

п = 0,1,... (6)

будет выполняться также условие

[ f(z)dn(z) = 0. 

eQ(r,s)
(7)

Пусть I/*, к = 0,1,тп — 1 - комплексные меры Бореля на ео(г, 5), определённые 
следующим образом : для любого борелевского подмножества е С во(г, $) полага
ем

Pfc(e) = р (е Г) Dr) + р (е*) + u)ktр (е* • о/) ,

где е‘ = е \ Dr и си = ехр (2тгг/т). В силу (6), получаем

zqndvk(z) = 0 при qn е Qk, А; = 0,1,..., (8)

В предположениях леммы, существуют числа кх, к2 € {0,1, ...,т - 1} (к^ к2),
для которых расходятся соответствующие из рядов (2). Следовательно, по Лемме 
1 и из (8), при к = к1,к2 вытекает, что меры сосредоточены на £)г, т.е.

р (е*) 4- ukfр (е* • о/) = 0 при к = к\,к2.

Так как £ и т взаимно простые, то определитель полученной линейной системы 
отличен от нуля, и поэтому р (е*) = р (е* • о/) = 0. Следовательно, мера р также
сосредоточена на £>г. Чтобы показать, что из (б) вытекает (7), осталось заметить
что для любой функции f G A (Dr) apntj метические средние частичных суммЭ€

степенного ряда функции / сходится к / равномерно на £>г. Лемма 2 доказана.
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Замечание 1. Условие расходимости по крайней мере двух рядов из тп рядов 
(2) необходимо для справедливости Леммы 2 в случае, когда г = 0 и Г П Р, - 
аналитическая дуга.
В самом деле, предположим, что из рядов (2) расходится только один ряд (с 
некоторым индексом кх). Существование хотя бы одного такого ряда следует из 
необходимой части комплексного аналога теоремы Мюнца (см. [7], [8]). Согласно 
этой теоремы существует комплексная мера Бореля р на 7 = Г А такая, что 
/1(0) = 0 и

2Чпс1р(г) = 0 при дп € (}к к = 0,1

при е (1Г^ \ <2) и <2^!-

На еа(0,в) определим комплексную меру Бореля V следующим образом :

р(е) = р(е А 7) - и А 7а) • г), 7СГ = ГОА£>5,

где е - произвольное борелевское подмножество из еа(0,«). Тогда для дп € О* 
(А: = 0,1,тп — 1) имеем

у 2Чп(1и(2) = - о/* у г9п7/1(г),
ео(0,«) 1

откуда следует

у г9п7р(г)=0 при дп € <2к к = 0,1,тп - 1,

»
2дп (к/(г) / 0 при дп € № \ ($.

Итак, для меры I/, из соотношений (6) условие (7) не вытекает.
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Лемма 3. Пусть а/2тг иррационально и подпоследовательность С} для ВЧ0, 
удовлетворяет условию (3), тогда справедливо заключение Леммы 2. 

г
Доказательство. Аналогично доказательству Леммы 2, достаточно показать, 
что для любой комплексной меры Бореля р на ео(т,д), удовлетворяющей (6), 
будет выполняться также условие (7). С этой целью возьмём произвольную 
такую меру р и рассмотрим её преобразование Коши

dp(z) 
t — z '

t еС\ ea(r, s).

Очевидно, что G € H (C \ ea(r, s)), гдеС - расширенная комплексная плоскость.
В силу (6) в окрестности бесконечности, G разлагается в степенной ряд

|t| > .5, (9)

где {рп}?0 - подпоследовательность, дополнительная к Q относительно IN. По
кажем, что радиус сходимости R ряда (9) удовлетворяет неравенству R < г. В 
сайтом деле, очевидно, имеем 0 < R < s. Предположим, что г < R < s. Поскольку 
G Е Н (С \ eQ(r, s)), то тогда из равенства (9) следует, что этот ряд на границе 
ODr круга сходимости имеет одну или две особые точки. В первом из указан
ных случаев из результата Г. Полна (см. [12], Теорема А, стр. 737, а также [10]) 
вытекает

lim inf — = 0. (10)
n—>оо qn

Во втором случае, учитывая, что а/2тг иррационально, (10) вытекает из соот
ветствующего результата А. Макинтайра и Р. Уилсона (см. [13], Теорема 3). 
Итак, в обеих случаях получается противоречие с условием (3). Следовательно, 
требуемое неравенство R <г доказано.
Обозначим через (71 сумму ряда (9). Очевидно, что (71 Е Н (С \1\). Согласно 
(9) функции <7(£) и (71 (^) совпадают при I Е С \ Поэтому, по теореме 
единственности аналитических функций, они совпадают при Ь Е С \ еа(г, д). 
Следовательно, по теореме единственности для преобразования Коши получим, 
что мера р сосредоточена на /?г. Теперь уже вывод условия (7) из (6) очевиден. 
Лемма 3 доказана.
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Замечание 2. Существуют подпоследовательности С} из ГЧ0, для которых

lim — = О n->oo qn (П)

и Лемма 3 остаётся справедливой для случая г = 0.
Определим сперва подходящую подпоследовательность {&т}о° из Г\т0 (к0 = 0). 
Обозначим через (тп = 1,2,...) линейную оболочку степеней {гтп, 1 < 
п < кт}. В качестве к\ выберем наименьшее натуральное число такое, что 
(Й8€(г;51) < 1. Предполагая числа к{, ..., кт-1 уже определёнными,, выберем
в качестве кт наименьшее натуральное число, которое больше чем кт-1 и 
удовлетворяет условию (НзЦг, г2,..., 5Ш) < тп՜1. Существование такого кт
вытекает из Леммы 3, так как степени г, г2, принадлежат замыканию
линейной оболочки системы функций {z™,n >кт-1}.
Зададим теперь требуемую подпоследовательность С] полагая qn = тп при
кт-! < п < кт, т = 1,2,.... Очевидно, что С} удовлетворяет (11). Остаётся
убедиться, что замыкание 3^ линейной оболочки системы рункции
совпадает с C(eQ(0,з)). В самом деле, так как Sm С Soo, то dist(z9; S») < т 
при т > q. Следовательно, г4 € 5^ при любом q € ЕЧо-

§3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1
Докажем сперва достаточность части 1 и часть 2. Пусть {гп}о° - возрастающая 
последовательность действительных чисел сходящаяся к Я, причём г0 = 0. Выбе
рем убывающую последовательность положительных чисел {<$п )о° стремящуюся 
к нулю и удовлетворяющую условию < тт{е(г) : г € Еа, гп < |г| < гп+1} 
при п = 0,1,.... Положим далее ап — 6п+1 - <$п+2 при п = 0,1,... и а֊1 = 0.
По индукции построим подходящую последовательность многочленов вида (5).
Согласно Леммам 2 и 3, при г = 0 найдётся многочлен ро вида (5) такой, что
i/u) -poWi < «о при z € РГ1 ОЕа. Рассмотрим функцию

{
Po(z)
/(*) - 

/(*)-

*21՜֊
221 —ill

Z22 — Z 
222-212

[/(zn) -po(zn)]

[/(ziz) - Po(zis)]

при z € Dri,
при z € (Dr2 \ Dri) П Г, 

при z € (Df2 \ Dri) П fQ.

Здесь и ниже дЕГп П Г = {гП1},^РГп П Га = {гп2}. Так как € А(ев(г1։г2)), 
то согласно Леммам 2 и 3 существует многочлен Р1 вида (5) такой, что |ЛХ (г) - 
Р1(г)1 < «1 при г € еа(г1,г2). В частности, имеем |ро(<г)-Р1(2)1 < а1 ПРИ г € ЕГ1
и

|/(z) -Pi(z)| <
«1

Ql -1֊ Qo
при
при

Z = Z21, z22
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Предположим, что уже построен многочлен рп вида (5) такой, что 
ч

|рп_։(г) -р„(г)| < а„ при ■ г € Ог„ (12)

И

|/(г) -р„(г)|
При 2 — ^п+1,1 , Хп+1,2 
при г € (£>г„+1 \ Рг„) (13)

Теперь построим многочлен рп+1 вида (5) следующим образом. Рассмотрим
ФУНКЦИЮ /1П4֊1(^) =31

Рп(г)
“ Х.Г-к+м (/(2п+1.1) -Рп(*п+1,1)1

ю [/(2п+1,з) -р»(^+1,2)]

при 2еРг„+1,
при (РГп+, \Рг„+,)ПГ,

при 2 6 (£>г„+2 \Яг„+1)ПГа.

Ясно, что Дп+Дг) Е Л(еа(гп+1,гп+2)). Согласно Леммам 2 и 3 существует много
член рп+1 вида (5) такой, что |/1п+1 (г) ֊ рп+1(г)| < ап+1 при г € еа(гп+1, гп+2). 
Отсюда следуют оценки типа (12) и (13) с заменой в них п на п 4- 1. Таким 
образом, требуемая последовательность многочленов вида (5) построена. 
Рассмотрим теперь функцию

ОО
дМ = Ит рп(г) = Ро(г) + У"(рь|֊1 (г)-р*(г))։ г € Е>я- п—юо £—'

Л=0

Из (12) вытекает, что полиномиальный ряд сходится абсолютно и локально рав
номерно на Следовательно, д € Я(7?я), и в окрестности нуля д разлагается 
в степенной ряд вида (1). Пусть, далее х € Еа, т.е. г € (/?Гп+1 \ £>гп) И Еа при 
некотором п € ИМо- Тогда имеем /(г) — д(г) = (/(г) — рп(^)) 4- (Рп(г) — <?(2)), где 
согласно (12) и (13) получаем |/(з) — рп(г)| < ап + «п-1)

1з(г) ~Рп(г)| =

Следовательно, получаем

ОО
12(р*+1(г) -Р*(*)) 
к=п

1/(г) - 3(*)1

ОО

< 52 <*к+1- 
к=п

ОО

< 5 &к = ^п՛ 
к=п—1
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С учётом выбора чисел ôn, получим

|/(*) -$(*)!< Ф) ПРИ z£Ea-

Достаточность части 1 и часть 2 теоремы доказаны.
Докажем теперь необходимость части 1. Очевидно, что возможность равномер- 
но касательной лакунарной аппроксимации влечёт возможность равномерной ап
проксимации многочленами вида (5) для любой функции из C’(eû(0, s)) на любом 
компакте eQ(0,s), где s < R. Следовательно, необходимость части 1 вытекает из
Замечания 1. Теорема 1 доказана.

Abstract. The paper investigates the possibility of uniform tangential approxima
tion on two smooth curves (rays) with common origin by holomorphic in a disk 
functions representable by power series with prescribed lacunae.
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