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Резюме. В работе построены весовое пространство Ьд[0,1] и ряд £по системе Уолша, который универсален в £^[0,1] как относительно перестано­вок так и подрядов.
§1. ВВЕДЕНИЕПусть р(х) - измеримая на [0,1] функция, удовлетворяющая условию 0 < р(х) <1, и пусть L* [О, 1] - пространство измеримых функций f(x), x 6 [0,1], с конечныминтегралом lf(x)lp(x)dx < оо.
Определение 1. Функциональный ряд

ОО

к=1
fk(x) е ь^[о, 1]

называется универсальным в весовом пространстве /^[0,1] относительно пере­становок, если для каждой функции f(x) € Ьр[0,1] члены ряда (1.1) можно пе­реставить так, чтобы вновь полученный ряд fa(k)(x) сходился к f(x) вметрике L*[0,1], т.е.
lim 

п—юо

Определение 2. Ряд (1.1) называется универсальным в весовом пространстве £^[0,1] в обычном смысле, если для каждой функции /(т) € [0,1] существуетвозрастающая последовательность натуральных чисел пк такая, что последова­тельность частичных сумм /Лх) сходится к /(т) в метрике [О,1].
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Определение 3. Ряд (1.1) называется универсальным в весовом пространстве £^[0,1] относительно подрядов, если для каждой функции /(х) € £^[0,1] можно выделить подряд /пЛх) ряда который сходится к функции /(х) в метрике £*[0,1].В этой статье рассматривается вопрос существования рядов по системе Уолша, универсальных в £* [0,1] относительно перестановок и подрядов.Отметим, что вопросам существования различных типов универсальных рядов в смысле сходимости почти всюду и по мере посвящено много работ (см. [1]- [7]). Первые универсальные (в смысле сходимости почти всюду) тригонометрические ряды
ОО

аксозкх 4֊ Ъкзткх 
к=1 (1.2)

были построены Д. Е. Меньшовым [1] и В. Я. Козловым [2]. Эти ряды обла- дают свойством, что для любой измеримой на [0,2л՜] функции /(х) существует возрастающая последовательность натуральных чисел пк такая, что у ряда (1.2) последовательность частичных сумм с номерами пк сходится 1о /(х) почти всюду на [0,2тг]. Если /(х) € Ь[о 27Гр нельзя заменить сходимость почти всюду сходи­мостью в метрике £*0 2ярЭтот результат был распространён А. А. Талаляном на произвольные полные ортонормированные системы (см. [3]). Им же установлено (см. [4]), что если {0Г1(х)}^5_1 - нормированный базис пространства £^ ^,р > 1, то существует ряд вида
ОО 
^акфк(х), 
к=1

(1.3)
который обладает свойством : для любой измеримой функции /(х), члены ряда (1.3) можно переставить так, чтобы вновь полученный ряд сходился бы по мере на [0,1] к функции /(х).В работе [5] М. Г. Григоряном построен ряд вида 52^1 с*И^(х), который универсален в весовом пространстве £* [0,1] относительно частичных рядов, при некоторой весовой функции ^(х), 0 < /х(х) < 1, х £ [0,1]. В [6] доказан следующийрезультат
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Теорема А. Существует ряд по системе Уолша вида

ОО
with

Jt=l

rn

^CkWk(x)
Jb=l

< » % £ [0, l]j CX)j 771 — 1? 2» •••» (1-4)
такой, что для любого с > 0 можно построить весовую функцию р(х), удовле­
творяющую 0 < р(х) < 1 и |{х Е [0,1] : р(х) 1}| < € так, что ряд (1.4) был бы 
универсальным в весовом пространстве L1 [0,1] как относительно перестановок 
так и подрядов.В настоящей работе доказываются следующие теоремыТеорема 1. Пусть cu(t) - непрерывная возрастающая на [0,оо) функция такая, 
что <j(+0) = 0. Тогда существует ряд по системе Уолша вида 

ОО
^CkWk(x) с 
fc=l

оо^с£ш(|с*.|) < ОО 
к=1

(1.5)
такой, что для любого с > 0 можно построить такую весовую функцию р(х), 0 < р(х) < 1, |{т € [0,1]: р(х) 1}| < е, чтобы ряд (1.5) был бы универсальным 
в весовом пространстве 7^(0,1] как относительно перестановок так и подрядов. Если в Теореме 1 возьмём

u(t) =
е

t = 00
то получим следующий результат
Теорема 2. Существует ряд вида

ОО |с*|9 < оо, для всех q > 2 (1.6)
Jt=l

такой, что можно построить весовую функцию р(х), удовлетворяющую 0 < М(х) < 1, |{я € [0,1] : р(х) 0 1}| е, € > 0, чтобы ряд (1.6) был бы универсальным 
в £*[0,1] как относительно перестановок так и подрядов.
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§2. ОСНОВНЫЕ ЛЕММЫСначала приведём определение системы Уолша-Пэли (см. [8]) :
ИШ = 1, 1711 > ГП-2 > ... > , (2.1)

где {гк(х)}^_0 - система Радемахера :
г0(х + 1) = го(я), гк(х) = г0(2кх), к = 1,2,...

Лемма 1. Пусть даны числа 0 < б < 1, > 1, 7 / 0 и интервал △ вада△т = 2^г], (1 < г < 2,п). Тогда существуют измеримое множество Е С △ 
и многочлен

^(я) = 52 ск]Ук(х), 
к=ко

которые удовлетворяют следующим условиям : 

(2)
(3)

х € Е;

|Е|>|Д| •(!֊«),
■ Ы • Ид|.

Доказательство. Положим Ро = 4֊ 1. Очевидно, что существует нату­ральное число то такое, что при тп > т0, имеем
т

$тп (я,7 • Хд) = 52а>^(х) = 7 ’ Хд(я), X Е [0,1], (2.2)
>=0
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[7-Ха(*))-^(0Л.

Возьмём натуральное число 7711 > то таким, чтобы
и положим

И/т1(х)-ИМх) = И^т։+*(х), если 0 < к < то

если з £ [т^т, + то],если 3 € [0, то],
(2.3)
(2-4)

= -1}; = {х € △; И'пиС։) = +1}-1 = {х е △;Отсюда и из (2.2) будем иметь
М֊1 где Л/՜! = ТП1 4- тп + 1.

Предположим, что уже определены числа т\ < гп2 < < т^-1 («/ < 1/0), >М-1, 1 < г < у - 1, многочлены вида
М-1/^(т) = — 1 ^։,

«=М-1

1 < г < ^ — 1
и множества \ (1 < * < ~ 1), Для которых выполнены условия

\
Ьа\Уа(х) = (2։ 1 (2-5)

«=М-1

Г А' — П* Ак ' 1^»-’’/==!^ 1 
|Д;.| = 2-‘.|Д|; (2.6)



30 С. А. ЕпископосянОчевидно, что существует натуральное число д*, такое, что ч
£в^ВД=2'<7-^>), хе [0,1], (2.7)
;=0

где
•7* *△;_/*) \У;(х)(1х.

Возьмём натуральное число такое, чтобы (см. (2.1))И^тДя) • жк(х) = И'п,,+*($), если 0 < к < 1^-1

7П„ > 3 • Ш։/-! +Положим = ти 4- 4֊ 1,
(2.8)

для « = ти 4֊;, ; € [0,^];0, в противном случае, (2.9)
Г>Д<,-’, где △<,-> = {хе △: Игта,(х) = -1}. (2.10)Учитывая соотношения (2.7) - (2.9), получаем

Так как > 3 • ту_\, то множества △[, } и имеют одинаковые порции наинтервалах постоянства функции 1УГП|/_1(т). Следовательно,_ !△!|АМ = (2-12)Таким образом, по индукции определены натуральные числа т\ < т2 < .... <
ТП^О > тУ > 3 • 771^-1 4֊ /^1,-1, МНОЖвСТВа 1 < и < 1/0? и многочлены

Nl/-l



О существовании универсальных рядов по системе Уолша 31такие, что для каждого р, 1 < у < удовлетворяются условия (2.11) Теперь определим множество Е и многочлен Р(х) следующим образом :

Р(х) = £ ск\¥к(х) 
к=к0

N = NVo-l,

где
{65, если Nl,-l < 5 < Nt/i 1 < у < Уо, О, если ко < з < Л7!.

В силу (2.10) для любого у, 1 < у < уо, имеем
+ 2*'ТХД'(«)-

(212)-
(213)
(214)

(215)

(216)
Используя (2.11), (214) и (2.16), получаем

Р(ж) = 52 скЖк(х) = 7 • *△(*) - 21'0 - 7- ХД^(х)՛ Л-А-о
Отсюда и из (212) - (2-15) вытекает

Р(х) = 7,0, |Е|>|Д|.(1֊2‘՜0).
Так как |Д^о| = 2՜*'° • |А| (см (2.12)) из (2.17) следует

Поскольку (см. (2.14))
(2.18)

Р(х) ’ №к(х)(1х = {с*, для ко < к < ТУ;0, в противном случае,
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Лемма 1 доказана.
Лемма 2. Пусть - непрерывная, возрастающая на интервале [0, оо) функция 
такая, что о?(+0) = 0. Для любой ступенчатой функции имеем

ч/(*) = 52?։ •5=1 (2-19)
где - интервал вида Дт = > 1 < * < 2т- Для любого 0 < б < 1,
No > 2, существуют измеримое множество Е С [0,1] и многочлен вида

С*Ж*(.т), Л=Лго
которые удовлетворяют следующим условиям :

(1)
(2)
(3)

Р(т) = /(т) оп Е,

\Е\>(1-е),

(4) тах 
Мо<тп<М с^к(х)

для любого измеримого подмножества е из Е.
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Доказательство. Пусть 0 < б < 1 произвольно. Тогда для любого т/, удовле­творяющему условию
б2
8 ио

существует положительное число 6 < € такое, что для любого I (0 < £ < 6) имеемй?(£) < 0,(6) < т). (2.20)Не умаляя общности можно считать, что
5 — 1,2,д. (2.21)Последовательным применением Леммы 1, можно определить множества Е$ € А, и многочлены вида

*=лг,_։
з 1,2,..., д,

которые удовлетворяют условиям :

Определим множество Е и многочлен Р(х) следующим образом :
<7 Р(т) <7

^2 ак№к(т) = 52
к=М0

с^ИЪСг) (2-24)
где

Ск = с!'ч) для М3-1<к<1^3, $ = 1,2,д, N = Nq — l. (2.25)Л



34 С. А. ЕпископосянИз (2.19), (2.22) и (2.24) получаем Р(х) = /(я) на Е и |Е| > (1 — б). Учитываясоотношения (2.21), (2-23), (2 25), для любого к € [%> имеем
(2.26)

Отсюда и из (2.20) получаем с^(|с^.|) < си(^) < ту для всех к 6 [Мь У]. Следова­тельно, из (2.21) и (2.23) вытекает

Таким образом, утверждения 1) - 3) Леммы 2 выполнены. Теперь проверим выполнение утверждения 4). Пусть < т < 1*1, тогда в силу (2.23) и (2.24) для некоторого во, 1 < «о < <7, (Л^«о — т < ^®о+1) имеем
ГП Эо
£ с*1У*(«) = Е

к=Ы0 з=1

14,—1

Е 4։)ЖНх)
/=Лг,-1

т
+ Е 4։о+1)ж*(х). (2.27)

Учитывая, что Р(х) = /(х) на Е, то из (2.19) - (2.27) для любого измеримого множества е С Е получаем
4'’ИМ*)

<1х < [ |/(®)|</х+1/--|7,о+1|-Л/|Д.о+1| < [ |№)|<*г+€-
Лемма 2 доказана.
§3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1Пусть - непрерывная, возрастающая на [0, ею) функция и а?(+0) = 0. Пусть{/•>(*)}“=!, *€[0,1] (3.1)



О существовании универсальных рядов по системе Уолша 35последовательность всех тех ступенчатых функций, у которых значения и конце­вые точки интервалов постоянства суть рациональные числа. Последовательно применяя Лемму 2, построим последовательность множеств и последо­вательность многочленов
^,-1

I = No < Nl < а = 1,2,...., (3.2)
к=^-1

для любого измеримого подмножества е из Е3 удовлетворяют условиям :
|Я,1 Е, С [0,1], (3.3)(3.4)

(3.5)
шах/Ул_1<р<Л\ (1х |/։(х)|<1т. (3.6)

Рассмотрим ряд
(3.7)

где с* = при Мз-1 < к < я = 1,2,....Пусть € - любое положительное число. Положим
ОО

8 = П

п0 = [1оех/2 е] + 1; (3.8)
ОО

в = и я„ = п„0 и П = По

п = 1,2,....,



36 С. А. ЕпископосянОчевидно, что (см. (3.4)) |В| = 1 и |Е| > 1 - е. Определим функцию
/4(х) =

1Мп припри х € Е и ([0,1] \ В);
X С \ ^П-1, > ^0 “Ь 1,

(3.9)
где

Л. = ||Л(*)||оо + тах
Я .-^<14.

II X 4։)^(х)||оо + 1. 
к=Г*._х (3.10)Из (3.5), (3.7) - (3.10) получаем(А) 1г к?

ОО(В) ^2 |с*|2 -о>(|с*|) < оо.
*=1Отсюда вытекает, что Пт Ск = 0. к—>оо (3.11)

Учитывая (3.8)-(3.10), для всех в > по и р € (АГ,-!,#,) получаем

В силу условий (3.3), (3.8)֊(3.10), для всех « > по имеем
(х) — /9(х)\ р(х)(1х = |ЛМ ~ Л(^)| р(х)(1х^֊

|Вв(х) /а{х)\рп(1х
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*.֊1 4։> IV, (х) К8 *с1х < 2՜2'. (3.13)
Учитывая (3.6), (3.8)- (3.10) и (3.12), для всех р € рУ,-1,ЛГ<) и з > по + 1 имеем

р

с\"\Ук(х) р(х)(1х+

р(х)(1х < (3.14)

\fsM\dx

|/,(х)|д(х)<1х + 2՜2’.
Пусть /(т) Е £*[0,1]. Нетрудно видеть, что из последовательности (3.1) можно выбрать функцию /Р1 (х) такую, что

!/(*) - Л,(а:)1м(я)<*Е < 2 2. 1/1 > По + 1. (3.15)
Следовательно,

(3.16)
Из (2.1), (А), (3.13) и (3.15) для Ш1 = 1 получаем

|/(аг) ֊ [Ри (х) + ст11Ут1(х)]| д(х)Лг < |/(я) - /и (х)|/х(х)е*г+



38 С. А. ЕпископосянГ11/^Дх) - (я)|/1(х)(£г + / |ст։1Ут1(х)| ц(х)с!х < 2 • 2 + |ст։I- (3.17)
Уо ՝Пусть выбраны числа < и? < ... < ^-1 и тп\ < тг < ... < тч-1 так, что при1 < 7 < д - 1 выполняются следующие условия :

т. (3.18)О
Возьмём функцию из (3.1) такую, что при ид > ид-1 и 1/д > тд_1 имеем

Отсюда и из (3.18) получаем
Л,(х)| ц(х)<1х < 2՜2’ + 2 • г-2«’֊1» + |ст,_, |=9- 2՜2« + |ст,_։ |. (3.20)

Из условий (3.13), (3.14) и (3.20) имеем ^,֊1
/^(х) ֊ Рр<։(х)|м(з:)с/т < 2 2и’, Л,,(х) = ^2 с^ч)]Ук(х), (3-21)
тах (3.22)

Положим
Учитывая соотношения (2.1),

ч

Шд = тт <п Е N (А), (3.19) и (3.21) получаем (3.23)

(3.24)
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стА^тАх)\^(х)(1х <2-2 2, + |ст<։|.
Таким образом, мы можем по индукции выбрать из ряда (3.7) последовательнос­ти членов сГПч\УГПч(х), д = 1,2,..., и многочленов

^,֊1а,(®)= £ К,-1>^,.։, 9=1,2,...,
*=^,-1

(3.25)
удовлетворяющие условиям (3.22) - (3.24) для всех д > 1. Учитывая выбор Ри<։(х) и сТПч]УТПя(<х) (см. (3.23) и (3.25)), получаем, что ряд

(3.26)
получается из ряда (3.7) перестановкой членов.Обозначая ряд (3.36) в виде с^^И'^.Дт), из (3.11), (3.22) и (3.24) получаем, что последний ряд сходится к функции /(т) в метрике пространства £* (О,1], т.е. ряд (3.7) универсален относительно перестановок. Используя индукцию, легко проверить, что для любой функции /(я) € £*[0,1], из последовательности (3.2) можно выбрать многочлены

л^-1
ргАх) = 52 4Г,)ИТ(*), п-1<г,, з = 1,2,...,

к^г,-1

удовлетворяющие условиям
М(а:)<£г < 2՜*, ^ = l,2,...,

шах
-1 <т<Л/г>

Р 4г-’иш) и(х)ах < 2-ЛГ, ^ = l,շ,....
к=Ь'



40 С. А. ЕпископосянОтсюда следует, что подряд (3.7)
ОО ЛГг,-1

fc=Xr,-i

сходится к функции f(x) в метрике [0,1]. Это означает, что ряд (3.7) универ­сален в пространстве L1 [0,1] относительно подрядов. Теорема 1 доказана.Автор выражает свою благодарность пр ессору М. Г. Григоряну за замечанияи обсуждения.
Abstract. The paper constructs a weighted space L*[0,1] and a series qTV\(z) by Walsh system universal in [0,1] with respect to rearrangements and by subseries.
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