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Резюме. Для модели взаимодействующих броуновских петель в допустимой 
ограниченной области А С ПТ, при условии, что задана энергия Н рассмат­
риваемой системы, для логарифма соответствующей статистической суммы в 
расширенной области R • А, R > 1 найдено разложение в виде объёмного члена 
р(ф,г) • |R • А| и остаточного члена вида 0(Я։/՜1) при R —> +оо. Доказательство 
основано на методе кластерного разложения.

§1 . ВВЕДЕНИЕ
Для системы взаимодействующих броуновских петель в ограниченной области 
Ад с ШЛ, А я = расширение R • А, R > 1 допустимой области А в ПС, рас­
сматривается следующая версия знаменитой проблемы Каца [2]. При условии, 
что задана энергия Ы рассматриваемой системы, определяемая с помощью устой­
чивого потенциала ф с хорошими свойствами убывания и с активностью г > О, 
соответствующий логарифм статистической суммы

1п7(Лд,г) = 1п / exp(-U(n))Wzp^R(dn), (1)

при достаточно малых z и при R —> +оо, разлагается в виде

In Z(Kr,z) = гр(ф,г) • Ru • |A| + О(ЛР х). (2)

Здесь и ниже через |А| означает объём области А.
Так-называемое давление р(фу г) определяется с помощью потенциала ф и актив­
ности г, и задаётся явно в терминах функционального интеграла относительно 
меры И^рд , определяющей броуновские петли в Ад. Поскольку (2) может быть 

записано в виде
1п2(Лл,г) = гр(Ф,х) • |А| 4֊ (3)

/V
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мы получаем, в частности, что потенциал однозначно определяет объем области 
Л. Основной идеей доказательства является получение информации о геометрии 
области Л из модели взаимодействующих броуновских петель, которую мы назы­

ваем газом Жинибра.
Существование давления для этой модели было получено Жинибром в [1] с по­
мощью уравнений Кирквуда-Зальцбурга. В случае прямоугольного Л полное раз­
ложение, включая не только объёмный член р(ф, г), но и члены отвечающие за 
границу, а также углы прямоугольника, было получено в [С]. В случае классичес­
ких систем в выпуклых, односвязных областях с кусочно гладкими границами, 
полное разложение было получено в [4].
Здесь мы интересуемся п-связными областями Л с гладкими границами, и для 
таких областей не только доказываем существование давления, но даём его явное 
выражение в терминах функции Урселла. Также, мы оцениваем скорость сходи­
мости в термодинамическом пределе. Доказательство основано на сильных клас­
терных оценках функции Урселла для газа Жинибра, которые были получены в 
[5], в комбинации с идеями работ (3) и [4].

§2 . УСЛОВИЯ НА ПОТЕНЦИАЛ
Как и в [1], [5], мы рассматриваем систему неразличимых частиц в р-мерном ев­
клидовом пространстве ЯС, взаимодействующих с помощью парного потенциала 
ф со следующими свойствами :
(1) ф : ЯС —> R и {-+-00} ֊ чётная функция ;
(2) существует постоянная В > 0 такая, что для любого множества точек
XI,хп € ЯС имеем £ ф^ — > —п • В ;

»<>
(3) ф имеет степенное убывание порядка I + р, I > 0, точнее

|ф(и)| • (1 + |и|)/ (/и < 4֊оо.

Обозначим через Р/ класс потенциалов ф, удовлетворяющих условиям (1)-(3).

§3 . КЛАСС РАССМАТРИВАЕМЫХ ОБЛАСТЕЙ
Класс допустимых областей А С ЯС, в которых заключена наша система, 
описываем в духе работы [3].
Открытое ограниченное подмножество А в ЯС будем называть областью, если
любые две точки А могут быть соединены непрерывным путём, целиком содер­
жащимся в А. Мы будем называть бласть А в ЯС односвязной, если любой
замкнутый путь в А гомотопен нулю, т.е. эту кривую, непрерывно деформируя в
пределах области А, можно стянуть в любую точку этой области.
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Рассмотрим теперь односвязную область Л в 1Яи и пусть Ль..., Лп ֊ односвязные 
попарно непересекающиеся области в Л. Обозначая через Л у замыкание, положим 

~~ * _
Л = Л \ (А1 и ••• и Лп). Тогда Л является п-связной областью. Через дК 
обозначим границу Л. Допустимые области мы определяем как п-связные области 
Л в ШЛ с достаточно гладкими границами, удовлетворяющими следующим 
условиям (С 1), (С2) и (СЗ). Пусть с1 означает евклидово расстояние в ТЯ*՜.
(С1). В каждой точке границы дк главные кривизны ..., К։,-1 и главные 
направления определены таким образом, что

лсо = П1ах зир |к»(г)| < +оо.
»=1,.. ..V—1 гбал

Следующее условие позволяет использовать гауссовские координаты вблизи по­
верхности Л.
(С2). Существует 6 > 0, удовлетворяющее условиям 0 < 5 < — и 0 < 6 < 
| тт{</(дД։,дДу)|1,} = 1, ]} такое, что если и € Л и б/(и,дЛ) < 5, то
существует единственное г = г(и) € дЛ, для которого <2(и,г) = с/(и,5Л).
Для каждого г € дЛ через п обозначим единичный вектор внутренней нормали 
к дЛ в точке г. Далее, пусть 81,...,8։,-1 ֊ единичные векторы в касательной 
плоскости к дЛ. в точке г вдоль направлений главных кривизн.
В каждой точке г € 5Л определим локальные координаты т/, 41, следую­
щим образом : возьмём т) вдоль п, а 41, •-•,4^-1 соответственно вдоль 81,..., Зр-1. 
В этой локальной координатной системе д\ задаётся с помощью функции

Л — /г(€1 > •••։ ^-1) — /г(€)> € — (€11 •••> )•

Локально поведение функции /г подчиняется условию : 
(СЗ). Существуют т > 0 и С > 0 такие, что для всех г € дК

1Л(€)| < С ■ К|, когда |С| < т.

§4 . ГАЗ ЖИНИБРА, ПОДЧИНЯЮЩИЙСЯ СТАТИСТИКЕ
МАКСВЕЛЛА-БОЛЬЦМАНА
Напомним вкратце понятие газа Жинибра, подчиняющегося МБ-статистике. Для 
фиксированного Д > О рассмотрим пространство (X, Вх, р) с а-конечной мерой,
где X = {х € С([0,Д],Ш.|')|г(0) = х(0)} означает пространство непрерывных 
петель в ГБЛ с топологией равномерной сходимости. Здесь Вх — елевская а-

алгебра в X, а р — 1ау,Рии(1и - локально-конечная мера на X, определённая
с помощью меры броуновского моста Рии, сосредоточенная на множестве А
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петель, которые начинаются и кончаются в и. (Для более подробного определения, 
а также конструкцию этой меры можно найти в [1], [5]).
Пусть теперь Л - допустимая область в П<р и рассмотрим ограничение рд меры 
р на борелевское множество Х(Л) = {а; € X: Е Л для каждого 0 < I < /3}.
Легко видеть, что рд является конечной мерой, удовлетворяющей оценке

Р(Х(Л)) < |Л| • (тг/3) —/2. (4)

На множестве Л4у(Х) = {р С X: |р| < оо} конечных конфигураций петель х из 
X определим меру :

1 Г Г
И/г.р((р)=> ֊ / -•• / <р(£Ж1 4-... 4֊ <^п)р(<^1)...р(<£гп), (5)

Ух Ух п=0 л л
где (р: Л4у(Х) -> R - измеримая функция, а 6Х - мера Дирака петли х.
Обозначим через №г.Рк ограничение меры \УХ.Р на множество Л4у(Л) конечных 
конфигураций петель х из Х(Л). Здесь и далее, для краткости, мы пишем 
Л4/Л) = М,(Х(\)) МДХ).

С помощью потенциала ф € Р/, мы определяем энергию конфигурации р по 
формуле

1 V- Г0
= ~ 57 / </>(!(«)-!/(«))^, (6)

" У о
Пусть € Р/,)3 > 0, г > 0, и Л֊ некоторая допустимая область в ПР՜, тогда трой­
ку (Л4у(Л), мы будем называть газом Жинибра в Л с активностью
2, энергией Ц и МБ-статистикой р. Статистическая сумма этой системы 
определяется формулой Z = £(А,г) = И/Г-.Рл(е-^). Заметим, что из устойчивости 
потенциала ф следует, что для ограниченных областей Л статистическая сумма 
Z(K,z) конечна.

§5 . АСИМПТОТИЧЕСКОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ ДЛЯ ДОПУСТИМЫХ 
ОБЛАСТЕЙ ПРИ БЕСКОНЕЧНОМ УВЕЛИЧЕНИИ ОБЪЁМА
Прежде чем сформулировать основной результат, дадим определение функции
Урселла для нашей системы. Пусть Гс(р), р € А4у - множество всех связных 
графов с множеством вершин р. Для 7 Е Гс(р) через £(7) обозначим множество 
всех рёбер графа 7. Тогда функция Урселла д (см. [7]) задаётся формулой

р € М\
7€Гс(д) е€Е(у)

где

Я(х,у) = ехр - 1.

Целью настоящей статьи является доказательство следующей теоремы.

(7)
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Теорема 1. Если ф € Р/, I > 1, и г из интервала

О < г < • </и|</»(и)| (1 + |и|)'

где /) — [(2/+1 4-е)/?(тг/?) р/2е4/ЗВ+1] , то для любой допустимой области 

Л в

1п7(Ал,г) = гр(ф,г) Я^Л! + О^՜1)

при R —> +оо, где

р(Ф,х) \Ур^р)г^
^(д4-<5хо)

а д обозначает функцию Урселла и Ад = ЯЛ = {Я ■ и: и е Л}, R > 1.
Как и в [б], мы используем представление 1п7(Л,г) = №2рл(д), которое имеет 
место при достаточно малых г (см. [1], [4]). Основным свойством функции д,
допускающей подробный анализ 1п /, является то, что д обладает строгим
кластерным свойством (см. [5] и ссылки там). Более того, д удовлет • 7 а1 * ряет
строгой кластерной оценке с параметром а = е2^в и оценивающей функцией
Д = а • |д| :

Ш1 < е20в • £ П
7€Т(д) е€Е(7)

М € Л4у, (8)

где через Т(р) обозначено множество всех деревьев, построенных на конфигура­
ции д, а Е(у) ֊ множество всех ребёр дерева 7.
Мы предполагаем, что К обладает хорошими свойствами убывания в смысле, что 
Ь € В<5։ (см. [5] для определения банахова пространства и доказательства 
сильного кластерного свойства функции д').

В частности отсюда следует, что р(К) := 8ир1ех р№)1^(х, 2/)1 удовлетворяет 
оценке

р(Н) < ■ Р ■ е*0В ■ (9)

Чтобы подчеркнуть важность сильного кластерного свойства, мы покажем, как 
из него следует интегрируемость функции Урселла.

Лемма 1. Если 0 < г < [е -р(Л)]”1, то д € £'(Ю2рк), или более того,

и/ гниИ'хрлИРи Ь _ ^е4ЙВ+1 аи|ф(и)|- (10)
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Доказательство. Для любой измеримой функции Л4у—»R

Ил-лл(^) = г/ р(Лх) [
7х(Л) ум ,(Л) I/2! + 1

(Н)

(см. [6] и ссылки там). Отсюда следует, что

и%д(Ы)<* (12)

где

(13)

Оценим функцию С2(г), используя сильную кластерную оценку функции (8).

Имеем

СДх)

_ „2/ЗВ о р((1х1) • • - р((1хп)
(14)

хп) е€Е(7)

Последовательно интегрируя относительно меры р, начиная со свободных вершин 
дерева 7 и замечая, что результат [р(А)]п такого интегрирования не зависит от. 
выбора 7 € Т(х,Т1, • • •,хп) (подробности см. в [5]) получим, что

вг(х)<е2ВВ [р(Л)]п.
“,®п)

(15)

Поскольку число, рёбер дерева 7 Е 7”(/1) равно |р| — 1, а число элементов множества 
Т(х,х\, • • • ,хп) равно (п+1)п-1, то с помощью формулы Стирлинга и (9) находим, 
что С2(х) <

Теперь, утверждение леммы следует из (12) и (4).

§6 . ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ
Для исследования асимптотики И/’грЛк(^) при больших R начнём со следующего 
представления :

(16)
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которое следует из (11). Ниже будем пользоваться обозначениями из [5]. Положим

рг(и,х°,р) = г ар = №р(ар), №„(ар) = гмар.

Используя (16), получим

Подынтегральное выражение /(и,Н), и € Ад, может быть представлено в виде :

ард:(и,х°,р)-

(17)
ард:(и,х°,р) = /1(и,Я) - Л(и,Я).

Таким образом, имеем

($) = *

Следующим шагом мы разлагаем первый член в правой части (17), представляя 
71 (и, R) в виде Л (и, R) = - /^(и, Я), где

(18)
х°

' Лх° / <1рдг(и1х°,р).
х° 1СМЛЬЛ)

(19)

Здесь СМ обозначает теоретико-множественное дополнение к множеству М.

§7 . Вклад соответствующий объёму. Давление.
Рассмотрим теперь 7^(и). Поскольку и \УР и д2(и,т°,д) = 2՛**՛ • |д|+1+

инвариантны относительно сдвигов по и, то не зависит от и и может быть 

представлено в виде

/1л=р(^г)=/՜ ах°[ архМ.^^. (20)

Ух® Ли, I/1! +1

Таким образом, показали, что

1п2(Ля,г) = гр(ф,г)|Лл|-г [ аи1,в(и,Я)-г [ аи12(и,П). (21)
УЛк «'Ля

Ниже мы рассмотрим второй и третий члены в правой части (21).
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Анализ /Ля </и/։в(и,Д).
В силу Леммы 4.7 из [5] можно оценить интеграл сверху :

I [ Жз/։в(и,К)|< [ Ли [ Лх° [ + < (22)
•/Ля 1X0 .1сМ/(Лц) |Д| + 1

<2 ‘[ йц [ (11° [ р(с1у) [ - \д(р + 6У + бхо+и)| =: 7В(Я).
УЛя Х° ^СХ(Ля)

Пусть 6 > 0 удовлетворяет Условию (С2) и пусть А<$ = {г* € Л|б/(и,ЭЛ) < б}. 
Тогда

В(Я) = гД" / Ж, / Лх° . р(<*у) / Х1*1 • |»(д + <5, + ^+я»1 =
Н 7сХ(Ля)

Рассмотрим (R). Следуя работе [3], мы воспользуемся условием (С2) и ло­
кальной системой координат, введённой после условия (С2). Заметим, что если
Л допустимая область, то мера Лебега с1и в может быть представлена в виде

а(с1г)сИ П (1 ” * * к»(г)), где а означает и — 1-мерную площадь на ЭЛ. Следова- 
>=1

тельно,

СХ(Ля)

(24)

Пользуясь основной леммой 5.3 из [5], оценим подынтегральное выражение, зави­
сящее от г, следующим образом. Если

0<г<[(2'+։+е).е2^.||9||(]֊։> (25)

то для каждого К>1, г€ЭЛиО<4<б,

/ <&° / Р(йу) / • |р(д + 4֊ бхо+я(г+|.п)) |,
/х° ^СХ(Ля) Jмt / V

I Лх° ! рМ [ • |р(р + <5„+ Л1о+Д(г+(П))| < ■
/х» Усх(вя(г+<п)(։я)) Jм|

(26)
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где С(у, 0, I, г, ф) - постоянная, не зависящая от Л, г, I, а Ви(Я) - открытый шар 
в ЕС" радиуса R с центром в и е ЕС". Заметим теперь, что в силу (С1) и (С2), 

V — 1
при 0 < I < 6 имеем ]Д (1 — I • кДу)) < 2*'՜1. Подставляя (26) в (24) получаем, 

>=1
что

Г Г6|^(л)|<г-л։'•2։/-1-С(1/,д/,2,0). / а^г) / (И(1 + ։-нг1.

Легко проверить, что

Г <Н {1 + 1-R)֊1
Уо К

так что мы приходим к оценке (| • означает (у — 1)-мерный объём)

ЮЛ)1 < * • 2՛'՜1 • • |0Л|„_։ • R"՜1. (27)

I duIв(u,R)
Л R

Чтобы оценить Двх(R) воспользуемся снова основной леммой 5.3 из [5]. Получим, 
что для всех г > 0 из интервала (25) |Уп (Л)| < г • • |Л| -С(у 0,1.г, ф)(t + 6R)-l, 

что эквивалентно |Уп(/£)| < г • |Л| • С* (у,0,1, г, ф, 6) • R1'՜1. Теперь из (27), (22) и 

(23) следует, что

< С • R1'՜1 (28)

для всех г из интервала (25), где постоянная С не зависит от R.

Анализ /2(11, R).
Остаётся исследовать последний интеграл в правой части (21). Имеем

[ duIշ(u,R) < [ с/и /* <1х°[1 — 1х(ля)(10 4՜ и)] ’ + и)> (2$)
•/Ля -'Ля у №

где
(72(я° + и)= [ • |$(м + <М+и)|-

Jм/

Заметим, что С.(т° + и) = в,(х°) для всех и € ИГ. Следующая лемма показы­
вает, что величина <7г(т°) равномерно ограничена.

Лемма 2. Для всех г из интервала 0 < г < [е • р(Л)] 1 и каждого т° € А 0 имеет 

место оценка
е20В |СДх°)|<^=[1-2вр(/1)]֊1։

* у2я

где Н = е2(*в • |д|.
Доказательство аналогично доказательству Леммы 1. Кроме того, Лемма 2 ос­
таётся верной, если заменить р(А) её верхней оценкой (тг/3) 0е (/и|0(и)|.
Следующая лемма является следствием формул (2.11) - (2.17) работы [3].
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Лемма 3. Для любой функции G € £2(Роо) и любой допустимой области А имеет 
место оценка

' du dz°[l — 1х(ля)(^° + ^)] • |^(ж°)| < С • К1'՜1, 
ля Л\'О

где С - постоянная, не зависящая от R.
Из Леммы 2 следует, в частности, что (7г € £2(Роо)- Поэтому следующая оценка 
является прямым следствием Лемм 2 и 3 и формулы (29) :

< CR1' (30)

Теперь Теорема 1 следует из (21), (28) и (30).

С. Погосян выражает свою благодарность факультету математики Биелефелд- 
ского университета за теплое гостеприимство.

Abstract. The following version of the inverse spectral problem of Kac is discussed 
for a system of interacting Brownian loops in a bounded admissible domain A C IR/ : 
Given the energy U of the system, the logarithm of the associated partition function 
in the swollen region R- A, R > 1, is presented as a sum of a volume term p(0, z) -|R- A| 
and a residual term 0(Rp՜1) as R -> +oo. The proof is based on the method of cluster 
expansion.
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