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Резюме. В статье рассматриваются усечённые операторы Винера-Хопфа с рациональными символами, допускающими нули. Получены явные выражения для соответствующих резольвент. Эти результаты применяются для получения явных выражений ошибки прогноза для ARMA процессов первого и второго порядков с непрерывным временем и спектральными плотностями равными нулю в точке ноль.
§1. ВВЕДЕНИЕПусть функция /(Л) такая, что 1 — /(Л) допускает локально интегрируемое преобразование Фурье f(t). Тогда для любого г > 0 усечённые операторы Винера-Хопфа [Тг(/)з]И = (М + [ f(t- s) g(s) ds (1.1)

Joопределены и ограничены в пространстве £2(0,г).Настоящая статья рассматривает важный частный случай, когда /(А) является рациональной функцией допускающей нули. В частности, в §2 мы докажем, что операторы и ТД/г), порождённые символами
и
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18 М. С. Гиновян, Л. В. Микаелянсоответственно, являются обратимыми и получим явные выражения для соот- ветствующих резольвент.В §3 изучается асимптотическое поведение ошибки прогноза стационарных га­уссовских процессов с непрерывным временем, обладающих спектральной плот­ностью /(А). Ошибка прогноза ô(f՝,T) определяется в терминах так называемой “параметрической” функцией а(/;г) = Гг(/;0,т) (г > 0), где Гг(/;£,$) - резоль­вента усечённого оператора Винера-Хопфа Tr(f) с символом /(А).Используя результаты §2, мы находим явные выражения ошибки прогноза для ARMA процессов первого и второго порядков с непрерывным временем и спек­тральными плотностями равными нулю в точке ноль.
§2 . ОБРАЩЕНИЕ УСЕЧЁННЫХ ОПЕРАТОРОВ ВИНЕРА-ХОПФАВ этом параграфе мы покажем, что усечённые операторы Винера-Хопфа, по­рождённые символами /1(А) и /2(A), которые определены по формулам (1-2) и(1 .3) соответственно, являются обратимыми и получим явные выражения для соответствующих резольвент. Следующая теорема без доказательства была при­ведена в [13].

ЗИ/)]՜1?) (t) = ¥>(<)- / 
7 Jo

Теорема 1. Для / определённой (1.2), операторы Тг(/) (б < г < оо) являются 
обратимыми в пространствах 1/2(0, г) и

Гг(е, 8)<р(з)с18,

где Гг(М) := Гг(/1 :«,«)= (1 + 0(\+5) - 1 - тш{М}. (2.1) 
Т ~г 2

Теорема 2. Для / определённой (1.3), операторы ТГ(Д) (б < г < оо) являются 
обратимыми в пространствах £2(0,г) и

Гг(/, $)(/?($) (18,Г,(/))՜’ V) (t) = v(0 - / 
7 Jo

Гг(<> S) — ГГ(/2;М) — 4- V'rlW^rl(s) 4- ^г2(С^г2(з) при s < t,

где

(г + 4)(r3 4- 12r2 4֊ 48r 4- 48),1 Ï92
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“Фг! (О = ифх = - - [г2 - 2г« — 4* + г2 + 4г + 2],
^г2(4) = иф2 = [<3 - 3(г2 + 4г + 6)« + 2(г3 + 6г2 + 12г + 6)] ,1 л*

фг1{а) = [(г2 + 4г)«3 - (2г3 + 12г2 + 24г + 24)«2++(г'1 + 8г3 + 30г2 + 72г 4- 96)« - (4г3 + 36г2 + 96г + 48)] ,•^г2(«) = -^֊ [2«3 ֊ Зге2 - (12г + 36)« + (г3 + 12г2 + 42г + 24)]. .Чл
Доказательство Теоремы 1. Известно (см., например, [13]), что

Гг(/1/2) = Гг(Л)Тг(/2) + РГЯ(Д)Я(/2)РГ + <?гЯ(Л)Я(/2)(гг, (2.2)где Н(д) - оператор Ганкеля с символом д, а Рг - ортогональный проектор в£2(0, оо) на £2(0,г), т.е.
(Рг/)(0 = [

I ՝*>
еслиесли <€ [0, г], 

1 £ [0, г],
Qrf(t) = (Рг/)(г - /) и /(А) = /(-А). ИмеемГ е *е|Л< (И о (/тА > 0), (2.3)

о 
с1егХ։ сП,

‘ОО

ГОО
I ем <11, 
ОГ°' ем сК,

(/тА > 0),
(/тА < 0).

(2.4)
(2.6)Положим

Из (2.2) - (2.7) получаем
= / е‘~։/(«)</«

И
о

(т~1ш = /(*) +
О

(2-8)
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=. /(о + (2.9)Учитывая, что оператор Ганкеля с символомУт:; = тт7> из (2.2) получаем является тривиальным и
Т = Т+Т_ + РГН2РГ = (/ + Рг^РгТ^Т-^Т^. (2.10)Далее, для оператора Ганкеля Н имеем

(Я/)(«) = ֊(/,е-в)е-‘и (Я2/)(4) = -(Я/>е-*)е֊‘ = ֊(/,Яе-)е-‘ = -1(/,е-)е-‘,
&где (.,.) обозначает скалярное произведение в 7/2(0, г). Полагая = [/, из(2.10) получаем Т՜1 = Ц(1 + РГН2 Р^)՜1. В силу (2.8) и (2.9) имеем([//)(*) = (ТГ’Т-1)^) = /(«) + Г (2.11)7огде фг(£, з) = 1 + г — £ для з<< (2.12)и (Эг(1,з) = <2г(з,1;). Далее, заметим, что

((/ + РгН2Рг£/)/)(«) = /(<) + (/, 1+ г - <)|е-‘.
Следовательно, ((/ + ргя2рг(/)-1/)(0 = /(«) - (я/)(е), (2.13)где (Я/)(4) = —1֊(/,1 + г-5)е֊‘. 

Г + 2В силу (2.11) - (2.13) имеем Т՜1 =и + иК и
(^^)/ = “~2(Л 1 + г - з^ие՜1 = 1 + Г - з)(1 4֊ г - «).Наконец, получаем 

(Т֊1)/^) = /(<)֊где прии Гг(£,з) = Гг(з,£). Отсюда вытекает (2.1). Теорема 1 доказана.



21Обращение усечённых операторов Винера-Хопфа и...Доказательство Теоремы 2 : Нетрудно убедитьтся, что

Так как оператор Ганкеля с символом I ) является тривиальным, то из (2.2)получаем
(2.16)Положим

Принимая во внимание, что в виде 2 •, равенство (2.16) можно записать
или

Т = (/ + Рг^РгТ^Т-^Т+Т- * 9 (217)Из (2.3) и (2.14) получаем
(Т_/)(4) = /(«) +

(Т+/)(О = /(«) + (< — я — 2)е <+։/(я)</«>
2)е‘-’/(«)‘15-Из (2.2) следует, что

Г
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Следовательно, операторы Т+ и Т- являются обратимыми в пространстве £г(0,т), и в силу (2.15) и (2.16) находим
(Т+7)(0 = /(г) + [ (е - 5 + 2)/(з) (2.18)

Гг(ТГ1/)(0 = /(0+/ (-։ + « +2)/(з) </я. (2.19)
•КЗаметим, что оператор Н2 в (2.17) - двумерный, и может быть представлен в виде (Я2/)(0 = (/,01)01 + (/,02)02,где (.,.) обозначает скалярное произведение в пространстве /^(О,г), а и ф2 определяются по формулам

01(0 = ^(* - 1)е 0г(О = (1* - 1)е '• (2.20)
В силу (2.17) имеем
Следовательно, для вычисления Т՜1, достаточно показать, что оператор I + 
РГН2РГТ^1Т^1 обратим и вычислить его обратный. Полагая = С7, всилу (2.18) и (2.19), получаем 

' (£//№) = /(*) + я)/(б) (1з,

где

СМ, б) = «- 5 + 2 + (2- 0(2 - «)(г - о + т(г2 - О) (4 -«֊ 3) + 1(г3 - ։3) (2.21)■ )для « < I и С}г(1,з) = (2г(з,1;). Далее, заметим, что оператор
I + РГН2РГТ:1Т^1 = Рг 4֊ ргн2рги

может быть представлен в виде
(Рг + РгН2Рги)/ = / + (/,1701)^1 + (/,{/02)02.



Обращение усеченных операторов Винера-Хопфа и... 23Следовательно, (Рг + РГН2РГР) = / ֊ К}, где К - двумерный оператор.Имеем К/ = д [(1 + (02,0гз)(/, 0г1) - (02,0г1)(/,0г2)]01 + + ^[(1 + (01,0г։)(/,0г2) - (01,0г2)(/,0г1)]02, 
где 0г1 = ифг, фг2 = {702, и△ = [1 + (01,0Г1)][1 + (02,0г2)] - (01,0г2)(02,0п), где Ф1 и 02 определены по (2.20). Непосредственными вычислениями получаем0г1 = иф\ = — - [«2 — 2г« - 4« + г2 4- 4г 4- 2] , (2.22)0г2 = 1702 = - -- [г3 - 3(г2 + 4г + 6)« + 2(г3 + 6г2 + 12г + б)] , (2.23)

А £

^ = ֊Лг + те + Пт2 + ^т + Щ. (2.24)
X 4»Следовательно, △ 0 для г > 0, что является необходимым и достаточным усло­вием для обратимости оператора (Рг 4- РГН2Рги). Таким образом, мы доказали,что для всех г > 0 оператор Тг может быть представлен в виде :

т՜1 = и ֊ и К.

и его обратный оператор
' (2.25)Далее, легко видеть, что оператор IIК - двумерный и может быть записан в виде

иК/ - (/^Г1)иф1 + (Л0г2)С/02 = (/,0Г1)0Г1 + (/,0г2)0г2,где
0г1 — [1 4- (02,0г2)]0г1 — (02,0г1)0г2 — 57 [(г2 + 4г)«3 — (2г3 4- 12г24֊ + 24г + 24)<2 + (г4 + 8г3 + 30г2 + 72г + 96)1 - (4г3 + 36г2 + 96г + 48)] ,
И

(2.26)
(2.27)

Фг2 ֊ [1 4֊ (01,0г1)] Фг2 — (01,0г2)0г1 —
96 [2«3 - Зг«2 - (12г + 36)« 4֊ (г3 + 12г2 4֊ 42г 4֊ 24)] . (2.28)

В силу (2.22) - (2.28), после некоторых преобразований, получаем
/*Г= /(«) ֊ / Гг(«, $)/($) (й,

-1опричём Гг(«,$) = Гг($,«) определяется по формулеГг(«,$) = -(?г(^) 4֊0Г1(«)0Г1(«) +0г2(*)^г2{$) ДЛЯ $ < «,где 0г1(«), 0г2(«), 0н(з) и 0г2($) определены по (2.21) ֊ (2.23), (2.27) и(2-28) соответственно. Теорема 2 доказана.
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§3. ОШИБКА ПРОГНОЗА ДЛЯ ARMA ПРОЦЕССОВ
С НЕПРЕРЫВНЫМ ВРЕМЕНЕМ* гВ этом параграфе изучается задача асимптотического поведения ошибки прогно­за для стационарных гауссовских процессов с непрерывным временем, обладаю­щих спектральной плотностью /(А). Используя результаты §2, получены явные выражения ошибки прогноза для ARMA процессов первого и второго порядков с непрерывным временем и спектральными плотностями равными нулю в точке ноль.Пусть Х(ф) - стационарный гауссовский обобщенный процесс, т.е. Х(-) являет­ся линейным оператором, отображающим пространство D = D(IR) - бесконечноди еренцируемых функций с компактными носителями в гауссовское подпро­странство Н пространства LiÇdP) такой, что

Л(у>,= W'PXA'W’)) = ч>/Ф е D, (3.1)где, Т( ֊ оператор сдвига : [т((/?](«) = ^>(я + /), а (•,•) - скалярное произведение в 
Н, определяемое по формуле . к

€, С € н.(€-’?) = E&I,Мы предполагаем, что процесс Х(ф) обладает спектральной плотностью /(А). Последнее означает, что ковариационный оператор (3.1) допускает представле­ние
/4-оо <?(А)^(А)/(А)</А, <р,ф е И,

֊ОО ♦ 1Вгде р и ф - преобразования Фурье функций риф соответственно.Пусть Н\ и Я2 - подпространства пространства Я, а Рх и Р2 - ортогональные проекторы в Н на и Я2, соответственно. Рассмотрим функционалт(Я։,Я2) = 1г[Р,Р2Р1]>где И [А] обозначает след оператора А. Отметим (см., например, [9], стр. 162), что подпространства и Я2 являются ортогональными тогда и только тогда, когда Р1Р2Р1 = 0, и функционал оценивает близость подпространствН1 и Я2 к взаимно ортогональным. Ясно, что
т(Я1,Я2) = т(Я2,Я1).Обозначим через Я*(Х) подпространство пространства Я, порожденное случай­ными величинами Х(р) с supp {(/?} С [$,£). Положим

т(/;«) = т(Н2оо,Я0')>



Обращение усечённых операторов Винера-Хопфа и... 25<*(/;г,з) = т(/;$)-т(/;г,5).Ясно, что £(/;г, $) неотрицательна и при фиксированном 5 стремится к нулю при г -4֊ оо. Величина £(/;г, $) является естественной мерой точности прогноза случайной величины £ Е по величинам т] Е Н2_г (прошлое длины г), по сравнению с их прогнозом по величинам 7/ Е (всё прошлое). Естественно также называть величину Л<5(/;г) = Пт-<5(/;г,«) (3.2)5->0 5 •ошибкой прогноза по прошлому длины г. Ясно, что 6(/;г) > 0 и 6(/;г) -» О при г —> оо.Нас интересует оценивание скорости убывания 6(/;т) к нулю при г ֊> оо, в зави­симости от свойств спектральной плотности /(А), при условии, что рассматри­ваемый процесс Х(ф) близок к ’’белому шуму”, и регулярен. Последнее означает, что /(А) удовлетворяет следующим условиям (см., например, [9], [16]) :
1-/(А)е£։(пг), (з.з)

И 1оё/(А)1 + А2 € М(Ш.). (3.4)В силу условия (3.3) преобразование Фурье Я(/; £) функции 1 - /(А) корректнозадаётся по формуле
7/(/;0 =

12тг [1֊/(А)]е-‘<А</А.
Хорошо известно (см. [1], [10]), что для любого положительного числа г у эрмитова ядра Н(/; Ь — з) (0 < < г) существует эрмитова резольвента :

Рг(/>С5) — Гг(/;5,^), 0 < ^,5 < г, г > 0удовлетворяющая условиюГг(/;М) + / Я(/;*֊и)Гг(/;и,з)с/и = Я(/;*-з), 0 < М < г. 
УоРассмотрим так называемую ’’параметрическую” функцию а(/; г), определяемую по формуле а(/;г) = Гг(/;0,г), г > 0. (3.5)Следующая лемма, доказанная в [11] (см., также, [15]), даёт представление £(/: Т) в терминах ’’параметрической” функции а(/;г).
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Лемма 1. При условиях (3.3) и (3.4) имеем 
ч<5(/;Т)= |a(/;r)|’.dr։ (3.6)

где определена в (3.2).Таким образом, в силу (3.5) и (3.6), задача сводится к изучению резольвенты усечённого оператора Винера-Хопфа Тг(/), порожденного спектральной плот­ностью /(А).Вышеупомянутая задача для процессов со строго положительной спектральной плотностью /(А) была изучена в [11] и [12] (см., также, [2]), где было доказано, что асимптотическое поведение ô(f,T) определяется дифференциальными свой­ствами спектральной плотности /(А).В настоящей статье рассматривается важный частный случай стационарных смешанных процессов авторегрессии - скользящего среднего (ARMA) с непре­рывным временем со спектральной плотностью /(А) обладающей нулями, и по­казывается, что 6(/;Т) ~ 1/Т при Т —> оо. Отметим, что аналогичная задача для процессов с дискретным временем была исследована в [4]֊[8].Напомним (см., например, [14], стр. 284), что стационарный АКМА(тп, п) процессс непрерывным временем обладает рациональной спектральной плотностью :
ЛА) =

|Р(»А)|2
|Q(ÏÀ)p’

(3-7)
пгде P{z) = Y. и fc=Oправой полуплоскости.

m
Q(z) = q^zk суть полиномы не имеющие корней в

Ниже, используя результаты §2, мы получаем явные выражения для ошибки прогноза б(/;Т) в случае стационарных АЯМА(1,1) и АИМА(2,2) процессов с непрерывным временем, и со спектральными плотностями, определёнными по формулам (1.2) и (1.3) соответственно.
Предложение 1. Для стационарного АДМА(1,1) процесса с непрерывным 
временем, со спектральной плотностью /х(А), заданной по (1.2), имеем

(3.8)
Доказательство. В силу (3.5) и теоремы 1 для спектральной плотности /1(А),определённой по формуле (1.2), и для любого г > 0 имеем

°1(г) := a(/i;r) = Гг(/1 ;0,г) = (3.9)



Обращение усечённых операторов Винера-Хопфа и... 27Следовательно, в силу леммы 1 и (3.9), получаем
Ц/Г,Т) = [ |ai(r)|2 dr — f dr = —i-

Jt Jt v + 14-2Предложение 1 доказано.
Предложение 2. Для стационарного АЯМА(2,2) процесса с непрерывным временем, со спектральной плотностью /г (А), заданной по (1.3) имеем

<5 (Л; Г)
4 (Г3 + 12Т2 + 48Т + 60) 

(Т + 4)(Т3 + 12Т2 + 48Т + 48) ’ (3.10)
Доказательство. В силу (3.5) и теоремы 2 для спектральной плотности /2(A),определённой по формуле (1.3), и для любого г > 0 имеем

а2(г) := а(/2;т) = Гг(/2;0,г) = 2(г + 6)(г2 + 6г + 12)(г + 4)(г3 + 12г2 + 48г + 48) (3.11)
Следовательно, в силу леммы 1 и (3.11), получаем

ОО ОО 2(г 4- 6)(г2 4֊ 6г 4- 12)(г 4֊4)(г3 + 12г2 4֊ 48г 4֊ 48)4 (Г3 4֊ 12Т2 + 48Т 4- 60) 
(Т 4֊ 4)(Т3 + 12Т2 + 48Т 4- 48) ‘Предложение 2 доказано.Явное выражение для также можно получить для общих стационарныхАЯМА(тп,п) процессов с непрерывным временем, со спектральной плотностью (3.7), обращающейся в нуль в точке 0.Из (3.8) и (3.10) следует, что

<5(Л;Т)~1/Т, » = 1,2, при Т -> оо. (3-12)
Последнее соотношение для впервые было установлено в [3].Можно доказать, что (3.12) имеет место в случае, когда спектральная плотность /(А) обращается в ноль по крайней мере в одной точке.
Abstract. The paper considers Wiener-Hopf truncated operators with rational sym­bols that possess zeros. Explicit expressions for the corresponding resolvents are de­rived. The results are applied to obtain explicit expressions for prediction error in the cases of the first and the second order continuous time ARMA processes with spectral densities vanishing at zero.
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