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СХОДИМОСТЬ РЯДОВ ФУРЬЕ-ЛАПЛАСА В ВЕСОВЫХ 
ПРОСТРАНСТВАХ L£(S3)

А. С. Саргсян
Ереванский государственный университет

Декартовы и сферические координаты точки х = (xi, X2,xj) 6 S3 (S3 ֊ единичная
сфера в трехмерном евклидовом пространстве) связаны соотношением

Xi = sin в cos у?, Х2 = sin в sin </?, z3 = cos0, 0 G [О, тг], G [О, 2тг].

Пусть LP(G) - класс функций f(x), xeGcS3 с конечными интегралами

Ц I7(*)l” ds < ОО, 

G

где G - измеримое множество на S3, a ds = sin# dO dip - элемент площади 
поверхности на S3.
Рассмотрим весовое пространство LP(G) ункций из LP(G) с нормой

/ \ Vp
ll/lk'(G) = (уу* 1/(х)Р I

\ G /

где р(х) весовая функция. На S3 существуют 2п + 1 линейно независимых
сферических гармоник степени п (см. (1] [3]) :

p„(cos0), р™ (cos 0) cos my>, р™ (cos 0) sin w, (1)

m = 1,п, п — 0.1.2,.... 8 6 [0. тг], С [0, 2тг],
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где рп(1) - обычные, а р"'(1) - присоединенные многочлены Лежандра. Любую 
сферическую функцию степени п можно представить в виде линейной
комбинации этих функций :

Уп(0,Ч>) = ~«прп(сО80) 4- 52 р”г(сО8^)[а5"‘)СО8 7П^ + /3{։П‘>81П7П^]. 
т=1

Отметим, что как функции Уп(0,<р), так и функции из (1) образуют ортогональ
ные системы. Кроме того

Рп(сО80)
4тг 

ь₽(*3) = 2?Г+1’

р'пП(сО8 0) СОЭ Ш1р 2
Ь2($3) Р”‘(СО8 0) 8П1 ТП<р 2

Ь2($3)
2тг (п 4- ш)!

(2)

(Снова возрождается интерес к сферическим функциям, см., например, [1] - [4],
[6].)
Для /(я) е Ь(83) положим

е։(/) =

2п 4- 1 (п ֊ т)!
2я (п 4֊ т)! /(0, р)Рп (сое 0) сое пир зт 0 с/0 (/</?,

/(0, (соз 0) вт пир эш 0 с/0 с^,

4т’(/) =

1 пУп[/,(0,<р)] = -а^0)(/)Рп(со8^) + ^2 Рп (с08^)[«пт)(/)с08т>р + Ь*1т)(/)8шп։(р].
т=1

(3)
ОО

Ряд £2 Кп[/, (0,^)] называется рядом Фурье-Лапласа функции /(0,^). В 1973 
п=0

году А. Бонами и Е. Клерк [5] доказали, что для каждого числа р 2 существует 
функция /(0, р) 6 Ьр(83) такая, что ее ряд Фурье-Лапласа не сходится в метрике 
£р(83).
Существуют ли весовая функция д(х) и измеримое множество Е сколь угодно 
малой положительной меры такие, что любую функцию из £р(83) можно было
бы изменить на Е так, чтобы получить ункцию, ряд Фурье-Лапласа которой
сходился в норме Ьр(83) ? В данной статье даётся положительный ответ на этот 
вопрос.

Теорема. Пусть р € [1,2] и £ > 0 - произвольные числа. Существуют измеримая
• г мое множество Е С 83 такие, что 

0 < /х(х) < 1, р(х) = 1 при х € Е, тез Е > 4тт — £,
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и для каждой функции /(х) Е Л£(53) существует функция д(х) € [^(З3), 
совпадающая с /(х) на Е такая, что ее ряд Фурье-Лапласа сходится к д(х) как 
по Ьр(33)-норме, так и по Ь1(53)-норме, т.е.

s3

N

*=1

р
р(х) ds = О,

limN->oo

N
EW.v)]-!/№

*=1
ds = О.

Эта Теорема усиливает следующий результат М. Г. Григоряна [6]. Пусть р Е 
[1,2] ие >0- произвольное число. Существует измеримое множество С С 53
с mes G > 4тг — е такое, что для каждой функции f(x) € LP(G) существует
функция д(х) Е Ll(S3), совпадающая с /(х) на G, ряд Фурье-Лапласа которой
сходится к f(x) на G в метрике LP(G), и сходится к д(х) на S3 \ G в метрике
Ь1(33\С).
Для доказательства Теоремы используем метод, приведенный в [7] и [8]. Однако,
идея улучшения сходимости рядов Фурье функции f(x) путем изменения f(x) на
множестве малой меры принадлежит Д. Е. Меньшову [9], [10]. В этом направле-
нии в [11] - [14] получено несколько интересных результатов.
Доказательство следующей леммы аналогично доказательству Леммы 2 из [7].

Лемма. Пусть р Е [1,2), No > 1 и 0 < е < 1. Для любой функции /(9, </>) € Тр(53) 
существуют измеримое множество Е С З3, функция д(9,<р) € Т1(53) и полином

N 
р(о,(р) = Уь(о,(р),

k=N0

удовлетворяющие следующим условиям :

mes Е > 4тг — £, g(9,<p) = f(9, <р) на Е,

01 L։($3)

sup • 
No<tn<N

ГЧ$3)’

е С Е,

4. sup
N0<m<N k=N

LUS*)'
LHS3)
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Доказательство Теоремы : Пусть п — 1,2,... - последовательность
полиномов по сферическим гармоникам Уп(0,<р) с рациональными коэффициента- 
ми. Последовательно применяя Лемму можно найти последовательность функций 

множеств {Еп} и полиномов

_ л/п-1
Рп(е,ч>) = 52 П(в>¥>),

*=л/п_։
Л/п—1 < Л/п,

удовлетворяющие условиям

Положим

9п(0>Ч>) = /п(0,р) оп Еп С В3,

Н^п II ь1 ($3)

ОО
в = и (П„+1 \ П„) и Е. 

п=1

Легко проверить, что (см. [4])

. Е = С П2 С • • •, тпез Е > 4тг — £,

ОО
В = и (Пп+1 \ Пп) и П*, тез В = 4тг. 

п=Л։
Определим функцию р(х) следующим образом :

/Дт) =
1 при х е Еи (В3 \ В),

2՜" (п?֊!1 + 1) при * € 0„+1 \ Я„,

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

(Ю)

(И)

где

8Цр 
Л/,-1 <т<М, к=М^1 Ь'(З')
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Ясно, что р(х) измерима и 0 < р(х) < 1. Из (4) и (8) - (11) следует

Ц \д\рр(х)аз = II\/к\рц(х) Ля + Ц |^ |” д(х) Лг <

$3 п=к "п

93

где Dn = 9л+1 \ Qn. В силу (6) и (8) - (11) имеем

sup
М к _ 1 < m < Mk

m

sup
Р

ds =

n=Mk-i

m

p(i) ds
n=Mk-i

P

fi(x) ds +
P

2֊n
x“yj՜՜ ds - 2II^ILp(s3)

oo

Для завершения доказательства осталось повторить рассуждения, приведённые 
в работе [7].
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