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Резюме. Пусть {</?п(^)} - полная в L2 (0,1] ортонор ми ров анная система ограни
ченных функций такая, что ||у?п||Ро < const для некоторого р0 > 2 и всех п > 1. 
В статье доказывается, что существует перестановка {сг(к)} натуральных чисел 
такая, что система {<£><у(а-)} обладает следующим свойством : для любого е > О 
существует измеримое множество Е С [0,1] с мерой |Е| > 1 - е такое, что для
каждой непрерывной функции f(x) существует д(х) € L*o , совпадающая с /(т)

на Е, ряд Фурье для д(х) по системе {(ра(л-)} сходится к д(х) как равномерно на
Е, так и в метрике , а последовательность коэффициентов Фурье функции

д(х) по системе {^(т)} принадлежит lq для всех q > 2.

§1. ВВЕДЕНИЕ

Настоящая статья является продолжением работ автора [1] — [8], посвящённых 
изучению сходимости рядов Фурье по полным ортонормированным системам. В 
1912 году Н. Н. Лузин [9] доказал следующую знаменитую теорему :

Теорема (Н. Н. Лузин). Для любой измеримой, почти всюду конечной на [0,1] 
функции /(х) и для любого е > 0 существует измеримое множество Е с мерой 
|Е| > 1 — е и непрерывная на [0,1] функция д(х), совпадающе /(х) на Е.

В 1939 году Д. Е. Меньшов [10] доказал следующую фундаментальную теорему :

Теорема (Меньшов, I). Пусть /(.т) ֊ измеримая функция, почти всюду конеч
ная на [0, 2тг]. Для любого е > 0 существует непрерывная функция д(х), совпала- 

»
ющая с /(х) на некотором множестве Е, |Е| > 2тг — б, и ряд Фурье функции д(х) 
по тригонометрической системе сходится равномерно на [0, 2тг].

Далее в этом направлении важные результаты были получены А. А. Талаляном,
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Ф. Г. Арутюняном, О. Д. Церетели, У. Прайсом, К. И. Осколковым, Б. С. 

Кашиным. К. С. Казаряном, III. В. Хела^дзе, А. Б. Гулисашвили, Р. И. Осиповым, 
Л. Д. Гоголадзе, Т. Ш. Зеркидзе и другими авторами (см. [13] ֊ [23]). Здесь 

мы приведём те результаты, которые непосредственно относятся к настоящей 
работе. В работе [13] А. А. Талаляном был установлен следующий результат.

Теорема (А. А. Талалян). Для любой ортонормированной системы {у?п(х)} су

ществует перестановка {сг(к)} натуральных чисел такая, что система {фа(1с)(х)} 
обладает следующим свойством : для любой функции /(х) € и любого е > О 

существует функция д(х) € такая, что |{х € [0,1] : д(х) /(.т)}| < б, и её 

ряд Фурье по системе {<Лт(А) М} сходится почти всюду.
В 1978 году Ш. В. Хеладзе [21] опубликовал следующий результат :

Теорема (Ш. В. Хеладзе). Любую функцию /(х) € Ь1 можно изменить на 

множестве Е, зависящем от /(х) так, что полученная функция д(х) обладает 
следующими свойствами : |</(т)| = |/(х)|, и ряд Фурье функции д(х) по тригоно
метрической системе сходится к д{х) как почти всюду, так и в метрике Е1.

Замечание 1. Необходимо отметить, что во всех выше сформулированных тео
ремах, “исключительное” множество Е, на котором происходит изменение функ
ции /(х), зависит от функции. Более того, Д. Е. Меньшов в работе [10] устано
вил, что “исключительное” множество Е существенно зависит от исправляемой
.«сфункции /(х), но тем не менее имеет место следующее утверждение (см. [11]).

Теорема (Д. Е. Меньшов, II). Пусть /(х) ֊ произвольная суммируемая 
функция на [0,2тг] и С} С [0, 2тг] ֊ любое нигде не плотное множество. Тогда 
существует суммируемая функция д(х) такая, что д(х) = /(х) на С}, и её ряд 
Фурье по тригонометрической системе сходится почти всюду.
Отметим, что метод5 который применил Д. Е. Меньшов при доказательстве
Теоремы 2, не позволяет получить исправленную функцию с рядом Фурье,
сходящимся в метрике Ь1. В 1988 году автору этой статьи (см. [3]) удалось 
построить множество Е сколь угодно малой меры такое, что любую функцию
/(х) из £‘о 2я| изменением на множестве Е можно превратить в функцию д(х)
такую, что её ряд Фурье по тригонометрической системе сходится к д(х) как в 
метрике 2я], так и почти всюду. Более того, в работах [1], [3] изучен спектр и 
скорость убывания коэффициентов Фурье функции д(х). В статьях автора [2], [7] 
и [8], для общей ортонорм и рован ной системы, получены следующие результаты :

1) . Для любой полной в Ь?() ортонормированной системы ограниченных функ
ций {<рп(х)} существует возрастающая последовательность натуральных чисел 
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тд- со следующим свойством : для любого е > 0 существует измеримое множес
тво Е С [0,1] с мерой | Е\ > 1 — с такое, что для каждой функции Цх) Е и 

можно найти функцию д(х) Е ^одр совпадающую с /(ж) на Е и такую, что 
а) ряд Фурье функции д(х) по системе {<рп(т)} сходится к д(х) в метрике £Г1П ,,;

IV »М
Ь) тггд-ая частичная сумма ряда Фурье функции д(х) по {(рп(т)} сходится почти 
всюду на [0,1].

2) . Для любой равномерно ограниченной полной в £г() ортонормальной системы 
{<рп(х)} существует перестановка {сг(£)} натуральных чисел такая, что вновь 

полученная система {<Ра(А-)(я)} обладает следующим свойством : для любого с > О 

существует измеримое множество Е С [0,1] с мерой |Е| > 1 - е такое, что
а) для любой непрерывной на Е функции /(т) существует функция д(х) Е 
совпадающая с /(т) на Е и такая, что её ряд Фурье по сходится к /(т) 
на Е и последовательность коэффициентов Фурье функции д(х) принадлежит I4, 

9>2;
Ь) для каждой функции f(x) Е Lf0 существует функция д(х) Е Е10 совпада-
ющая с /(х) на Е, ряд Фурье которой по системе {<ра(Л’)(х)} сходится к д(х) как 
почти всюду, так и в норме пространства

3) . Пусть {(pn(z)} - полная в £^0 р ортонормальная система ограниченных 
функций такая, что ||<рп||ро < const для любого n > 1 и для некоторого р0 > 2. 
Тогда существует перестановка {tr(fc)} натуральных чисел такая, что вновь 
полученная система } обладает следующим свойством : для любого с > О
существует измеримое множество Е С [0,1] с мерой |Е| > 1 — б такое, что для 

каждой функции f(x) € LE, где р € [2, ро] фиксировано, существует функция 
д(х) Е £[0 совпадающая с f(x) на Е, ряд Фурье которой по системе {<pff(jt) (т)} 
сходится к f(x) на Е в норме пространства LPE, а на множестве [0,1] \Е сходится 

к д(х) в метрике L1.
В настоящей работе доказывается следующая теорема :

Теорема 1. Пусть {<рп (т)} ֊ полная в ц ортонормированная система ограни

ченных функций со свойством

Iknllpo < const, n > 1, Ро > 2. (1.1)

»
Тогда существует перестановка {сг(А;)} натуральных чисел такая, что вновь 

полученная система {<р<рк)(х)} обладает следующим свойством : для любого 
с > 0 существует измеримое множество Е С [0,1] с мерой |Е| > 1 — б такое, 
что для каждой непрерывной функции /(х) существует функция д(х) Е £[одр
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совпадающая на Е с функцией f(x) такая, что её ряд Фурье по системе д.) (т)} 
сходится к функции f(x) равномерно на множестве Е, и сходится к функции д(х) 
в метрике пространства 1р причём последовательность коэффициентов Фурье 

функции д(х) по системе {<рп(т)} лежит в I4 для всех д > 2.

В связи с этой теоремой остаются открытыми следующие вопросы :
1. Можно ли доказать Теорему 1 без условия (1.1) ?

2. Можно ли в Теореме 1 исправленную функцию д(х) выбрать так, чтобы её ряд 
Фурье по системе {<ра(д.)(т)} сходился бы к функции д(х) равномерно на [0,1] ?

Замечание 2. В Теореме 1 перестановка членов ортонормированной системы 
{(^д.(.т)} необходима даже в случае, когда {</?д(х)} является тригонометрической 
системой. Это вытекает из следующей теоремы Д. Меньшова (см. [12]) :

Теорема (Меньшов, III). Для любого совершенного множества G С [0, 2тг], 
|(7| > 0 и любой его точки плотности xq 6 G существует непрерывная функ- 
ция f(x) на [0, 2тг], обладающая следующим свойством : для любой измеримой на 
[О,2тг] ограниченной функции <р(х), совпадающей с f(x) на G, тригонометричес
кий ряд Фурье функции ср(х) расходится в точке Xq.
Теорема 1 следствие более общего результата.

Теорема 2. Пусть {<рп(я)} ~ полная в Lj,, ортонормированная система ограни
ченных функций такая, что ||(^n ||Ро < const для любого n > 1 и при некотором 
Ро > 2. Тогда существует ряд вида

ОО

fc=l

оо
|сд.|9 < оо, для всех q > 2,

А=1
(1.2)

где {ст(к)} - некоторая перестановка натуральных чисел, обладающая следую
щим свойством : для любого б > О существует измеримое множество Е С [0,1] 
с мерой |Е| > 1 — € такое, что для каждой непрерывной на Е функции /(.т) су
ществует функция д(х) 6 А?о ц, совпадающая с /(х) на Е, ряд Фурье которой по 

системе является а) частичным рядом ряда (1.2), Ь) сходится к /(х)
равномерно на Е, и с) сходится к д(х) в метрике ...

Заметим, что ряд классических результатов невозможно перенести на двумер
ный случай, где сферические, прямоугольные и квадратные частичные суммы 
резко отличаются друг от друга в вопросах сходимости. Имеет место следую
щий двумерных аналог Теоремы 2.
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Теорема 3. Пусть {(/?п(.г)} - полная в L20 ортонормирования я система ограни

ченных функций такая, что ||v?n||p0 — const для любого п >1 и при некотором 
Pq > 2. Тогда существует двойной ряд

для всех q > 2, (1.3)

где {<т(&)} ֊ некоторая перестановка натуральных чисел, обладающая следую- 

щим свойством : для любого с > О существует измеримое множество Е С (0,1 ]2 
с мерой |Е| > 1 — € такое, что для любой непрерывной на Е функции /(х,у) 

существует функция д(х,у) € ^[одр, совпадающая с /(х,у) на Е, ряд Фурье ко

торой по системе <Лт(л)(2/)} является а) частичным рядом ряда (1.3), Ь)
сходится к /(х, у) равномерно на Е и с) сходится к д(х, у) в метрике ф.

§2. ОСНОВНЫЕ ЛЕММЫ
Для тп = 1,2,... положим

Функции 1т(х), т = 1,2,.. продолжим с [0,1] на IR1 с периодом 1. Ясно, что

Im(x)dx = 0, 7л = 1,2,... (2.2)

Лемма 1. Для любых натуральных чисел 8 > т и любой ступенчатой функции 
<р(х) с интервалами постоянства вида △ 1 справедливы следующие равенства :

|<^(т) |(£г.

Доказательство. Рассмотрим функцию

2”‘
¥>(*) = ^7». ■ хдД-т),

А-1
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где Да - интервалы постоянства функции <р(х) вида Д(,п * 

тическая функция множества Д*. Пусть е = {т € [0,1], 

а уд1֊ (0 - характерис
1т(х) = -у/т}. Ясно,

что

Аналогично доказывается второе равенство. Лемма 1 доказана.

Мы будем пользоваться следующим неравенством А. Гарсия (см. [25], стр. 72) :

где суммирование ведется по множеству всех перестановок набора {1,2, 
{х*} ~ произвольные действительные числа, а Ар - постоянная, зависящая от р. 
Следующая лемма является основным средством для доказательства Теоремы 1.

Лемма 2. Пусть {(рп(т)} ~ полная в ц ортонормированная система такая, 

что при некотором ро > 2

П^пНро < в = сопМ,

Тогда для любой функции /(х) € £[о,1] и любых чисел No > 1 и е € (0,1) 
существуют функция д(х) € Л[о,1]> измеримое множество С С [0,1], поли
ном = '$2к=м() акЧ>к(х) и перестановка сг(^), •••, <7(АГ) натуральных чисел 
No,..., N, удовлетворяющие условиям :

1) д(х) = №), I € С, с мерой |С| > 1 — е,

о
|<2(т) — <?(х)| dx < е,

л=лг0
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(1х < 3 • |/(х)|</х.

6) шах
Ло < т < Лг

т
а(т(к)(Р(т(к) ($)

А֊=Л0

< |/(х)| +€, Ухе в.

Доказательство. Рассмотрим ступенчатую функцию

^0

= 52?֊- -хд„М> 

р=1

^0 — 2^> (25)

где Д|/ имеют вид А^п)), такую, что

[ \/(х) - <р(х)\<1х <
я/о *

а

(2.6)

€0 = шт < ֊; ֊ / \fM\dx 
14 4 /о

(2.7)

По лемме Фейера (см. [26], стр. 77) и из (2.2) получим

г1Нт / [^(х) • /т(«х)] • ч>к(х) Лх = 0, тп,к = 1,2,... 
«-*о° у о

Следовательно, существует натуральное число 51 > Ио такое, что

х) • 1т№'х)]рк(х)(1х к — 1,2,..., No- (2.8)

Возьмем натуральное число N\ > No настолько большим, чтобы
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где <71 (х) = <^(т) • /1(25’.т) и а(/> = / <71 (кх)<р^х)с1х. Отсюда и из (2.8) вытекает 
о

г

По индукции определим последовательности чисел «1 < $2 < ...; No < < ...,

функцийЗЕ

= /(*) • Лн(25тх); 771 = 1,2, ... (2.9)

И полиномов

Лт
^Гп(^) --- . (т) / \а; (2Ю)

1=Кт ֊1

где

(211)

удовлетворяющие условиям

(212)

По Лемме 1 и (2.9)

Г1 Г1
/ 9т(*)<& = / <?2 (*)<&, 

70 /О

Г1 2 Г1
/ \9mW\dx < —= / |<р(х)|(/х.
Л) Упг 7 0

Обозначим

= {т € [0,1] : /,,։(2в”'а;) = -у/тп}.

(213)

(214)

(2.15)

В силу (2.1)

(216)
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Выберем натуральные числа до, д и положительное число €1 так, что

ч €о (218)

Ро+1
Ро ’

пг=Чо

(2.19)

где Аро и Вро суть постоянные из (2.3) и(2.4), а множество

вт = {т € [0,1] : |фт(я) 9т(т)1 < 2т+2^’ (2.20)

Е = 0 От р|{[0,1] \ £т}- 
т=д0

(2.21)

Применяя неравенство Чебышева, из (2.11) получим

(2.22)

В силу (2.16) и (2.19)-(2.21) |ЕШ| > 1֊ На основании неравенства Бесселя,

Леммы 1 и (2.9), (2.Н) имеем

А = Лгт֊։

9 т (*)<** = д?2(х)с/а:, т > 1. (2.23)

В силу неравенства Гарсия (2.3) для каждого чис ла ш, до < — Я՝ существует
перестановка а,„(М,.֊։) <7,и(^т֊1) натуральных чисел ^,_։,...Л.п֊1 такая,

ЧТО
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(2.24)

Обозначим^,

шах
Мп-^П«^тп

п

А* — Л т — 1

(2.25)

Учитывая, что д1П(х) =
соотношения (2.4), (2.20),

при х € Е (см. (2.1), (2.9), (2.15), (2.21)) и 
(2.21), (2.23)֊(2.25) для каждого ш € [<7о•<?] имеем

р° 
ео шах 

аг тп —!<п<Утп

|<2гп (։) - 5т(я)|’'° Лх\ |</т(х)|роаг

^0

2т
1К

«?"՛¥’*■ (*)
Ро

— 2 ' ^Ро ' Вро ' НУ’Нро-

Отсюда следует, что

|Н„,1 1И1Й 
рд 1

тГт<|
\/771 е [<7о, ц] ■ (2.26)
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Теперь определим множество С. функцию р(т), полином (2(х) и перестановку 
&(Мо),.... сг(7У) натуральных чисел 1Уо,...,М следующим образом :

(2.27)

9М = (2.28)

где

•7

(2.29)
п։=до

IV ч
С}(х) = 52 акЧ>к№ = 52 ГН՜7^ -<2ш(х), 

Л=Ло т=чо
(2.30)

а*=т-^ аГ. Кт-1 < к < Ыт; Ы = Ыч-1, (2.31)

<7 () — <7т(^’)} ^т — 1 < & < А' ,п , 1 < 771 < д. (2.32)

Из (2,7), (2.19), (2.26), (2.27) следует, что |С| > 1 - е. В силу (2.6), (2.7), (2.14), 

(2.18), (2.28), (2.29) имеем

о (0,1]\6 о

9 <7

т
тоот=д0 т=до

0

Учитывая (2.6), (2.7). (2.9), (2.12) (2.15), (2.18), (2.21), получим

о

о

ч
5^ 7П-И 

т=до

' \я(х)-д(х)\(1х < 
о

о
|^(^) ~ /(х)|с/т +

т=чо

с!х <
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В силу неравенства Бесселя из (2.6), (2.7), (211) и (2.13) вытекает

I — № т — ।

<р2(х)<1х < 2 • /2(х)(1х. (2.33)

Отсюда и из (2.19), (2.31) и (2.32) имеем

<7

т=(]о

тп=Чо

т

Таким образом, утверждения 1) - 4) Леммы 2 доказаны. Для доказательства 
утверждений^) - 6) сперва отметим, что (см. (2.17), (2.31)֊(2.33)) для каждого 
т € [<7о,<7] и любых /У € [Мп-1, Мп]

(2.34)

Пусть п е [М>,ЛГ]. Для некоторого ш0 имеем Мп0-1 < п < Мп0- Поэтому из 
(2.30)֊(2.32) следует, что

N

Л—No

то-1 п
= ^2 к’+ч С}к(х) + ^2 <։<.(*■ I«Ра(*)(^)-

А — / о А։ д — 1
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В силу (2.6), (2.7), (2.9), (2.12), (2.1), (2.19), (2.34)

то-1 х
dx < ^2 ТП 5+7? / |Qn։(x) _ 0m(z)|dj; + 

m=g0

т0 —1

dx <
т=<?о

Л’
52 <Wk(x) 

k=Nmo

Из равенства gm(x) = при x € G (cm. (2.1), (2.9), (2.15), (2.21), (2.27)) и 
соотношения (2.7), (2.18), (2.20), (2.21), (2.25), (2.27), (2.31), (2.32) для всех х € G 
и п € [7V0, Л/] получим

mo—1 mo—1
= 52 -Sm(l)l + 5Z n’-r*;rISm(x)| +

m=/o m=Io

Л’

k=N0

Лемма 2 доказана.

9

m-go

m * • |yj(o:)| + t0 < |/(z)| + «.

Лемма 3. Пусть ~ полная в L2[0,1] ортонормированная система такая,

что П^А-Про < const при некоторомро > 2. Тогда для любых чисел у # 0. 6 € (0,1), 
N > 1 и любого квадрата А = Ai х А2 С Т = [0,1]2 существуют измеримое 

множество Е С Т, функция у(х,у), полином

м
Q(x,y)- 5Z сА- п^(х) 

k,n=N

и перестановка <r(./V), 4֊ 1rr(A/) натуральных чисел N. N 4֊ 1,....А/,

обладающих свойствами :

!) у) = 7 • ХА(*,!/) для всех (х.у) € Е с мерой |Е| > 1 ֊ <5,
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1у(х,у)1<1х^у < 9-111 ■ !△!, !<?(•■։, у) - я(х,у)\<1х(1у < <52,

4) для любых (х,у) € Е тах
7У<А,п<Л/

тах 
у/2^<Я<у/2М

/ са(к) ,а(п)(м>а(к) (я) * ^а(п) (?/)
2№<Аг2+п2<Я2

тах
/V < а- , п < м

са{к),а(п)^а(к) ($) '<^(т(п)(у) (1х(1у+

тах 
\/2ЛГ<Я<ч/2М

са(к),а(гГ)ша(к) ' Ша{п)(у) <&4у < 36 • |7| • |А|,
2№<Л2 + л2<Я2

< 1б-17| •!△! + <*,

б)

Доказательство. Применим Лемму 2 с /(т) = 7 • хд։ (я), No = ^ и где 
ХД1(я) ~ характеристическая функция множества Др Тогда можно определить

множество Е1 С [0,1], функцию д\(х), полином (21(.т) = У7 и переста-
k=N

новку <7] (ТУ),..., СГ1(Д71) натуральных чисел удовлетворяющих условиям :

шах
к

(А )^ст| (А-) (^;) < |7| -хаДя) для всех т € £?1,



О равномерной сходимости рядов Фурье ... 55

4°

5°) шах
ЛГ<А<ЛГ,

о

Обозначим

мо = 2 • (ЛГ։2 + 1). (2.35)

Снова применив Лемму 2 с /(у) = ХьАу), No = Мо и е = 6
4(|ч| + 1) можем

определить множество Е2 С [0,1], функцию д2(у), полином (}2(у) = £ Ьпа>п(у)
' п= Л/о

*
и перестановку ст2(Мо). ...,а2(М) чисел Мо,...,М следующим образом :

I00) 92(у) = ХА2(у), ЧуеЕ2, |Е2|>1-^ 2П0) / |р2(у)|</у<3-|Д2|,

2 7 О

3°°) / 1<?2(г/) ֊ 92(у)IЛу < -т—7\ . П’
Л) 4 • (7 + 1)

п

п=Мо

^<Т2(п)(^<т2(п) (?/) для любого у € Е21шах
М0<п<М

б00) . |Ь„|2+'։ < <5.
п=Л/0

м

Теперь определим функцию д(х,у), множество Е, полином С}(х,у) и перестановку 
п-(Д/՜),..., ст(М) натуральных чисел N, № + следующим образом :

д(х,у) = д^х) • д2(у), Е = Ех х Е (2.36)

л/
С?(т,Т/) = Ф1(я) Ч?2(?/) = ^2 Ск<пшк.(х) -шп(у), 

। /I — А / (|
(2.37)
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где

*£(ЛГ,ЛГ1], п£[М0,М],
(2.38)

<т(п) =
< п < М;

М1 <п< Мо;

Мо < п < М.

(2.39)

Отсюда и из (1°), (I00), (4°), (400), (6°), (600) вытекает, что д{х,у) = у • х^(х,у),

м
{х,у) ЕЕс мерой |Е| > 1 - 6, ^2 

Аг,н=Л/о

У у - д(х,у)\(1х<1у < <5, \д(х,у)\<1х<1у < 9 ■ |1| • |Д|.

Теперь докажем утверждения 4) и 5) Леммы 3. Пусть ТУ2 -1֊ < Л2 < ТУ2 + М2,

тогда для некоторого то будем иметь то < R < то + 1. Из (2.35) R2 — IV2 > 

{то — I)2- Поэтому, из 5°),500) и (2.36)-(2.39) вытекает

шах 
у/2Н<Я<у/2М 2№<А-2 + п2<Я2

са(к),а(п)^о(к) ($) ’ ^<т(к)(у) (1х(1у <

№1 то —1

^а(п)(^) <1х(1у +
к=№ п=то

са(к),а(гп0)Ш(г(к)(х) ' то)(?/)4֊ тах 
N<я<^x

(1х с1у =

^(Т(п)^гг(п) (?/)

тах 
/V<s<^։

аа(к) ‘ ^<т(к) {х)
9 \

с1х । < 12-|-у|• .
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Аналогично, из 3П),3"") и (2.3G)-(239). для всех х е Е получим

шах 
y/2H<R<V2M 2№<P + rP<J?2

шо(к)(у) < 12 ■ Ы • у) + -z-

Учитывая Зп), 5°), З00), 5°°) и (2.36)-(2.39) при N < k < N։, Мо < п < М, имеем

'\r(*),o-(n)4r(t)(z) ^a(n)(y) dxdy < 9 |-у| - !△!,

к,п
с<т[к),а(п)ш(т(к) ՛ ^<т(л) (j/)

k,n=N
У(хл) е е.

Доказательство Леммы 3 завершено.

Лемма 4. Пусть {txJn (ге) } г ֊ полная в L2[0,1] ортонормированиях система 

такая, что ||cu||Po < const. Тогда для любой функции f(x,y) 6 L(T) и любых 
€ > О, /V > 1 существуют множество Е С Т = [О, I]2, функция д(х,у),

м
полином Q(x,y) = £2 Ck,nUk(x) и перестановка сг(ДГ), a(N + 1),...,сг(М) 

k,n~N

натуральных чисел N,N + такие, что

1) 9(х<У) = f(x՝y)՝ (х,у) € Е, |Е|>1-е,

2) // |s(x,y)|dxdy < 10 : / / \f(x,y)\ dxdy,

3) €

4) для любого (х,у) С Е шах
N <k ,n< М

к,л
^сг(к).(т(п)^гт(к') (*^) '^<т(п)(?/)

k,n=N
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шах 
>/2Лг<Л<^Л/

('а(к),а(п)^ст(к) (•г) ' ^гт(А) (?/)

тах 
Лг<А-,п<Л/

к,п
Са(к),(т(п)^а(к) ($) * ^а(к) (?/) 

к,п^
(1х(1у+

шах 
у/2Лг<Л<У2Л/

^<т(А՜),сг(п)^т<т(А֊) ‘ ^<г(к)(у)

< 6- ||/(х,у)|| + е,

(1Х(1у <

22-

6)
м

к,п=У

Доказательство. Рассмотрим ступенчатую функцию

"О

<р(х,у) = 527» -хдДх.։/).

|/=1

удовлетворяющую условию

тах (|7М| • |Д1/|) + ||/(х, у) - ¥>(х,у)||л.>|о,1| 
1 <1/<р0

(2.40)

(2.41)

где 1 < и < ро - прямоугольная область постоянства функции (р(х,у). Если 
1 < р < р0 ~ заданное число, то по Лемме 3 существуют множество Е„ С Т, 

функция д„(х,у), многочлен

м\,
к',пш^х') ■ Шп(у) (2.42)

к,п=Ы^
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и перестановка ггм(Л^),..., г7։/(Л/Р) натуральных чисел удовлетворяю
щие условиям

9»(Х>У) = 7р |Еи| > 1 - —
4 • 1/0

(2.43)

|^(х, у)\(1хс1у < 9 • 1^1 ■ !△„!, (2-44)

шах 
х/2^м<Я<>/2Л^

шах
^<к,п<Ми

У? Са\к),е„(п)Ш°Лк)(Х>) 
к,п=1\г„

< 16-Шхл.Л^^у) + 7^—

№„(х,у) - 9nu(x,y)\dxdy

(2.45)

(2.46)

У(х,у) £ ЕУ^

dxdy+

1пах

Шах // У2 '^и(п)(2/)

y/2Nv<R<^/2^fv 2дг2<л.2+п2<я2

dxdy < 36 • |7и| • !△։,|,

(2.47) 

(2-48)

Таким образом, для фиксированного 1 < и < >'О определяются множество Е„ С Т 
и полином б^(д.</) вида (2.42), удовлетворяющие оценкам (2.43)-(2.48). Можно 

взять
/\г1 = /9, = Ми-1 (2.49)
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Теперь определим множество Е, функцию д(х, у/), полином СДт, у) и перестановку 
ч

<7(Л').....<7(Л/) натуральных чисел ЛГ,..., Л/ следующим образом :

(2.50)

где Со = [(ж, ту) € Т : \/(х,у) - <р(х,у)\ < е/2]

2/)I <
^0

1 < У < "о,

"0

д{х,у} = \'ди(х,у) + [/(т, у) - <р(х,у)),
р=1

(2.51)

„о
<2(х,у) = ^^у)

«/=1

м
Ск,пНк(х) -ип(у), М = Мр0, (2.52)

где

Ну <к,п< Му, 1 < и < 

к, 8 £ [Яр, Му], 1 < и < ро»
(2.53)

а а(к) = <Ту(к), при Яр-1 < к < Яр, 1 < и < у0. Из (2.40)֊(2.44), (2.46) и

(2.50)-(2.53) следует, что д(х,у) = /(х,у), для (х,у) е Е, |Е| > 1 - с и

р \д(х, у)\11х(1у < 10-
м

\/(х,у)\<1т(1у
к,п=К

Таким образом, утверждения 1)—3) и 6) Леммы 4 доказаны. Для доказательства
утверждений 4) и 5) сначала отметим, что для всех (т, у) € Е и р 6 [1, С С Е՝
имеем (см. (2.40) и (2.41))

< ЬФмО! < 1/(з\ у)\ + (2.54)
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(2.55)

Пусть Н 6 [\/27ХЛ, \/2М]. Для некоторого 1' € (1,ц>] имеем УЖ < Я < ч/2Л/„.

Поэтому из (2.51)-(2.53) получаем

с<г(к),а(п)и,<7(к) (х) ^а(п)(у) = ’
2Лг2<А-2 + г»2<Я2

у—1

= У2 0з(Д, У) 4՜ У2 ՛ и/^(п)(!/)-
з=1 2Л,2<А2+п2<Я2

(2.56)

Учитывая (2.41), (2.44) и (2.45), для всех (х,$/) € Е получим

са(к),<т(п)^<х(к) (х) ' ^<т (п) ( ?/)

р-1
< 52 10,(х, у) ֊7- -хд.(*,1/)1 + 

3=12№<Р+п2<Л2

2У?<к2+п2<П2
< |/(®.»)| + 5֊

Из (2.47), (2.49), (2.55) и (2.56) следует, что

7з*Хд, (*,!/) <ЬЛу+
3 =
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Аналогично, для всех А:, п Е [/V, М]

к.п
('<т(к).(г{п)^а(к) (*г) * (А-) (?/) для всех (х, у) € Е,

А-,п=Лг

Доказательство Леммы 4 завершено.

§3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ОСНОВНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ
Доказательство Теоремы 2 : Пусть

(3.1)

есть последовательность алгебраических полиномов с рациональными коэффи

циентами. Последовательно применяя Лемму 2 к / = Д, из (3.1) определим не
прерывные функции {<7п(х)}, множества {Сп} и полиномы

ГПп-1
(п) / \

ЧтЛх) = 2^ <А7п(А:)(я),
А=п։п_1

(3.2)

где {сгп(^)}"=„|' - некоторая перестановка натуральных чисел т„_1, тп_1 + 1,

— 1 (для каждого фиксированного п), удовлетворяющие условиям

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(36)

к=шп- ।
(3.7)
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л՜

шах 
ш„ _ I <ДА (3.8)

А-/пп_։

шах 
шп-1<У

(3.9)
= ШП-1

Обозначим
(3.10)

В силу неравенства Чебышева из (3.6) следует

(3.11)

я

О о

л •

Определим перестановку и ряд следующим образом :

сг(Лг) = <7п(к), ГПп-! < к < тп. (3.12)

ОО

СкФа(к) (х) 
к=1

(3.13)

где ск = а[п), А: € [тп-ь тп), п > 1.

Теперь покажем, что (3.13) есть искомый ряд. Пусть с - произвольное положи
тельное число, по - целая часть Выберем В 6 [0,1] с мерой |В| > 1 — ֊

так, чтобы </?*_• (х) были непрерывны на В. Рассмотрим множество

ОО

Ё = (<7ПЛЕ„)ЛВ.
П = По

(3-14)

Из (3.4), (3.10), (3.14) получим |Е| > 1 - Пусть Е С Е - произвольное 
замкнутое подмножество множества Е с мерой |Е| > |К| — Ясно, что |£’| > 1 —

Пусть /(х) произвольная непрерывная зсункция, определенная на Е. Легко

видеть, что подпоследовательность (х)}^1 из (3.1) может быть выбрана так,

чтобы

Пт тах
Л՛ —»ос .г ЕЕ

52 А.(®) - /М 

п=1

(3.15)
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шах |Л„.(х)| <2 8,1, п >2, А’1 > п0. 
т€[0.1]

(3.16)

Полагая д\(х) = , (х), (21 (х) = <2к1(х) и учитывая (3.2)֊(3.12) легко проверить, 
что функция д1(х) и полином (?1(т) удовлетворяют условиям (3.26)-(3.31) при 

п = 1. Предположим, что уже определены функции /р։ (т) и 9^\ ($)»•••»

ди л(х) и полиномы

_ ЛГП ___
$„„(*) = 52 Мп = т„„-1, Мп = т^-1, п < д - 1, (3.17)

*=м„

удовлетворяющие условиям

|<м(х)|<*г < 2-(п+։>,

шах
Л/п < т < Л/п

р(х)с1х <2 ",

шах__ шах
Л/п<ш<Л/п Х^Е

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3-21)

(3.22)

(3.23)

Выберем функцию Д (х) из (3.1) такую, что

ч-1

(3.24)
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9-1
/*«(*) - ^2 [<2/М -֊^,(х)]

1=1
ах < 2՜8л (3.25)

В силу (3.16), (3.20) и (3.21)

шах 
.гее

9-1
/*,(*) - £2 [$„,(*) -ды]

։=1
(3.26)

9-1
А,(х) - £2 [<?.(*) -з.(т))

•=1
(1х < 22՜*.

Из (3.24)-(3.27) имеем

шах

|Л,(1)|<4г<3-2-’.

Полагая

(а:) | </х < 3 2 2’,

(3.27)

(3.28)

(3.29)

9ч (г) = Л, (х) + [з„, (х) ֊ Л, (х)] (3.30)

и учитывая (3.3), (3.6), (3.18), (3.21), (3.22), (3.24) и (3.30), получим

9« (х) = Л, (х), НЕ, (3.31)

|%(х)|<1х
/ 9-1

Л,(х) - I Л,(х) ֊ 52 [Ф„, (х) - зДг)]
\ ' ։=1

(1х+

(3.32)

9
52|<?р,(х) -д,(х)
1=1

/ 9-1
Л,(х) - I Л,(х) - [^„.(х) - 9>(х)]

\ 1=1
<ь- < 2՜2’. (3.33)



66 М. Г. Григорян

Аналогично, из (3.6), (3.10), (3.14), (3.20) и (3.24) получим

шах 
хЕЕ

(3.34)

В силу (3.8), (3.9), (3.12) ,(3.13), (3.28) и (3.29)

П1

тах 
т1,я-\<т<т„ч

(3.35)

тп

шах
т м<? _ I < гп гл м<?

<1х (3.36)

По индукции, определим последовательности функций {^(т)} и полиномов

{(^(т)}, удовлетворяющих (3.17)-(3.23) для всех д > 1. Из (3.19) следует, что

(3.37)

ОО 

р(*) = 'Г9ч(х'>' 
7=1

0, г $ [т^-ьтр,).

(3.38)

(3.39)

В силу (3.17), (3.37) и (3.38), д(х) € ц, д(х) = /(я), х € Е. Пусть п > тк0 
произвольное натуральное число. Тогда для некоторого д имеем т^-1 < п < 

т„9. Поэтому из (3.16), (3.20), (3.31)֊(3.35), (3.38) и (3.39) имеем

шах 
хЕЕ

О
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1
Аналогично имеем / 

о

Л
ZS (^) ~ 9(х) 
i=l

dx < 2 4+2. Отсюда вытекает, что

1

$ici = / 9(х)<Р<тщ(х) dx, i = 1,2,.... Теорема 2 доказана, 
о

Доказательство Теоремы 3 : Идея доказательства аналогична доказательству 
Теоремы 2. Единственная разница в использовании Леммы 4 вместо Леммы 1.

Abstract. Let {(/?n(x)} be a complete in L2[0,1] orthonormal system of bounded 
functions such that ||Po < const for some po > 2 and all n > 1. The paper proves 
that a rearrangement {cr(A:)} of the natural numbers exists, such that the system 
{V(T{k)} possesses the following property : for each € > 0 there exists a measurable 
set E C [0,1] with measure |E| > 1 — e, such that for each continuous function f(x) 
there exists g(x) 6 L|o coinciding with f(x) on E, the Fourier series for g(x) by the

system {<£a(jt)} converges to g(x) both uniformly on E and in the metric of L io,ip

while the sequence of Fourier coefficients of g(x) by the system {(/?n(z)} belongs to 
I4 for all q > 2.
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