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НЕПРЕРЫВНОСТЬ МНОЖЕСТВ ^-ОПТИМАЛЬНЫХ СТРАТЕГИЙ
Р. А. Хачатрян, Р. А. Аветисян, А. Р. Хачатрян

Ереванский государственный университет

Резюме. Работа посвящена вопросу непрерывности многозначных отображений и применения этих отображений в теории игр двух лиц с передачей информации. Указан ряд условий, при которых многозначное отображение является непре­рывным. Используя этот результат, доказывается существование социального равновесия в е-оптимальных стратегиях в играх с двумя лицами и с противопо- ложными интересами.
При заданном множестве Е стратегий первого игрока, множество 6-оптималь-

Ж

ВВЕДЕНИЕ
формуле

= {уег՛- Н^у) < 'Ом)+4

В этой статье рассматривается вопрос непрерывности многозначного отображе­ния аГ(ж). Известно (см. [6]), что при 6 = 0 многозначное отображение, вообще говоря, не является непрерывным. Мы находим условия, которые гарантируют непрерывность многозначного отображения аГ(т) при е > 0. Используя непре­рывность многозначного отображения а^(т), в работе установлены следующие г результаты :а) Методом градиентного спуска строится функциональная последовательность, и при некоторых естественных условиях доказывается, что расстояние этой последовательности до множества сп(т) равномерно по х € Е стремится к нулю. Ъ) С помощью так называемых сеточных множеств [7]. строятся аппроксимации множеств 6-оптимальных стратегий и доказывается существование социального равновесия 6-стратегий в игре двух лиц с противоположными интересами.Напомним некоторые определения из [2].



70 Р. А. Хачатрян, P. А. Аветисян, A. P. ХачатрянОпределение 1. Многозначным отображением из множества X в множество 
У называется отображение а, которое сопоставляет каждому х Е X множество а(т) СУ.Определение 2. Многозначное отображение а IRn —> IR'n называется Нполунепрерывным сверху в точке то € П<п, если для любого е > 0 существует окрестность (7(то) точки то такая, что а(х) С а(то) + #(0,£) лля любого 
х Е и(хо), где В(0,е) - шар радиуса с с центром в начале координат 0.Определение 3. Многозначное отображение а называется //-полунепрерывным снизу в точке то € Ж'1, если для любого е > 0 существует окрестность [/(тд) точки хо такая, что а(то) С а(т) 4- В(0,б) для любого х Е 1/(хо).Определение 4. Многозначное отображение а называется //֊непрерывным в точке то, если оно одновременно Я-полунепрерывно в точке то и сверху и снизу.Определение 5. Многозначное отображение а называется Я-полунепрерывным сверху в точке то Е Жп, если из того, что Xj —> То, € а(х^ и —> ио следует, что 1/0 € а($о)- ¥ • ЯвЧОпределение 6. Многозначное отображение а называется Я֊полу непрерывным снизу в точке то € ВЕР*, если для любого ио € а(то) и любой последовательности {т;}, Xj —> То найдутся такие Е сл(х^, что —> до­определение 7. Многозначное отображение а называется /^֊непрерывным в точке то, если оно одновременно Я-непрерывно в точке то и сверху и снизу.§1. ГРАДИЕНТНЫЙ МЕТОД МИНИМИЗАЦИЙ ВПАРАМЕТРИЧЕСКИХ ЗАДАЧАХ ОПТИМИЗАЦИИПусть f(x,y) - непрерывная функция, определенная на IR" х IRm, котораявыпукла по у при каждом фиксированном т. Пусть Е С - компакт и длялюбого т Е Е функция У(т) = min j/eiR ”՛ f(x,y). Положим
а(т) = {у Е IR" : ае(т) = {у Е IB1: /(я,!/) < ^(т) 4֊ б},
где б - некоторое положительное число.Лемма 1.1. Пусть для компакта Е С IRn множество Ima = UreEaW 
ограничено. Тогда для каждого е > 0 множество Im aе = Urf֊Eaf(x) ограничено.



Непрерывность множеств 8 оптимальных стратегий 71Доказательство. Предположим обратное. Тогда будут существовать последо­вательности {в;}, {х7-}, {т/7} такие, что Xj -> аг0 Е Е, у^ Е а.-ДяД У} —> ос при
XI ՝ 2» * (X0. Для х, € а(хД = ֊----- ֊7, А, = - --------- ֊, где а > 0, имеем

\\У} - II 1116՛ - М/(•с>։ А>У_/ + (1 — Ау + (1 \)) /(х^ г]) << А, №) + 6) + (1 ֊ А;) У(х}) < У(х,) + £;,т.е. предел при > ос есть /(хо,уо + аЬ) < У(хо), где К = 1пп Д 0, У—юо?/о = Нт г,-. Следовательно уо 4-о к Е а(то) для любого а > 0. Это противоречит ;->ооограниченности множества а(хо). Лемма 1.1 доказана.Замечание. В [9], Лемма 26.1 доказано, что если а(хо) 0 и а(хо) ограничено, то существует окрестность и(хо) точки хо такая, что л(х) 0 для любого 
х Е*1/(х0), причем множество 1т а = ихещ1о)а(х) ограничено.Лемма 1.2. Многозначное отображение а5(х) Н-непрерывно.Доказательство. Сначала покажем, что для любого х Е Е существует не­прерывное отображение Е(х) такое, что О(х) Е ое(х). Пололсим Ф(х,1/) = /(х, у) — У(х) — е. Существует отображение у(х) (не обязательно непрерывное) из Е в 1Ят такое, что /(х,у(х)) = тш /(х,?/).
Пусть 6 > 0. Поскольку Ф(х,2/) непрерывно по х, то существует окрестность 
В(х,ч(х)) точки х такая, что Ф(г,1/(х)) < Ф(х, у(х))+6 для любогох € В(х,т/(х)). Так как Е - компакт, то его можно покрыть шарами 5(Х|,т/(Х|)), г = 1,...,п.Пусть д,, I = 1, п - непрерывное разбиение единицы. Рассмотрим рункцию

Л
ом - ^,дМу(х‘\ 

1=1Отмстим, что £)(х) непрерывна, поскольку непрерывны функции д^. I 1,..,п. пТак как функция у —> Ф(х,у) выпукла. </։(х) > 0 и ^2 <7г(х) — 1, то
1=1Ф(х,Р(х))< ^2 ^(х)Ф(х,!/(х<)), 

։€/(*)
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пгде 7(.т) = {г: р,(т) > 0, г = 1,..,п} непусто, поскольку д։(х) = 1. С »=1«•другой стороны, если > 0, то точка х принадлежит носителю дп который содержится в шаре т/(т։)), т.е. х € В(т։, т/(х,)). Поэтому при достаточномалых 6 > О
V(x,y(xi)) < ^(xi,y(xi)) + 6 = -£ + 6 < 0.Отсюда вытекает

Ф(т,Р(з;))< р,(т) $(х,у(х{)) < 52 gi(x) (V(хi, у(хt)ï + б) < 0i€/(x) te/(x)
для достаточно малого б > 0. Следовательно, О(х) € аДя).Пусть Xj -> хо, уо Е а£(хо). Положим = {ТО < < < 1, + (1 —

Е а£(ху)}. Так как 0 € 7), то имеем Ту 0. Пусть ֊ максимальный элемент множества Ту. Можно предположить, что {^} является сходящейся последовательностью, tj —> I. Если I = 1, то И(ху) -> Р(хо). Поэтому у у -> уъ, а 
{Уу} - искомая последовательность. Если I < 1, то начинал с некоторого номера все < 1. Покажем, что отсюда вытекает Ф(я;,г/;) = 0. Действительно, если Ф(аГр у у) < 0, то положим + 6 < 1 и рассмотрим точку т/' = 1/; + б (у0 —
Щху)). Воспользовавшись непрерывностью функции Ф(т,-), можно выбрать б настолько малым, чтобы Ф(^,1/') < 0. Это противоречит максимальности 1;. Поэтому, при I < 1 имеем 0 = Нт Ф(т;,Уу) < Ф(хо,^), где у = £уо + (1 — 0 Т)(хо)- Учитывая, что функция Ф(гг, т/) выпукла относительно у, получим

0 < Ф(^о,?/) < t Ф(хо,1/о) + (1-0 Ф(^о, DM), лПоскольку Ф(хо, D(xq)) < 0, то имеем Ф(хо, </о) > 0? что противоречит тому, что уо € а£(х0). Таким образом, случай t < 1 невозможен. Следовательно, ct£(x) К-полунепрерывен снизу в точке хо- Учитывая, что множество значений Imaf компактно и график многозначного отображения замкнут, заключаем, что 
а£(х) Я-непрерывно в точке Xq. Лемма 1.2 доказана.Аналогичными рассуждениями можно доказать следующие две леммы.Лемма 1.3.Пусть f(x,y) непрерывна и выпукла по у (■ F, где F С ПТ" - 
выпуклый компакт и

(х) = {у Е F: f(x,y) < minf(x,y) +е},
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В(х) - {у 6 IR"‘: f(x,y) < min f(x,y) + б}.

Тогда многозначное отображение a? Н-непрерывно, а отображение В(х) К- 
непрерывно.Лемма 1.4. Пусть выполнены условия Леммы 1.3. Если для любого х € Е 
существует у Е Е такое, что /(х,у) < 0, то многозначное отображением Л(т) = {у € Е: /(х,у) < 0} является Н-непрерывным.Теорема 1.1. Пусть /(х,у) - непрерывная функция, удовлетворяющая следую­
щим условиям :

1) /(х.у) выпукла относительно у при фиксированном х Е Е, где Е = и(хо) - 
некоторая окрестность точки хо Е 1ЯП ;

д/(х, у)
2) для каждого х Е Е существует производная /'(х,у) = —- ՛ ■, непрерывная 

у оу
относительно х и у;
3) множество а(то) непусто и ограничено.
Тогда существует замкнутая окрестность ЕосЕ точки т0 такая, что для любого
е > 0 имеем

d(yj(x),ot£(x)) -> О при j —> оо равномерно по х Е Ео, (1.1)когда
Aj —> О, ОО ;=о < +оо, и yj+i(x) = yj(x) + Zj(x),

где Zj(x) = —A; f'Ai,yj(x))/wj, wj = max ||/j(x,J/>(i))||-
Доказательство. Мы показали, что существует замкнутая окрестность Ео С Е точки х0 такая, что а(т) / 0и Ima = UieE0«(^) ограничено. Покажем теперь, что последовательность {yj}, построенная вышеуказанным способом, равномерно ограничена. Пусть у*(х) 6 а(т). Имеем

Wj

< у՝(х) - уАх)Ту(х’УАхУ) > +aj ||/у(^. у>(д))Н9_________

Wi
< ll»>(®)-y*(։)ll2 + А-.
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Ню(я) “ !/’(х)112 < 1Ы-т) - ?/(я)||2 4- 52 А?- (=0

Так как 1та ограничено, то существует число ш > 0 такое, что тах ||?/,(т)|| < тЕЕо

т для любого Чтобы доказать (1.1) предположим обратное. Тогда должно существовать бесконечное множество индексов К такое, что для каждого] € К существует элемент х} Е Ео такой, что для некоторого <5 > 0 имеем
> 2<5 > 0. (1.2)

Поскольку Ед компактно, то можно считать, что х,—> х € Ед. Учитывая, что многозначное отображение а£ полунепрерывно снизу, при достаточно больших 
] ЕК имеем ае(т) С ае(т)) 4֊ 6 В(0,1). (1.3)Из (1.2) и (1.3) следует, что

> <5 > 0. (1.4)
Существует число Л > 0 такое, что для достаточно большого} Е = &аг+д(т). Если предположить обратное, то должны существовать последователь­ности △ , 0, Е К такие, что у*. 6 ае+д,.(х). Можно предположить, что

֊> р € ае(х). (1.5)
С другой стороны, из (1.4) следует, что р а£(т), что противоречит соотноше­нию (1.5). Поэтому {(х, 1^) > V(х) 4- е 4- △. Теперь, если у Е а;с(т), то для ] > Nимеем < /у(х,!/,),!/ - >< /(ж, 1х) ֊ Нх,1^) < ֊△ < 0. (1-6)Положим А^г,у) =< /'у(г,у}),у — У) >, у Е си£(х), } > IV. Так как отображение 
ГЛх,у) непрерывно, то для у Е (1 (где П ֊ компакт) и для любого е > 0 существует окрестность 11 (х) точки х такая, что

11/^.") - /^(г,м)|| < е, для любого г Е II(х) С Е, и у Е И.



Непрерывность множеств £ -оптимальных стратегий 75Поскольку сь (т) и {//?} ограничены, то существует М > 0 такое, что для любого 
и € «г(х) и j > N имеем

АД*,") < А,(х,р)+ < ><
< НЛ(г-<о) - 4(։.^)Н-1к-^Н <е(М + М) <е-М.

Поэтому А^г,н) < -Д/2 при € < Д/(2Л/). Следовательно, для достаточно больших ) € К и любого р 6 О1е(х) имеем А^Х),н) < — Д/2. Учитывая (1.6),получим
(1.7)

где и у = г^Ху).Так как последовательность т/Дт) равномерно ограничена, то ограничена и последовательность Поэтому и,; < тп, и согласно (1.7) для и € о<(т) получаем < и^, Ну - и >< -г Л;, г = Д/(2т). При у € а(х) имеем Ц^+1 - !/||2 == - у||2 = ||1/, ֊ 2/||2 + 2 < - у > +||и>||2 < Нр; ” УН2 “ 2гХз +

Поскольку Л7 -> 0 при достаточно больших то имеем ||^+1 “ !/П2 < _ У||2 ”
тХу. Отсюда следуетI * :! * , .Г • Я А Л Д‘ . > < 1«-11И+» - у||2 < Нъ - у112 -г 52 А>+<•=0
для любого натурального 8. Следовательно, Н^+а ~!/11՜ —0° ПРИ 5 00• Зтим противоречием доказывается Теорема 1.1.Следствие. Если а - однозначное отображение, т.е. а(х) = {1/(х)} для любого 
х € Ео, то Уу(х) -> у(х) равномерно относительно х е Ео.Доказательство. Положим <1е(х) = шах с/(^/,а(х)), и докажем, что (1е(х) —> О у€а<(х)при )՛ —> оо равномерно относительно х € Ец. Предположим обратное. Тогда существуют число д > 0 и последовательности х3 € Ео, £у —> 0, у} € ог?(т^) такие, что > <5- (18)



76 P. A. Хачатрян. P. A. Аветисян, A. P. ХачатрянТак как Ео ֊ компакт и множество 1т ограничено, то можно считать, что
Xj T G Eq,

Г

yj ֊► У 6 a(x). (1.9)С другой стороны, поскольку а непрерывно снизу и является однозначным отображением, то оно непрерывно. Поэтому для достаточно большого 1 имеем а(т) С а(т7) + 6 • Д(0,1). Отсюда и из (1.8) следует с1(у,а(х)) > 6 > 0, т.е. 
у & о(т), что противоречит соотношению (1.9). Для и Е ае (т) имеем

d(yj(x),y(x)) < d(yj(x),u) + d(y(x),u) < d(yj(<x),u) + de(x).Так как и G ot£(x) произвольно, то
d(yj(х), у(х)) < d(yj(x),a£(x)) +de(z).Следствие доказано.Для многозначного отображения Ь(х) положим

Мь(х,у) = {г/ е П<”: < и, и-у><$, для любого и € Ь(х)}.Лемма 1.5. Пусть Ь(х) - многозначное отображение с выпуклыми замкнутыми 
значениями, и пусть точка (tq,î/o) такая, что уо Ь(хо) и intNb(xo,yo) 0- 
Предположим, что b(x) Н-полунепрерь I: но сверху и К -полунепрерывно снизу
в точке xq. Тогда многозначное отображение Nb(x,y) К-непрерывно в точке

(х0,у0).Доказательство. Сначала покажем, что 1Уь(х,у) /С-полунепрерывно сверху, т.е. что из Xj —> то, У) Уо и Ц € Мь(х^у^, ц -> вытекает, что ^о £ 
Мь(хо,уо). Если 1/; Е Г^х^у^, то < — Xj >< О для любого и € Ь(х^). Пусть

>

ио С Ь(хд)- Поскольку многозначное отображение Ь К-полунепрерывно снизу, то существует последовательность Е 6(т;) такая, что щ —> ио- Следовательно, имеем < - х, >< 0, (110)откуда вытекает < — хо >< 0 для любого ио С Ь(хо)- Поэтому щ €

Мь(хо,уо)-Теперь покажем, что 1Чь(х,у) /С-полунепрерывно снизу. Если уо Ь(хо), то существуют числа Со > 0 и 6» > 0 такие, что Пво(Уо) И {Ь($о) + Д(0,£о)} = 0- Пусть хд —> то. у7 —> уо и 1/о С 1п1 Мь(хо՝уо)- Так как отображение 6(т) Н- полунепрерывно сверху, то существует число такое, что при .; > имеем6(т;) Ç &(т0) 4֊ В(0,£о), У} € ^(г/о). (1.11)



Непрерывность множеств £-оптимальных стратегии 77Пусть min ||u т/7|| _ ||Uj _ у || > m > q Известно, что для любого •
u € b(xo) + В(0,£0) имеем

>> 11^ ֊J/j||2.Положим 5j - 2 ||uj - j/?|| 1 • | < pq, Уо - y3> | и Vj = p0 + 6j ||uy - - (t/j - Uj).Ясно, что 5j -4 0. Поэтому для u € b(x0) + В(0,ео) имеем
< u-yj'i'j >-<u-yj,nQ > +6j < u֊!/,,||uj -j/jll l(yj -Uj) ><<< u - yj,v0 > -6j ||uj - 2/j|| =< u - j/0,p0 > + < t/0 - > - (112)- 2 I < ^0,2/0 - yj\ <<U- yoiiso > .

Так как p0 € int Nb(xo, уо), то существует окрестность Vj(p0) такая, что Vd-(pq) С М>(яо>Уо)- При р € Vj(pq) имеем р = р0 + р, ||р|| < 6. Следовательно, имеем< ^о, и - Уо >< - < - З/о >, для любого и € Ь(х0) и р G В(0,6). (1.13)
Полагая р = Ц - З/оН^~3/о|| • д и учитывая (1.12), для любого и € Ъ(хо) получим

< p0,u - уо >< -J||u — уо|| < -<ЦМЫ) < 0.В силу (1.11) - (113) < u-yj,Vj >< 0 для любого и е b(xj). Отсюда следует р, е M>(zj,3/j) и ро- Далее, если р0 ֊ граничная точка множества M>(zo,3/o)։ то существует последовательность р7 € int Nb(xq, уо) такая, что р7 —> pq- Поэтому можно построить последовательность р; € Nb(xj,yj) такую, что р; ֊4 pq. Лемма 1.5 доказана.Пусть f(x,y) ֊ непрерывная функция, которая при каждом х € Е выпукла по 
у € F, при этом Е - компакт, а F - выпуклый компакт. Положим Ер(х) = {(a,J/): о е IR1, у € Г, f(x,y) < а} и для z0 С Е, у0 6 F, е > 0 и З/о = (№о,3/о) ~€,Уо) & Ер(х0) имеем^Fv/(tO,3/o) = С IR'1: f(xo,y)-f(xo՝yo) >< ^У֊Уо > ֊€, Для любого у е F}.

»
2(то, З/о) = » 1,^) € ^(.то,^)}.Множество /(хи, уо) называ« . СЛОВНЫМ €֊субди4зш к}>еренциалом функции

Jr՝= f(x,-) в точке (хо,уо) по множеству F (см. [2]). Ясно, что у G о" (х) тогда и только тогда, когда 0 е д^у/(х,у). Имеют место следующие результаты.



78 Р. А. Хачатрян, P. А. Аветисян, A. P. ХачатрянЛемма 1.6 (см. [6]). Многозначное отображение Ер(х) полунепрерывно снизу. гЛемма 1.7. О(т0,у0) = д^у/(х0,у0).Доказательства аналогичны доказательству Леммы 13.2 из [2].Теорема 1.2. Отображение dF f(x, у) К-непрерывно по (х,у) € Е х F.§2 . АППРОКСИМАЦИЯ МНОЖЕСТВ ^֊СТРАТЕГИЙСЕТОЧНЫМИ МНОЖЕСТВАМИПусть ctf(z) = {у € F: f(x,y) < VF(x) 4-е}, где F - выпуклое компактное множество и VF(x) = inf f(x,y). Для последовательности hj -> +0 построим j/€F конечные -сетки на Р такие, что расстояние между любой точкой у € Е и ближайшей к ней точкой сетки Е^ меньше Пусть
Р/։։=Р/ц, Р/։2 = Р/11 С , Р/։> = Рь,-։ О > ...Ясно. ЧТО 1 С Р^2 С .... Положим

Vj(x) = mill f(x,y), 
yGFhj

а^(х) = {j/ € Fhj: f(x,y) < Vj{x) + e}.
Лемма 2.1. Vj(rr) -» VF(x) при j —> oo равномерно по x € E.Доказательство. Ясно, что У,(т) < Уг(х) для любого х 6 Е и ; € А. С другой стороны, по определению нижней грани, для любого е > 0 существует 
у € Р такой, что /(г, у) < Рг(т) 4֊ е/2. В силу непрерывности /(х,у) по у, существует окрестность и^у) точки у такая, что для любого у Е и^у) имеем 
1(х,у) < }(х,у) + е/2. ' - ;Для достаточно больших ] имеем Ду < А. Поэтому (7/, (у) содержит хотя бы одну точку из Р/,;. Следовательно, У^х) < /(х,у) +е/2 < Уг(х) +е. Отсюда следует, что У](х) —> У(х) при 1 —> оо. Поскольку 1^(я) > 1^4-1 (х) для любого Е то сходимость равномерна по х Е Е. Лемма 2.1 доказана.Лемма 2.2. Если —> з?о, то для любого 6 > 0 существует число такое,
что

oF(т0) С (Fflj П of (xj)) 4- <5 • В(0,1) при j > N(6). (2.1)Доказательство : Допустим противное. Тогда существуют числа > 0 ипоследовательность yj такие, что
yt е «f (а;«), Уз i (Fhj naf(xj)) +<5о • В(о, 1). (2.2)



Непрерывность множеств £-оптимальных стратегий 79Можно предположить, что у3 ֊+уо € аЕ(т0). ПоэтомуФ(х0, у0) = /(хо,2Уо) - РГ(х0) ֊ е < 0. (2-3)Пусть в (2.3) имеет место строгое неравенство. Поскольку Ф непрерывна, то существует окрестность Дд(х0) х и^(уо) точки (хо,?/о) такая, что Ф(х,у) < 0 для любого (х,у) € (/д(хо) х и±(у0). Если < △, то £/д(ро) содержит точку Уо֊) € Р1ч такую, что Ф(т,,у<») < 0, ||у(»-у0|| < Д . Поэтому у(» е ГЛ, ПаГ(тД При △ < <50/4 имеем ||у, - у<»|| < Цу, -у0|| + ЦуО) -у0|| < <50/4 + д’0/4 = <50/2. Это означает, что
у> е у°> + -В(О, I) с (г„. п а՞(^)) + В(О, I), 

- Ачто противоречит соотношению (2.2). Пусть теперь Ф(хо,1/о) = 0- Существует точка у Е Р такая, что ||1/ — з/о|| < <$о/4, Ф(хо, у) < 0. Рассмотрим окрестности С/Д(хо) и и^(у) (△ < ($о/4) Ф(х, 1/) < 0 для любого (х,у) Е и±(х0) х и^(у). Если< △, то существует элемент у^} Е Н^(у) П Е>1} такой, что Ф(х;-,т/'Л) < 0. Отсюда получим - т/Н < <5о/4 при Е Ек, Па^(хД Следовательно, 1110 - у<»|| < ||у, - у0|| + ||у - у0|| + Цу0’ - у|| < (3<50)/4 < <5о при у, € 
(Е^ П аЕ(х;)) + ($о * В(0,1), что противоречит соотношению (2.2). Лемма 2.2 доказана.Теорема 2.1. В метрике Хаусдорфа имеем 1ш1 а? (х) = аЕ (х) равномерно на

Доказательство. По Лемме 2.1 УДх) -> УЕ(х) при ; оо равномерно на Е.Поэтому, для любого △ > 0 существует #(△) такое, что при у > ЛГ(Д)У,-(х) < Vе (х) 4֊ △. (2.4)Следовательно, при у Е (В/։> О а?7 (х)) имеем /(х,у) < 1^(х) 4֊ е. 5 читывая (2.4), получим /(х,?/) < Уг(х) 4֊ е 4֊ △, т.е. у Е аГ+д(х). Таким образом. Пе?(х) С а^д(х) для любого х Е Е и у > ^(△). Покажем теперь, что для любого 6 > 0 существует △(<$) > 0 такое, чтос*Г+д(х) С аЕ(х) 4֊ 6 • В(0,1), для любого х Е Е.Предположим обратное. Тогда существуют <$о > 0, > 0, х^ Е Е и yj<¥^д (х;) такие, что
?/> аЕ(х>) 4֊ 6о • 1). (2.5)



80 Р. А. Хачатрян. Р. А. Аветисян. А. Р. Хачатрян

чТак как Е компактно, то можно считать, что Г
ГУ

Ху -4 То € Е. Уу -> Уо е (х0). (2-6)Учитывая, что отображение &е полунепрерывно сверху, из (2.5) получим yj £ оГ(то)+^о/2 Е(0, !)• Отсюда следует уо £ аГ(т0), что противоречит (2.6). Таким образом, доказали, что для любого 6 > 0 существует число такое, чтоа^’(ж) С аГ(х) 4 6 • В(0,1), для любого хеЕ и; > ЛГ(6).Осталось показать, что(т) С а1'1 (х) 4 д • В(0,1), для любого хЕЕ и/> ЛГ(<5). (2.7)Предположим, что (2.7) не верно. Тогда существуют <5о > 0, Ху -4 то и yj -4 уо такие, что
Уз 6 а^(ху), у у ^ха^(т;) 4 <50 • В(0,1). (2.8)Так как V* (х) < УДт), то будем иметь Е/^ ПаГ(т;) С (т7). Поэтому, из (2.8)

Уз & О а?(а;;)) 4 60 • #(0,1).Согласно Лемме 2.2, для достаточно больших } имеем(яо) С Л аГ(I;)) + <5о • Я(0,1).
(2-9)

(2 Ю)Из (2.9) и (2.10) следует, что Уу & а* (яо) 4 <5о/2 • В(0,1). Следовательно, т/о £ «Г (то)- С другой стороны, из у у € а^(ху) следует, что уо 6 аГ(хо)- Это противоречит тому, что у о £ а?(то). Теорема 2.1 доказана.§3 . НЕКОТОРЫЕ ПРИЛОЖЕНИЯВ этом параграфе применяем полученные результаты к задаче теории игр для двух лиц с передачей информации. Рассмотрим игру двух лиц с функцией выигрыша /(.г,?/) и стратегией х 6 Е первого игрока и функцией проигрыша /(.т,т/) и стратегией у € Е второго игрока. Величина
ио = аир ш£ Ф(х.у) (3.1)

задает наилучший гарантированный результат первого игрока при множестве £ оптимальных стратегий «Г (х) = {у € Е: /(х,у) < V л (х) 4б). Для последова­тельности Ку -4 40 положимЦц7 = вир шГ Ф(х,|/).
(т)



Непрерывность множеств £-оптимальных стратегий 811 сорема 3.1. Пусть Фи/- непрерывные функции, определённые на произведе­
нии компактов Ь иР. Если Г - выпуклое множество и при фиксированном х Е Е 
функция /(х,у) выпукла по у € Е, то предельная точка х* последовательности 

для которой min Ф(х^, у) > - 6j, при
y€aeJ (xhj)

6j -> +0
является оптимальной стратегией в задаче (3.1). т.е.min 

уЕа/(х*) Ф(^*։3/) = UQ, -> UQ, оо.J

Доказательство следует из Теоремы 2.1 и Теоремы 3.4 из [7].Теперь введём понятие социального равновесия в е-стратегиях. Пусть (х) и 
Ь&(у) - множества е-стратегий первого и второго игроков, соответственно :af(z) = {у е F: f(x,y) < inf f(x,у) +е}, 

i>f(y) = {I е Е: g(x,y) < inf g(x,y) +e}.
Пусть Ф(т,у) - функция выигрыша (проигрыша) первого (второго) игрока.Определение 8. Пара (х,у) называется состоянием социального равновесия в 
8 -стратегиях, если
1)уЕа^(х) ихЕ Ь&(у);
2) Ф(х,у) = inf Ф(х,у) и Ф(х,у) = sup Ф(х,у). 

yea/(x) x€bf(y)Следующий результат вытекает из Леммы 1.2 и Теоремы 23 (см. [6], стр. 342).Теорема 3.2. Из условий
1) множества Е С Ш'1, Г С 1ИШ выпуклы и компактны ;
2) функции Ф(х, у), /(х, у) и д(х, у) непрерывны. Ф выпукла по у и вогнута по х ;

3) / выпукла по у, ад выпукла по х
вытекает существование социального равновесия в е —оптимальных стратегиях.Теперь рассмотрим параметрическую задачу выпуклого программирования . 

тЦМх,у)-.'/Ах,у) <0,1 = у е Г} (= Г(т)).
УПоложим .4(т) = {у Е F: fj(x.y) < 0, j — l,....m} и

a(x) = {у Е А(х): fo(x,y) < V(z)}, = {У € Ж*): Мх,у) < V(x) +е},где 8 некоторое положительное число.



82 P. A. Хачатрян, P. A. Аветисян, A. P. ХачатрянТеорема 3.3. Из условий
1) функции /}(х,у), ] = 0,1, ...,Ш непрерывны на.Е х Е, где Е С ПТ’ - компакт, а Е С ПТП - выпуклый компакт;
2) для каждого х € Е функции /}(х,у), ] = 0,1, ...,тп выпуклы по у ;
3) для любого х € Е существует у Е Е такое, что /}(х, у) < 0 для всех } = 1,..., тп 
вытекает, что многозначное отображение ае(х) Н-непрерывно.Доказательство. Пусть В(х) = {у Е ПТП : f(x,y) < V (х) + е} и Ф(х,</) =max fj(x,y). Имеем А(я) = {у Е F: У(х,у) < 0} и а£(х)- = А(х) П В(х). je{i..... m}Согласно Лемме 1.4, многозначное отображение А(х) Н-непрерывно и по Лемме 1.3, В(х) /С-полунепрерывно сверху. Ясно, что существует число 6 > 0 такое, что а(т) + 23(0, <5) С В(т) для любого х Е Е. Поэтому В(б,6) С А(т) — В(х). Для завершения доказательства остаётся применить рассуждения доказательства Теоремы 16 (см. [6], стр. 121).
Abstract. The paper is devoted to the problem of continuity of multivalue mappings and its applications in the two-person game theory with information transmission. A set of conditions is described under which the multivalue mapping is continuous. Basing on this result, existence of a social equilibrium state in the e-optimal strategies of two-person game with antagonistic profits is established.ЛИТЕРАТУРА1.2.3.
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