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ОБ ОБЛАСТИ Е-ПРОПУСКНОЙ СПОСОБНОСТИ КАНАЛА 
С МНОЖЕСТВЕННЫМ ДОСТУПОМ

М. Е. Арутюнян

Институт проблем информатики и автоматизации НАН РА и ЕГУ

Резюме. Для различных моделей дискретного канала с множественным до
ступом без памяти получены исправленные внутренние оценки областей Е- 
пропускной способности при средней вероятности ошибки.

§1. ВВЕДЕНИЕ
Дискретный канал без памяти с множественным доступом (КМД) с двумя 
кодерами и одним декодером ТУм = {Ж : х Л*2 —> У} определяется матрицей 
переходных вероятностей

WM = € Хх,х2 Е Х2,у € У},

где Х1 и Х2 - конечные алфавиты первого и второго входов канала, соответствен
но, а У - конечный алфавит выхода. Предположим, что у канала отсутствует 
память, т.е. для последовательности длины = (хи, Х12, • • •, хцу) С Х^, 
х2 = (т21,х22,...,х21>/) Е Х^, у = (уь Улг) € У77, переходные вероятности 
задаются следующим образом :

N
ИлЛ (у|х1,х2) = Л W(i/,։|zin,х2п).

п=1

Первая модель КМД, исследуемая ниже, является наиболее общей : КМД с 
коррелированными источниками, впервые изученными Слепяном и Вулфом [1].
Три независимых источника (Рис. 1) создают сообщения для передачи двумя
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т2

Рис.1. КМД с коррелированными источниками

кодерами. Один из источников связан двумя кодерами, а каждый из двух других 
связан только с одним из кодеров.
Пусть Л4о = {1,2,...,М0}, М1 = {1,2,и М2 = {1,2,...,М2} - множес
тва сообщений соответствующих источников. Кодом длины является набор 
отображений (/1, /2, <?), где /1 : Л4о х Л41 —> и /2 : Л4о х Л42 —> - коди-

рования, а д : -4 Mq х ЛЛ х Л42 ֊ декодирование. Числа — logMj, i = 0,1,2,
называются скоростями кода. Используем логарифмические и экспоненциальные 
функции по основанию 2. Обозначим

= xi(mo,mi), А(т0:т2) = x2(m0,m2),

g Чгпо.тпьтг) = {у : д(у) = (то^^тг)},

тогда

e(mo,mi,m2) = И/;У{>ЛГ - g 1(т0, m2)|/i(m0, mi), /2(т0, т2)} (1)

есть вероятность ошибки при передаче сообщений то, mi и т2. Изучаем “сред
нюю вероятность ошибки кода” :

(2)

Иногда рассматривается максимальная вероятность ошибки кода :

e(/i,/2,9,W, И/Л/) = max e(m0,mi,m2).
rrin .ni I ;m 2
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Для заданного положительного числа Е (называется надежностью), числа /4),
/?1, /?2 >0 называются Я-достижимыми скоростями для если для любых 

> 0, г = 0,1,2, при достаточно больших № существует кол такой, что

— ։ок > R, - « = 0,1,2, (3)

и средняя вероятность ошибки удовлетворяет условию

ё(/ьЛ,<7,ЛГ,։Ум) <ехр{-ЛГЕ}. (4)

В (Яо, Я1, Яг)-пространстве область всех троек Е-достижимых скоростей назы
вается областью Я-пропускной способности при средней вероятности ошибки и 
обозначается через С(Е, ИЩ. Когда Е -> 0, получаем область пропускной спо
собности С(]¥м) канала \Ум при средней вероятности ошибки.
Дуек [2] показал, что, вообще говоря, область пропускной способности КМД при 
максимальной вероятности ошибки меньше чем соответствующая область при 
средней вероятности ошибки.
В [1] найдена область достижимых скоростей КМД с коррелированными источ
никами, а в [3] получена оценка сферической упаковки.
В частном случае Мо = 1 (Рис. 2) имеем классический КМД, впервые изученный 
Алсведе [4], [5] и Ван дер Меленом [6].

Рис. 2. Обычный КМД

Различные оценки для экспоненты вероятности ошибки получены в [7] — [10].
Модель с М1 = 1 (Рис. 3), называется асимметричным КМД. Он был рассмотрен 
Арутюняном [3] и Ван дер Меленом [11]. В этой модели один из двух источников 
имеет доступ только к одному из кодеров, тогда как другой источник имеет 
доступ к обоим колерам
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Рис. 3. Асимметричный КМД

Виллемс и Ван дер Мелен [12], [13] описали области пропускных способностей для 
различных КМД с подглядывающими кодерами. В данной статье мы рассмотрим 
случай (Рис. 4), изученный Ван дер Меленом [14], когда первый кодер имеет 
информацию о кодовом слове, созданном вторым кодером.

Рис. 4. КМД с подглядывающим кодером

Ранее эти модели были изучены в [15], где были получены соответствующие
оценки сферической упаковки, однако в построении оценок случайного кодирова
ния была допущена ошибка. Здесь мы выводим исправленные внутренние оценки
областей /^-пропускной способности для тех же случаев.

§2. ФОРМУЛИРОВКА РЕЗУЛЬТАТОВ
Рассмотрим вспомогательную случайную величину I/ со значениями в конечном 
множестве 1А. Пусть случайные величины и, X}, %2, У со значениями в алфа
витах Л?2, У соответственно, образуют цепь Маркова и О %1%2 О У и 
задаются следующими распределениями вероятностей :

Л» = (Ро(и),и €
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Р;* = {Р;*(х։|и)։х, 6^1,1= 1,2,

Р* = {Р0(и)Р;(х1|и)Р2*(т2|и),.Т1 е Л\,х2 € Аг},

Р = {Р(ц,11,12) = Р0(и)Р(т1,12|и),Х1 € Л\,х2 € Х2},

*3-.

и совместным распределением вероятностей

Р° У = {Ро(и)Р(х1,т2|и)У(?/|т1,т2),хг е Л\,х2 € Х2,у € У},

где V = {^(?/|т1,т2),Х1 € Л\,х2 € Х2,у € У} - некоторое условное распределение 
вероятностей.
Обозначения энтропии, взаимной информации, дивергенции, также как понятия 
типов и условных типов и их оценки можно найти в [16] — [18]. В частности, мы 
используем следующие обозначения :
Нр0,р; (Х(\и) = условная энтропия случайной величины Хс с распределением 
вероятностей Р* (при заданном [/) :

Нр0,р;(х։|С7) = - £ .
иего.ел'.

Нр(Ц, Х1,Х2) = совместная энтропия случайных величин и, Л՜!, Х2, определяе
мых распределением вероятностей Р :

Яр(С/,Х1։Х2) = - Р(ц,Х1,г2)^Р(и,Х1,х2),
и£.и ,х\ €Л’1.тгбАг

Нру{У\Х\^Х2) = условная энтропия случайной величины У при заданных
ЛЛ2 :

Яр,и(У|Х1, Х2) - - Р(ц,Х1,а:2)У(?/|т1,Т2)^ У(у\х^х2),
,Х2ЕХ2,уЕУ

1ру(Х1,Х2 Л V) = взаимная информация случайных величин Х1.Х2 и У :

1р.у(Х..Х2лУ) =
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Р(и,х1,х2)У(у\х1,х2)\о^
и£Ы,х\ ЕЛ*։ ,Х2€ А'а.убУ

_________ У(у|х1,Д2)_________ .
X Ро У(и,.Т1, х2,у)' 

։ ЕЛ'1 ,Х2€ А'э

/р(%1 /\ Х2\и) = условная взаимная информация случайных величин X] и Х2,
при заданном и :

х—у . Р(Х}\и,Х2)
/Р(Х1ЛХ2|Р) = - £ Р(и, ®։, ®2) 1ов

иЕ^.хгбА՛։ ,Х2ЕА’2

ЩР\\Р*) информационная дивергенция Кульбака-Лейблера распределений
вероятностей Р и Р* :

Р(Р||Р*) Р(ц,Х1,Т2)^
и€£/,Х1 € А*! .хгЕА'а

Р(ц,Х1>Х2) 
Р0(и)Р1*(т1|?/)Р2*(т2|ц)

Ео/ М Р(Д1,т2|ц) Р(и>11,х2)1оК ,
иеи,х^^,х2еХ2 1к 1 ' 2У 1

Р(У||И^|Р) = условная дивергенция распределений вероятностей Ро У и Ро1У :

Р(У||1У|Р) = Р(и, Х1, х2)У(г/|Х1, х2) 1оё
и££/,х ։ бАд .хгЕ А'г .у€У

У(!/|Д1.Д2)
И^(у|гс1, хг) ’

Также будем использовать следующие тождества :

НРу(Х1,Х2,У\и) = НР(Х1,Х2\и) + НРу(У\Х1,Х2,и), 

1ру(Хг, Х2 Л У) = 1ру(У Л Хг, Х2) = 1ру(У /\и,Х1,Х2) =

= Нру(У) - Нру(У\Хх,Х2) = Нр^Х^Х^ + НруР) - Нру(и,Х1,Х2,У) = 

= 1ру(и Л У) + /Р,у(Х1 л У|У) + 1ру(Х2 Л у\и,х2),

й(Р О уцр- о IV) = Р(РЦР') + £>(У||IV|Р), Р(Р||Р՛) = 1р(Х} л Х2|Р).

Доказательства в данной работе основаны на понятии типа. Пусть Д,(и|и) - 
число повторений элемента и в векторе и = (и2, ...,иуу) € ■ Типом Ро вектора
и называется распределение вероятностей

Ро = {Ро(и) =
/У(и|и)

ТУ (5)
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Множество всех последовательностей и типа Ро на обозначается через Тро ((/) 
и часто также называется типом Ро. Любое распределение вероятностей Ро вида 
(5) может рассматриваться как тип векторов из .
Если ,и|х1, и) есть число пар (х\,и) в (х1,и) 6 А\Л х , то совместный 
тип последовательностей хх € А'1Л и и Е определяется следующим образом :

Л* = {ЛЧ*!,«) = ЛГ(х1,п|х1,и)
, х 1 Е А1, и Е И}.N

При заданном и Е будем говорить, что элемент Х1 Е имеет условный тип 
Р* = {Р1*(т1|и), Х1 Е А1, и Е /7}, если 7У(х1,и|х1,и) = Л/’(ц|и)Р1*(11 |и), Х1 Е Ал, 
и еЫ.
При заданном векторе и Е Тр0(и) множество всех последовательностей хх Е А^5 
условного типа обозначается через Тро р. (Х^и). Множества Тр(Х\, Х2|и), 
7рУ(Х1,Х2), 7рд.'(У|х1, х2) определяются аналогичным образом.
В доказательствах используются следующие утверждения :

а) для (Х1,х2) € Т^(Х1Х2),у € 7"Д,(У|х1,х2)

И^(у|хнх2) =ехр{-^ЯЛГ(Г|Х11Х2) + П(Ит/’))}. (6)

Ь) число различных типов последовательностей и при фиксированном N не
превышает (ДО 4- 1)^՛,

с) при любом типе Ро число элементов множества Тро ([/) допускает следу
ющую двустороннюю оценку :

(Н + ехр^ЯРо(£/)} < |Т"((7)1 < ехр{ЯЯРо(Я)}.

Чтобы определить область случайного кодирования РГ(Е, ДОд/) воспользуем
ся понятием условной взаимной информации для трёх случайных величин, 
введённым в [10] : 

/р,у(Х1ЛХ2ЛУ|С/) = Нр:(Х1\и) + Нр^Х2\и) + Нру(У\и)-Нр,у(У,Х^Х2\и) =

= 1ру(Х^Х2 Л У\и) + /р(Х1 Л х2|[/).

Область случайного кодирования запишется следующим образом :

7гг(Р*,Е,И/Л/) = {(Яо,ЯьЯ2) :0< л, <
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min |/р,г(Х< Л X3-i։ Г|СЛ) + D(P о У||Р* 
P,l':D(PoU||P*oM֊)<E

olV)-E|+, i = 1,2,

(7)
Л1+Л2< min |/р։/(Х։ЛХ2ЛУ|(7) + Р(РоУ||Р'оИг)-£|+, 

“ P,V.D(PoV\\P-oW)<E

(8)

+ /?1 + /?2 < min
P,V.D(PoV\\P*o\V)<E

|Zp,v(Xi,X2 Л У) + /р(Х! Л Х2\и)+

(9)
4֊ D(Po V||P*oW)-E|+}, 

и Rr(E, Им) = co{Up- ЯГ(Р*, Е, И<л/)}, где |а|+ = тах(о, а) и со{И} - выпуклое 
замыкание области Я.
Следующая оценка сферической упаковки была получена в [15] :

ftSp(P, Е, Им) = {(Яо, Ei, R2) :

0 < Я։ < min Ip v(Xi Л Y\U, Хз-t)» * = 1>2, “ “ V;D(V||1V|P)<£

Pi 4֊ R2 < min Ipy(X1,X2 Л У|1/), “ V:£>(V||1V|P)<E

min V:D(V||W|P)<£
/р,у(Х1,Х2ЛУ)},

и Rap(E, WM) = co{Up^p(P,E, Им)}.
Теперь мы можем сформулировать наши основные результаты.

Теорема 1. При всех Е > 0 для К МД с коррелированными источниками
9

Hr(E, WM) С С(Е, Wm) С 7?sp(E, ).

Следствие. Когда Е —> 0, получаем внешнюю и внутреннюю оценки области 
пропускной способности канала. Внутренняя граница совпадает с областью 
пропускной способности :

ИЛР’^м) = {(Яо,Я։,Л2) : 0< R, < /Р..1Г(Х, Л У|Х3_Ь[/),» = 1,2,

R1 +Я2 < /р.лг(ХьХ2ЛУ|Е), Яо + Я1 +Я2 < 1р-,и (Х1 ,Х2 Л У)}. (10)

Внутренняя граница имеет аналогичную форму с вероятностными распределе
ниями Р вместо Р*.
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Замечание. Область пропускной способности (10), получена в [1], где показано, 
что в данном случае достаточно рассматривать такие 1Д для которых |£7| < 
1>1 + 3.
В частных случаях получаются следующие результаты :

Теорема 2. Для обычного КМД (Яо = 0)
ПГ(Р',Е^М) = {(ЯьЯ2) : 0 < <

< пип |7рГ(Х;ЛХ3_<,У|1/) + £)(РоУ||Р'оИ')-Е|+, ^ = 1,2,
~ Р,У;0{РоУНР’о\У)<Е

Я1 + Я2< шт |/ру(Л1ЛХ2лУ|1/) + Р(РоУ||Р<оИ')-£|+} 
~ РЛ:О(РоУ||Р'оИ'(<Е

является внутренней границей области Е-пропускной способности, а
К.р(Р,Е,№м) = {(ЯЬЯ2) : 0<Я^< тт /р,у(Х։ Л Г|Х3_,), » = 1, 2, 1 У:Я(У'||И'|Р)<£

Я1 + Я2 < тт 1ру(Х\,Х2 Л К)} 
~ У:Р(У||И'|Р)<Е

является внешней границей.
В [10] установлено, что в данном случае достаточно рассмотреть такие [7, для 
которых |2У| =4.

Теорема 3. Для асимметричного КМД (Я1 =0) имеем 
7гг(Р,£,И’м) = {(Яо,Я2):

0 < Я2 < шш |/р,у(Х2 Л У|X,) + О(У\\№\Р) - Е|+ , 
“ ~ Г:Г)(Г||И'|Р)<£?

До 4֊ Я2 < тт |7р.у(Х1,Х2 Л У) + 7?(РГ||ИЛ|7:>) - Я|+}, 
“ У:£|(У||И'|Р)<Е

Д9р(РЕ^м) = {(Яо,Я2) : 0< Д2 < Г:Р(^|Р)^^(Х2 Л Г|Хх),

Яо + Я2 < ’ тт
- к':Р(У||И'|Р)<Е

/рл(Х1Л2лУ)}.

В этом случае, когда Е —> 0, внешние и внутренние границы равны и совпадают 
с областью пропускной способности асимметричного КМД МАС [3], [11].
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Теорема 4. Для КМД с подглядывающими кодерами внешние и внутренние 
оценки Теоремы 2 точны, и при Е ->ч 0 они сводятся к области пропускной *
способности канала :
КГ(Р,Е,\УМ) = {(ЯЬЯ2) :

О < Я։ < тт |/р,у(Х< Л У|Х3-*) + П(У||1У|Р) - Е\+ , : = 1,2, 
“ “ У:Р(У||И'|Р)<Е

R, + Я2 < тт |1р,у(Х1)Х2 Л У) + И(У\\\У\Р) - Е\+}, 
~ У:£>(1'||1¥|Р)<Е

1Ър(Р,Е,\¥м) = {(Я1,К2) : 0 < Л, < тт 1рх(Х՝ Л У|Хз-։)> 
У:Р(У||И,|Р)<Е

1 = 1,2,

/?1 + Л2 < тт 1р,у(Х1, Х2 Л У)}.
“ У:Р(У||ИГ|Р)<Е

Отметим, что все оценки, полученные в Теоремах 1-4, непрерывны по Е и 
являются замкнутыми областями. В случае асимметричного КМД, так же как 
и для КМД с подглядывающими кодерами, полученные границы совпадают при 
малых значениях Е. В остальных случаях внешние и внутренние границы не 
совпадают. Причина в том, что вообще говоря, граница сферической упаковки 
Н9р(Е, №м) в Теореме 1 не точна. Граница случайного кодирования 7£Г(Е, ТУд/) 
в Теореме 1 точна, поскольку её предел при Е -+ 0 совпадает с пропускной 
способностью канала.

§3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ВНУТРЕННЕЙ ОЦЕНКИ В ТЕОРЕМЕ 1
Доказательство основано на следующей модификации леммы об упаковке [16].

Лемма. Пусть для любых Е > 0, 6 € (0,Е) и типа Р*, если

< шт |/ру(Х<ЛХ3֊.,У|Ьг) + Г>(РоУ||Р* о IV) ֊ Е|+ , г = 1,2, 
“ Р,У.Е(РоУ\\Р’о№)<Е

(И)

АТ1 1о6(М1М2) < пнп \1р у(%1 А Х2 А У |£7) + 
“ Р,У.Е(РоУ\\Р*о\У)<Е

(12)
+ Р(РоУ||Р*о1У)-Е|+,

К 11о§(МоЛЛМ2) < ппп |/р у(А\, Х2 А У) +/р(Х1 А Х2|(7)+
Р,У:Р(РоУ||Р*оИ')<Е
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+ D(Po V||P*olV)-֊£|+}, (13)

то существуют Л/о векторов и(п?о) £ 7/>^ (U) и для каждого 11(77/0) сущест
вуют М\ векторов /1(т0,Ш1) € Тр. (Л\ |u(mo)) и М2 векторов /2(7710,7712) € 
Tpi (X2|u(m0)) такие, что для типов Р : ֊> Х2, Р' : -> Х2, У : Л1 х Х2 -+ У,
У : Xi х Х2 —> У и для достаточно больших N имеют место неравенства :

/(mo,m1,m2)€7'^(Xi,X2,C7)

Rv(rl/(™o,"։i,m2))|J |J

Tp՛ vdY\f(mQ,m\,m.2))

xexp{-W E - D(P oV'||P' о W) }x

x exp{-7V(P(P||P*) -<5)},

(14) 
где/(т0,пг1,т2) = (и(т0), /1(т0, тг), /2(т0,”»2))-
Доказательство Леммы приведено в Приложении.

Доказательство внутренней границы в Теореме 1. Нужно показать су
ществование кода (/1,/г, (?) длины N с Мо, М2, удовлетворяющими (3), (11), 
(12), (13), и средней вероятностью ошибки (2), удовлетворяющей (4). Сущест
вование кодовых слов /1(7Ло,п11) £ Тр. (Х1) и /2(7710,7712) 6 7р\(Х2), удовлетво
ряющих (14), следует из Леммы. Воспользуемся следующим методом декодиро
вания : каждому у ставится в соответствие тройка (7710,7/11,7712), для которой 
у € (У|/(7п0,7П1,7п2)), где Р, У таковы, что Р(Р о У||Р’ о IV) минималь
но. Для сообщений (7710,7/11,77/2) может возникнуть ошибка декодирования, если 
существуют некоторые (т0,тт/рт2) (т0,тт?!,т2) и Р , такие, что՝ *

у е ТЛ(У1/(т0,ГП1,77г2))РТр\г,(У|/(7П0,7П1,77г2))

и
Р(Р' о/||Р* о IV) < Р(РоУ||Р* о IV). (15)

Рассмотрим множество Т> = {Р,,У,У ,для которых имеет место (15)}. Среднюю 
вероятность ошибки можно оценить сверху следующим образом :

е(//10. 7711, 7/12) <

mo.rn I ,т2

1
М2
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1
Л /(। Л/1М2 /(т0,пц ,т2)€Тр’(Х1 .Х2,С7)

И'лг {и т£у (У |/(то, т,, гп2)) ("|

(У|/(пг0,т1,7П2))|/1(т7г0,п11),/2(т0,ш2)}
(т0,т'։,т^#(то,»П1,т։)

1
Л/дЛ/1 Л'/2

И7՜4 {у 1/1 (то,т1),/2(т7го,т2)}х

х ТД/(У|/(т0,тП1,т2))Р| и Тр< у(У|/(то>"11>пг2))
(тд,т'։ Х)#(то,т1 ,т2)

Наконец, из (6) и (14) для достаточно больших X получим

Л/дЛ/1Л/2
Шо »П11 ,т2

ехр{-Лг(Нр1и(У|Х1, Х2) + Т^УНИ^Р))} х

X ехр{М(Нр։у(У\и,Х1,Х2) + £>(Р՛ о /||Р* о IV) - Е - Р(Р||Р*) + <5)} <

< 1)21*՝11*2Н"1(1+|>1|»ехр{-/У(Е-<5)} <ехр{-7У(Е֊2<5)}.

Учитывая непрерывность вместо типов можно рассматривать произвольные 
распределения вероятностей. Внутренняя граница Теоремы 1 доказана.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Доказательство Леммы. Выберем случайно Мо векторов и(т0) из 7рУ(Р), АЛ 
векторов Х1(то,т1) из Тр. (Х\ |и(то)) и Л/2 векторов х2(то,т2) из
Тр. (Х2|и(то)). Пусть Р' и V таковы, что о V ||Р* о 1У) > Е. Имеем

exp{-^ Е - Р{Р о У||Р* о \У) } = 1.

Так как

7рл/(г1/(’71о,’п։,тг))Р и Г/!'к.(У|/(то,гп'1,т'г))
(т^.т' ,т'2)^(т0,тг ,т^)
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ТрЛ'(¥\/(то1тп1,1п2)) 1

то для доказательства (14) достаточно показать, что

|ТРЛ,(Х1, Х2, и) П /(Л4о, Л41, Л42)|
Л/о ЛД Л/2 < ехр{-ЛГ(£>(Р||Р*) - <5}.

Отметим, что (14) можно записать в виде

Мо М1 Л/2

( Л10,Я11 )т^( П1() ,ГП 1 >^2 )

7рд'(Ш(то,т1,т2))0

X

х ехр{ЛГ(Р>(Р||Р*) - НРу(У\Х1, Х2, и) + Е - О(Р՛ о V՛ ||Р* о IV) ֊ д՝)} < 1. (16) 

Чтобы показать, что неравенство (16) имеет место для всех Р, V и Р՛,У , удов
летворяющих условию Р(Р о У ||Р*о IV) < р, достаточно доказать неравенство

1
Л/о Л7\ М2

/(то,т։։т2)бТ^у(ХьХ2,[/) РУ р' у> ЩР՛ <У՛ ||Р’ о1Г)<Е

7рл/(^1/(^о,"։1,т2))Рр|
(тп'0,т\ ,т'2)^(т0,т1,т2)

'Ду.(Г|/(п։;,тп'1,т’)) ехр^Р^НР’) - НР.у(У\Х1,Х2,и)+
(17)

Е - О(Р о У'ЦР* о IV) - <$)} +
РУ Р/,Г/:Р(Р'оУ,||Р’оИ-)>Е

|Г/,(Х1,Х2,{/)П/(Л1о.-М1.Л42)| 
Л /о Л/1 Л /2 •

х exp{^(P(P||P*) — (5)} < 1.

Докажем, что

Л՝՜ р' У':О(Р՛ оГ'||Р’оИ)<Е
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'Дг'(г1/(”го-’п1>’п2)) х
(т^ш, ли'2)#(»по,ли .п»а)'

X ехр^ГЦРНР’) - Нг,к(У|Х։, Х2, и) + Е - О(Р՛ о V՛ ||Р* о IV) - <5)} +

IТРЛ՛(Х։, Х2, и) П КМ0, М2, ЛЫ|

МоЛЛ -Л/з
(18)

х ехр{ЛГ(Р(Р||Р*) - <5)} < 1.

Это означает, что существует хотя бы один код, который удовлетворяет нера
венству (17). Для этого оценим математическое ожидание

ТрГ(Ш(™о,т1,т2))Р| Т$ у (У1/(т'о, т\, т'2))
(тд,т' ,т2)#(п1о,т1,т2)

Тру(у 1/(то, , т2)) П 0 О 7^,к'(г1/(гпо-тптп2)) 

то#то (т^т^)

+Е Тру(¥\/(т0,т1,тп2))^\ 7р^Г'(^|/(т0, ть т2))
т'2#т2

(19)

7лг(1Л|/("1о,Ш1,п12))Р и Тр. г-(К|/(то,т'1,т2)) 
т\^т\

+Е Трдл(^1/(ТПО,УП1,ГП2)) П и Тр- г.(У|/(т0,т1,т2)) 
т । ^т\ ,т'2^т2

:=71 + 72 4- 7з 4֊ 74.
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Так как /(то^ь^г) и /(7п0,гп1,7712) выбираются независимыми, то для Jl 
получим

(т'.тз)

т'0^т0 (т^)
(20)

7^л/<(У|/(то,пг։,т2))} < Рг{у е ТрУ(¥\/(то,т1,т2)՝)}х 

уеУк

52 52 Рг{у 6 Тр. г«(У|/(т^,т'1,п^))}.
”*О^ГПО

Для того, чтобы получить оценку вероятности в (18) мы должны предположить, 
что у 6 Тру (У). Отсюда получаем

Рг{у € Тр^(У|/(т0,т1,тп2))} =
т^(Х1,х2,а|у)|

гда| Т£(Х1|и(то)) Тр. (Х2|и(т0))

|7ру(^|у)1|7ру(-у1|У.ц("го))| |7ру(Х2|у,и(то),Х1(то,пг1))|

17ДО1 7$(Х։|и(гпо)) 7£(А'2|и(т0)) 4 2

< ^ + 1)-<։+1Л'‘1+1-Гг1>1М1ехр{-^/рЛ,(%1>Х2,1/лУ) + /р(А'2лХ1|(/))}.

Вторая вероятность в (18) оценивается аналогично

Г*г{у € Тр. г,(У|/(т0!п։1,гп2))} <

< (М + 1)-<1+1Л'0+|А-2|)1"1ехр{_Лг(/р,,г,(Л'։,Х2ЛУ) + /р-(Х2ЛХ։|а))}.

Теперь оценим Уг :
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< ^2 Рг{уе7'Д-(У|/(п10,т1>т2))}х Рг{у € 7^ ,,-(У|/(т0,т։,т2))}.
УбУл

(21)
Первая вероятность в (21) положительна, если у € ТрдДУ |и(то)>/1(т0,7П1)). 
Она оценивается следующим образом :

Рг{у 6 Тру(У\/(т0,т1,т2))} =
ТрЛ'№1у> и(’«о), Х1 (т0, ль))

Т^(Х2|и(т0))

< (/V + ехр{-ЛГ(7р,у(Х2 Л У|Хх, Ц) + 1Р(Х2 Л Х1|1/))} =

= (Х + ехр{-ДГ7р,г(Х2 Л Х1, У|[/)}.

Аналогично оценивается вторая вероятность в (21).
Далее, Уз оценивается следующим образом :

7лг(уг|/(то,пг1,т2))Р| 7^<г/(У|/(то,т1,7П2))
т'#ГП1

< ^2 Рг{у € Тр\(У|/(то,т1,т2))} х Рг{у € Тр. у (У|/(т0, т1? т2))}>
У€УЛ т'х^тп\

(22)
где по условию положительности у е 7рд/(У|и(т0),/2(т0,т2)) и

Рг{у € 7ру(У|/(т0,т1,т2))} =
ТрУ{Хх |у, и(т0), х2(т0, т2))

7'"(Х1|и(т0))

< (IV + 1)-1х-Н«1ехр{֊/7/р,г(Х1 ЬХ2,У\и)}.

Наконец

п7рЛ'(Р|/(то,т1,т2)) Тр.' Л,ЛУ|/(то,т'1,т.'2))
т^т! .т^тг

< ^2 Рг{у е 7^'г(У|/(т0,т1,т2))} х ^2
У€УЛ т'^тьт^тз

(23)

Рг{У € Тр. г,(У|/(т0,т1,т'2))},
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последнее выражение положительно, только если у Е ТрУ(У|и(гпо)) и

Рг{у € Трд (У|/(тпи,т1,т2))} =

|7р,,(Х1 |у, и(т0))11Тр'у (Х2|у, и(тп0), Х1 (тп0. т2))|
|Т^(Х1|и(т0))||Т^№|и(то))|

<№ + 1)-(|А1|+|А'2|>|г7|ехр{-^Г։Г(Л'1 Л Х2 Л У|У)}.

В силу (22), (23) получим

У = Е 7'Д,(У|/(т0,т1,т2))Р| И Т^у,(У\/{т0,т'1,т2))
(т10,т'1,т'2)^(т01т11т2)

< |Т£у(У)|Рг{у € ТрЛ,г(У|/(т0,т։։т2))}(Л/0 - 1)Л/,М2

Рг{у € ТДу,(У|/(т{|>т1,т^))}+

+ |7'£у(У|и,х1)|Рг{у € Т^у(У|/(т0,т1,т2))}(М2 ֊ 1)

Рг{у € Тр. у (К|/(то,т։,т2))}+

+ |7рл'(Пи>х2)| Рг{У € Тр^г(У|/(т0,п11,т2))}(Л/1 - 1)

Рг{у € Тр, г-(Г|/(то,т'|,т2))}+

+ |ТД-(У|и)|Рг{у € ТРлгг(У|/(т0>т։>т2))}(М1М2 - 1) 

Рг{У € Тр, д/>(У|/(то,т'1,т2))}.

Согласно (11)-(13) и (24) имеем

У< (^ + l)-շ(1+|A'^l+|A'^l>l"lexP{-^(/^^,v(Xl,X2лr)^-/p(X2лA'1|I/)-Яp.^•(У)}x

X ехр{-Я(/р- V֊ (%1, Х2 Л У) + 1р,(Х2 Л Х1 |Я))}X

хехр{Я тт |/р։-(Х։,Х2 Л У) +/р(Х2 Л А'։|С/)+
Р,1':£>(РоГ||Р*оИ')<Е

+О(Р о У||Р‘ о Ж) - Е|+ - <5}+

+(Я + 1)-2|А’2|1"1ехр{֊Я(/р.г(А'2лХ1,У|У) - Яр,г(УЦ/.Х1)}х

х eг^p{-NIp• у՛ (Х2 Л Л'1, У|Я)) х
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х ехр{7У тт
РЛ':П(РоУ||Р*о1Г)<Е

\1ру(Х2 Л Хь У\и) 4֊ ЩР О У\\Р* О И/) - £|+ ֊ 6} +

+(Л + 1)-21Л111"1ехР{-ЛГ(/р.г(Х1 Л А-2,К|<7) ֊ НРу(У\Ц,Х2)}х

хехр{-Я/р- у,(Х։ ЛХ2,У|Я)}х

хехр{Я тт
Р,У:О(РоГ||Р-оИ<)<Е

|/рЛ-(Х1 Л Х2, У|[7) + £>(Р о ^||/” о IV) ֊ £|+ - Л} +

+(ЛГ + 1)-г(1^1|+1^1)|И|ехр{-ЛГ(/р Г(Х։ л Х2 Л У|{/) - НРХ(У|Я)} х

х ехр{-1Ч1р1у, (%1 Л Х2 Л У|(7)} х

х ехр{Х тт
Р,К:Р(РоУ||Р’оИл)<Е

|/р,у(Х1 Л Х2 Л У|1/) + Р(Р О VII/” О IV) ֊ £|+ - <5}.

(25)
Поскольку тш/Щ < /(х ), то из (25) получим X 

ч

/ < ^ + 1)-2а+1*'1+|А֊։|)|и| ехр{-ЛГ(/р у(Х1, Х2 Л У) + 1Ру(Х2 Л Х։|Я)} х

X ехр{Я(Ярк(У) + О(Р՛ о у'ЦР* О Ж) - Е) - <5}+ 

+(Я+1)-2|^||м|ехр{-Я/р,г(Х2лХ11У|£7)}х

х ехр{Я(Яр,к(У|1/,Х1) + Р(Р о у'||Р' о IV) - Е) - <5}+ 

+(Я + 1)-21Л։11г/1ехР{-Я/р,г(А'1 Л Х2,У|Я)}х

х ехр{Я(Яр.г(У|Я,Х2) + £>(Р о у'||Р* oW)-E- <5)}+ 

+(Я+ 1)-2(|л'1|+|л'2|)1"1схр{-Я7р.г(Х1 ЛХ2ЛУ|С/)}Х

х ехр{Х(НРу(У\и) + й(Р՛ о У'||Р* о Ж) - Е - <5)}.

Заметим, что

(26)

Т^’(Х1, Х2, и) П/(Л4о, Мг, Л42)
М()М\ Л/2

< (Я + 1)<|*>|+|л-2|)|м|ехр{- Я£)(Р||Р*)}. (27)
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Подставляя (25) и (27) в (17) и учитывая, что

21

Ipy(Xt, Х2Л Г) + IPy(X2KXi\U)- Hpy(Y) - £)(Р||Р*) + Hp.vfyiXj, Х2, U) = О,

1ру(Х2 Л %։,Y|17) - HPy(Y\U,Xl) - О(Р||Р*) + ЯРЛ-(У|Х1,Х2,Р) = О, 

lPy(Xi bX2,Y\U) - Hpy(Y\U,X2) - Р(РЦР') + Hpy(Y\XltX2,U) = О, 

1ру(Х1 ^X2^ Г|Я) - Hpy(Y\U) ֊ D(P||P’) + HP,v(Y\Xx,X2, U) = 0, 

для левой части (17) получим оценку сверху

{(Я + 1)-։<։+1*>1+1^։1)1"1+

+(Я + 1)-21*»Пм1 + (Я + 1)-2|Л'>11«1 + (уу + 1)֊2|*1||Ы|| еХр{-/У<5}+

+ 52 52 (Я + 1)(|Л',|+|л'’|)|"|ехр{-Я<5}.
РУ Р՛ у' ;О(Р՛ оУ' ||Р-оИ')>Е

Легко видеть, что при достаточно большом У последнее выражение не превы
шает 1. Доказательство неравенства (17) завершено. Лемма доказана.

Abstract. For several models of discrete memoryless channels with multiple access 
some inner bounds of /^-capacity regions for average error probability are obtained.
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