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ЗАДАЧА РИМАНА-ГИЛЬБЕРТА В ПОЛУПЛОСКОСТИ

Н. Е. Товмасян, В. С. Закарян

Армянский государственный инженерный университет

Резюме. В статье описываются эффективные методы разрешимости задачи 
Римана-Гильберта в полуплоскости для классов функций, бесконечно дифферен­
цируемых и обращающихся в нуль на бесконечности. Результаты применяются 
к краевым задачам для эллиптических уравнений в полуплоскости.

§0. ВВЕДЕНИЕ
Пусть Р - полуплоскость 1т г > 0, г = х 4- гу, Г - действительная ось, а Р - 
замкнутая полуплоскость 1ш г > 0 (без бесконечно удалённой точки). В области 
Р рассмотрим задачу Римана-Гильберта : найти функцию аналитичную 
в Р, непрерывную в замкнутой области Р и удовлетворяющую граничному 
условию

Яе(а(т)<р(:г)) =/(х), згбГ, (0.1)

где а(х) и /(х) - некоторые бесконечно дифференцируемые функции, заданные 
на Г, а /(х) - действительная функция.
Предположим, что функция а(х) имеет отличные от нуля пределы а(+ос) и 
а(—оо) при х —> 4-ос, х -> -оо и а(х) 0 при х € Г.
Определение 0.1.Будем говорить, что функция }(х). х € I принадлежит классу *
IV, если /(х) бесконечно дифференцируема на 1 ив некоторых окрестностях +ос 
и —оо удовлетворяет условиям 

/,кЧт) Ск 
х|йь ’

к = 0,1,...,

где Ск и ак - некоторые положительные постоянные, зависящие от /. 
Определение 0.2 Будем говорить, что функция <р(г) принадлежит классу А’а . 
если <^(г) аналитична в полуплоскости 1т г > 0, бесконечно дифференцируема 
в замкнутой полуплоскости 1тг > 0, и в окрестности бесконечности (1т г > О, 
|я| > R) удовлетворяет условию

< ^֊. * = 0.1,..., 
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где < 1 и о* некоторые полижит։*льные постоянные
Аналогично определялся класс функций N՜ с lin z < 0 вместо lin z > О
Пусть 3(т) бесконечно дифференцируемая функция, определенная на Г. равная
О и 1 в окрестностях +ос и — оо, соответственно. Предположим, что функции 
/(г) и а(т) - /3(-т)а(-ос) - /3(г) л( + ас) принадлежат классу N, а функция 
прин.ылежит У՜*՜ Не ограничивая общности, будем считать, что

|а(х)| = 1, т€Г. (0.2)

При / = 0 задача (0.1) называется однородной. Линейную зависимость или 
независимость функций будем понимать над полем действительных чисел.
В случае, когда а(+оо) = а(-оо), задача (0.1) исследована в {1] и [2] в классах 
ограниченных функций и в /У + , соответственно. В задаче (0.1) возникают труд­
но։ ти, если а(+ос) / а(-оо) (этот случай исследован в [1] для класса функций, 
допускающих слабую особенность в точках г — ±оо).
В данной статье полностью решается задача (0.1) в классе У7 + при а( + ос) # 
а(-оо). Для формулировки основных результатов статьи напомним, что индекс х 
функции а(х) на Г определяется как отношение приращения аргумента функции 
а(т) к 2т, когда х пробегает значения от -оо до +оо. Ниже [т] будет означать 
целую часть т.
Теорема 0.1. Для любой функции f Е /V задача (0.1) имеет единственное 
решение тогда и только тогда, когда 0 < к < 1/2.
Теорема 0.2. Однородная задача (0.1) имеет ровно ko = тах(0.-[2к]) линейно
независимых решений. Неоднородная задача (0 1) разрешима тогда и только 
тогда, когда функция Цх) удовлетворяет условиям 

f(x)9j(x)cLr = 0,

где к[} — тах(0, (2 к}) и дх (г),..., дко некоторые линейно независимые бесконечно 
дифференцируемые действительные функции, не зависящие от /.
Работа составлена следующим образом : в §1 приводятся несколько вспомога­
тельных результатов, в §2 задача (0.1) приводится к каноническому виду, в $3 
указывается пр и՜ той метод решения задачи (0.1) и доказываются Тео|х*мы 0.1 
и 0 2, в §4 основные результаты применяются к задаче типа Римана Гильберта 
для класса эллиптических уравнений и уравнений составного типа.
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I ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Для 1.кД.ШН<Я! В ПОЛУШКИ КОГТИ 1)11 г > 0 функции /(ж) € Л' и 0 < л« < 2
рассмотрим функция»

(» О

Здесь и далее под (х + ։)“• при 1т х > 0 гндразумсвает« я следующая ветвь
(х + ։)"• = ехр(а0 1п(х + ։)), 1п(х + ։) = 1п |х + || + । агд(х + а). О < агц(х ♦ 1) < я 
Ясно, что функции (х + «)**® и 1п(х + |) аналитичны в 1т х > О
Лемма 1.1. При 0 < ао < 1 функция ^?(х) принадлежит кла< су У*
Доказательство. При а0 — 0 доказательство можно найти в [2 При 0 > < 1 
лемма доказывается аналогично.
Лемма 1.2. При 1 < ао < 2 функция у>(х) принаджчкит классу У' пила и 
только тогда, когда

(I + ։)°в

Доказательство. Из (1.1) имеем ^(х) = у?։(х) + гд՛

/(<)<*
(< + »)«• ’

<р2(х) = (х-»֊։г-1 /«)Л
(С +»)*>•-։ (« - л)

Согласно Лемме 1.1, ^(х) € У*. Поэтому <р(х) € У* тогда и только тогда 
когда ¥?։(*) € У+. Теперь утверждение следует из (12).
Лемма 1.3. Любую функцию Ф(х) € У* можно представить в вид» 

гл —I
♦(։) = Е (13)

где т - нату/мльное число, с* - нпо1\ц>ыр комплек» ные п<н т»»янные, а Фу(2 ) € 
У+. Функция Ф0(г) н постоянные сс. .... ст-1 определяются через Ф(х) единст­

венным образом
Доказательство. Пусть Ф(х) € У+ Решим уравнение (1.3) отзюсительво Ф«.(х) 
и ...... Ст_։. Подставляя х = » в (1.3), определим с-о- Дифференцируя (I 3) и
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подставляя с = ։, определим сь Аналогично можно определить все постоянные
«’о. Ясно, что функция

т-1

А=0
(1.4)

удовлетворяет условиям

^(А)(») = 0. к = 0,тп — 1. (1.5)

Из (1.3) и (1.4) имеем

(1.6)

Так как Ф(г) € то согласно (1.4) - (1.6) функции и Фо(г) также 
принадлежат классу 7У+. Лемма 1.3 доказана.
Пусть /3(х) - бесконечно дифференцируемая функция, определенная на Г такая, 
что (3(х) = 1 при х > 2 и (3(х) = 0 при х < 1. В полуплоскости 1т г > О 
рассмотрим аналитическую функцию

0(0 Ж. (1.7)

Лемма 1.4. Функция Ф(г) представима в виде

где

Ф(г) = с - 1п(г + ։) - Ф0(г), 1т г > 0, ом* (1.8)

(1.9)

с = Фо(0) + «֊. (1.10)

В (1.9) берем ветвь логарифма, которая при фиксированном £ (1 < Г < 2) 
обращается в нуль при г = оо.
Доказательство. Из (1.7) имеем

$ — г (1.11)
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Равенство (1.11) можно записать в виде

75

Ф'(г) = -7Т7 / Я«)Л+ [2 (~ + — ) ГМ*. 
z ՛ * J i J \ \t z z + i /

Поскольку £(1) = о и 0(2) = 1, то имеем £ 0'(1)<Н = 1. Интегрируя (1.11) отно­
сительно х, получим представление (1.8) с некоторой постоянной с. Подставляя 
г =0 в (1.8) получим (1.10). Лемма 1.4 доказана.
Отметим, что из (1.9) вытекает, что Ф0(г) 6 1Ч+. Рассмотрим функции

fc = 0, гл-1, (1.12)

где <Pk(z) и Фл(г), к = 0,...,m — 1 - некоторые аналитические функции в 
полуплоскости Im z > 0. Очевидны следующие две леммы.
Лемма 1.5. Функции семейства (1.12) линейно независимы в Iniz > 0.
Лемма 1.6. Функции

+ (z-»)m<pjt(z),

где к = 0, ...,т - 1, j = 1,...,т - 1, уч(г) и ФДг) - некоторые аналитические 
функции в 1ш г > 0, линейно независимы
§2 . ПРИВЕДЕНИЕ ЗАДАЧИ РИМАНА-ГИЛЬБЕРТА
К КАНОНИЧЕСКОМУ ВИДУ
Пусть а(х) - функция из (1.1), удовлетворяющая условию (0.2), и к - её индекс 
на Г. Не умаляя общности можно предположить, что а(—оо) = 1. Представим 
индекс запишем в виде к = п 4֊ а, где п - целое число, 0 < а < 1 и

«юМ =<»(։) ? t ijn ■ (2.1)

Пусть «о - индекс функции оо(х) на Г. Из (2.1) и к — п+а получим kq — к—п — а. 
Полагая

0о(т) = argao(x) (2.2)
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и учитывая (0.2), (2.1), (2.2) и а(-оо) = 1, получим |а0(*)| = 1, ж € Г, а0(-оо) = 1 
чи

<1о(т) = exp(i0o(z)). (2.3)

Подбором argu<)(:r) так, чтобы 0q(1) была непрерывна на Г. Так как а0(-оо) = 1. 
то можно взять argoo(—оо) = 0. Тогда Öq(—оо) = 0՝ 0о(+°о) = 2тгко = 2 тг а. 
Представим функцию во(х) в виде

во(х) = 2 iraß(x) + 02(т), (2.4)

где ;5(т) функция из Леммы 1.4. Ясно, что в2(х) 6 /У(Г). 
Рассмотрим аналитические функции

<?1(2) = -2ai Ф(г), <^2(z) =
62{t)dt

z е D.

где Ф(з) определена в (1.7). Для аналитической в И функции </?о(2) и <о € Г 
обозначим <^о (*о) — 1։т<ро(2) при г ֊» Ьп 2 > 0.
Согласно формуле Сохоцкого-Племеля (см. [1], стр. 66)

/■+°° / 1 1 \
V’J’(io) = 2-naßM - 2ai / -—— - ֊ ß(t)dt,

J-oo V - Ч) */
(2.5)

(^o) = #2 (*o) +
1 Г+о° 02(t)dt 

* ։ /-oo « - «о ’ (2.6)

где интегралы понимаются в смысле главного значения Коши ([1], стр. 50).
Поскольку 0(х) и в2(х) - действительные функции, определённые на Г, то из 
(2.5) и (2.6) имеем

Re<^(«0) = 2тга0(«о), Re<^(t0) = 02(«о)- (2-7)

Из (2.4), (2.7) и ^i(z) = -2ai Ф(з) следует, что

Mo) = Re(-2аг Ф+ (t0) + Ч>2 (io)), io € Р (2.8)

ИЛИ

0о(т) =-2о։ Ф + (т)+<^+(т) ֊ г1т(֊2а։Ф + (т)+ у4(т)), х € Г. (2.9)
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Подставляя 0О(*) в (2.3), получим

а0(х) - А(х) В(х), х G Г, (2.10)

где

А(х) = ехр(2 а Ф+(х) + i (х)),

В(х) = exp Im (-2 at Ф + (х) 4֊ <р+(х)).

Согласно Лемме 1.4
Ф+(х) = с - 1п(х 4֊ i) - Фд (х),

где Ф0(г) и с определены в (1.9) и (1.10), соответственно.
Подставляя Ф+(х) из (2.13) в (2.11), получим

(2.11)

(2 12)

(2.13)

= (z + .)г° “Рк,+ <1>- х € Г, (2.14)

где
cj(z) =2ас-2аФо(г) + ։^2(г). (215)

Из Леммы 1.1 и (1.9) следует, что Ф0(г) € АГ*, </?г(г) € Поэтому а»(г) 6 ' и
а?+(х) е N.B силу (2.1) и (2.10) ֊ (214), граничное условие (0.1) можно записать 
в виде

Re х € Г, (216)

где
Ф(з) = <p(z) expu(z). (217)

Из (2.10) и (2.14) имеем

о-1/ \ _ Л(х> - гсрь'Ч*)
В (l,-ao(x) “ (x + t)^ao(x)' (2.18)

Подставляя В 1(х) в (2.16) получим

х G Г, (2.19)
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где /о(т) = ——СХр^ —--. Поскольку /(т) € IV, о>+(х) € IV, а0(х) 6 IV, 
оо(х)

|а0(х)| = 1 при х € Г и /о(я)(*+*)՜2“ = /(я) В~у(х), то заключаем, что /0(т) € IV 
и функция /о(т) (х 4- »)“2° действительна на Г.
Из (2.15) и (2.17) следует, что (р(г) 6 7У+ тогда и только тогда, когда Ф(г) € М+- 
Таким образом, задача (0.1) в классе 7У+ сводится к задаче (2.19) в том же классе 
и называется канонической задачей Римана-Гильберта в классе IV՜*՜.
§3 . ИССЛЕДОВАНИЕ КАНОНИЧЕСКОЙ ЗАДАЧИ
РИМАНА-ГИЛЬБЕРТА
В этом параграфе исследуем задачу (2.19) в классе ^+.
1. Случай п = 0. В этом случае (2.19) принимает вид

где

НеФ+(а:) = /о(*)
(т 4֊ ։)2“ ’

— оо < х < +оо, (3-1)

Фо(г)
Ф+(х) 

(х4-г)2п*
(3.2)

Так как а > 0, то Фо(з) € 7У+. Сначала решим задачу (3.1) относительно Фо(^) 
в классе IV*. Для этого рассмотрим функцию

(3.3)

При а > 0 имеем /о(О(* + ։)-2° € /У, поскольку /о(^) € IV. Поэтому, согласно 
Лемме 1.1, Фо(^) € - С другой стороны, Фо(г) удовлетворяет (3.1). Ясно, что
однородная задача (3.1) (для /о = 0) имеет только нулевое решение в классе IV+. 
Следовательно, решение задачи (31) в классе 7У+ определяется формулой

Фо(г) = Фо(г)-

В силу (3.2) и (3.4)
Ф(г) = (г + ։)2“ Ф„(г).

(3-4)

(3.5)

Таким образом, любое решение задачи (3.1), если оно существует, определяется 
формулой (3.5). Если 0 < а < 1/2, то согласно Лемме 1.1, Ф(г) принадлежит
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классу Л4 . Если же 1/2 < а < 1, то по Лемме 1.2 Ф(г) принадлежит классу Лг +
тогда и только тогда, когда

/о(О <Й = 0. (3.6)

Таким образом, справедлива
Теорема 3.1. Если 0 < а < 1/2, то задача (3.1) имеет единственное решение. 
Если 1/2 < а < 1, то однородная задача (3.1) имеет только нулевое решение, а 
неоднородная задача (3.1) разрешима тогда и только тогда, когда выполняется 
условие (3.6).
2. Случай п > 1. Аналогично предыдущему, если Ф(г) является решением задачи 
(2.19), то необходимо имеем

Ф(г) = *о(г), (3-7)

где Фо(-г) определяется формулой (3.3).
Отметим, что (3.7) аналитична в точке г — ։ тогда и только тогда, когда

ф’>,(|) = 0, > = 0,...,п-1. (3.8)

Подставляя Фо(^) из (3.3) в (3.8) и выделяя действительные и мнимые части,

получим

Л = 0, (3.9)

к = 1... п. (3.10)

к =

Здесь мы учли, что /0(<) (* + *)“2а есть действительная функция на Г. Эту
функцию можно представить в виде 

/о(О(‘ + О՜’0 =/(0/1(0. (3.11)

где /1(0 - действительная, ограниченная функция и /։(0 # 0. ( € Г. Легко 
проверить, что условия (3.9) и (3.10) линейно независимы. При 0 < о < 1/2, 
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в силу Леммы 1.1. Ф0(г) (г + ։)2° € А/ + . Из (3.7). (3.9) и (3.10) следует, что 
Ф(г) € Д7 + . Таким образом, доказали следующее утверждение.
Теорема 3.2. Если п > 1. 0 < а < 1 /2^то однородная задача (2.19) имеет только 
нулевое решение, а соответствующая неоднородная задача разрешима тогда и 
только тогда, когда выполняются условия (3.9) и (310).
Пусть теперь 1/2 < а < 1. Согласно (3 7) имеем

(3-12)

Если Ф(г) € Аг+, то (3.12) принадлежит №*՜. Согласно Лемме 1.2 это возможно 
тогда и только тогда, когда выполнено условие (3.6). Следовательно, при 1/2 < 
а < 1 имеет место
Теорема 3.3.Если 1/2 < а < 1, то однородная задача (2.19) имеет только 
нулевое решение, а соответствующая неоднородная задача разрешима тогда и 
только тогда, когда выполняются условия (3.6), (3.9) и (3.10).
Отметим, что условия в (З.б). (3.9) и (3.10) также линейно независимы. Если 
полученные условия разрешимости выполняются, то при 0 < о. < 1, п > 1 
решение задачи (2.19) определяется формулой (3.7).
Пусть п<-1и0<а<1. Согласно Лемме 1.3 функцию Ф(г) (г + ։)~2а можно
представить в виде

(3.13)

где тп = —п, Со,..., ст_1 произвольные комплексные постоянные, а Фо(^)
аналитична вРи принадлежит классу Ясно, что

(3.14)

где сд - комплексно сопряжённое к Сд.
Подставляя (г 4- ։)՜20 Ф(з) из (3.13) в (2.19) и учитывая (3 14), получим

1<е Ф1 (х) /о(х)
(т + ։)2՞’ х € Г, (3-15)
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где

гп — 1

Ф1(г) = $о(г) + ^2 ёд.
1=0

(3 16)

Из (3.16) следует, что функция Фд(г) аналитична в D и принадлежит классу /V+
Согласно (3.15)

Ф1(г) = Ф0(г), (3.17)

где Фо(г) функция (3.3). Из (3.13), (3.16) и (3.17) получаем

Ф(г) = (z + ։)2n Фо(г).

(3.18) 
Таким образом, если при п < -1 иО < п < 1 решение задачи (2.19) сущест­
вует, то оно определяется формулой (3.18), а с*, к — О....,т - 1 - некоторые 
комплексные постоянные.
Пусть теперь 0 < а < 1/2. В силу Леммы 1.1, (х+|)2а Фо(г) € . Поэтому Ф(г).
определенная формулой (3.18), принадлежит классу при любых комплексных 
постоянных Ск, к = 0,...,ш - 1. Следовательно, в этом случае решение задачи 
(2.19) определяется формулой (3.18), где Сд-, к = 0, ...,т - 1 произвольные 
комплексные постоянные, а общее решение однородной задачи (2 19) можно 
представить в виде

2m — к —m — 1

L1=O
(3.19)

2m-1-1m — 1

1=0

где ад. и 6д - произвольные действительные постоянные (а* — Rec*. 6д- — 1։псд). 
Из Леммы 4.5 и (3.19) следует, что при г» < ֊1 и 0 < а < 1/2 однородная 
задача (2.19) имеет ровно (-2п) линейно независимых решений Пусть теперь 
1/2 < a < 1. Функцию (3.3) представим в виде

Фо(-г) = y?i(z) + ^г(г). (3.20)
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где

fM<ll
(Hi)2“՜1^֊*)'

В силу (3.18) и (3.20)

(г - t)m Ф(2) = Ф3(2) + Ф4(г)^_2֊ (3.21)

где

Ш dt '

(3.22)

ОО

fo(t)dt

Поскольку 0 < 2 а - 1 < 1, то согласно Лемме 1.1, Ф^х) 6 М+■ Поэтому 
второе слагаемое в (3.22) также принадлежит /V4՜. Следовательно, функция 
Ф(г), заданная формулой (3.21), принадлежит /V՜1՜ тогда и только тогда, когда 
Фз(л) € /У+. Так как 1 < 2 а < 2. то имеем Фз(х) € тогда и только тогда, 
когда

(3.23)

Поскольку функция + i) 2а действительна, то (3 23) можно записать в
виде

А=0

/о(0 dt 
(< + »)2°

(3.24)

При подходящем подборе постоянных со,..., сп,_1 условие (3 24) выполняется, и.
следовательно, неоднородная задача разрешима.
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Из (3.21). (3.22) и (3.24) следует, что общее решение однородной задачи (3.21) 
определяется формулой

Ф(г) = (г-Н)2°
“ni-1
22 а‘

.*=0
(3.25)

где а* и bk - произвольные действительные постоянные (а^ = Re а, 5* = Im с*). 
Из (3.25), Леммы 1.6 при n < —1 и 1/2 < a < 1 следует, что однородная задача 
(2.19) имеет ровно k0 = -2п - 1 линейно независимых решений Итак, доказана 
следующая теорема.
Теорема 3.4. Если п < -1 и 0 < а < 1, то неоднородная задача (2.19) 
всегда разрешима. Число ко линейно независимых решений соответствующей 
однородной задачи равно ко = -2н при п < -1, 0 < а < 1/2 и ко ֊ -2п - 1 при 
п < ֊1, 1/2 < а < 1.
Из Теорем 1.1 - 1.4 следуют Теоремы 0.1 и 0.2.
§4. КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ТИПА РИМАНА-ГИЛЬБЕРТА
ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ И 
УРАВНЕНИЯ СОСТАВНОГО ТИПА
Пусть Do - плоскость t > 0, -ос < х < 4-ос. а Г ֊ действительная т-ось (t = 0.
-оо < х < +оо). Рассмотрим уравнение 

2- ‘а*аг»-* ’ (х.<) е Do, (4.1)

где Ао, Ах, ...,АП - комплексные постоянные. Ап 0 (ниже также все функции 
и постоянные предполагаются комплексными, пока не оговорено обратное). 
Рассмотрим характеристическое уравнение, соответствующее (4.1) :

Ао 4- Ai А 4՜... 4՜ А,, А — 0.

Пусть р, q и г - число корней (с учётом кратностей) характеристического 
уравнения с Ле А > 0, Ие А < 0 и Ке А = 0, соответственно.
Уравнение (4.1) называется эллиптическим, если г = 0 и называется уравнением 
составного типа, если 1 < г < п. Не умаляя общности будем считать, что р 2 ц.
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Краевые условия для уравнения (4.1) задаём в виде
ч

Ие

дки(х,0)
х € Г, к = 0. ...,г + <7 - 1, (4.2)

а*и(х,о)
а‘(г) —дё~ = ЬМ, х € Г, к = г + д, ..,г 4-р - 1, (4-3)

=

где<ц(т) и /?(х) (к = г4-д..... ,г4-р-1,; = 0,...,г4-р-1) определены наГ, причём
Д.(т), к = г + д, ...,г 4- р — 1 - действительные функции. При р = д отсутствуют 
условия (4.3).
Предположим, что функции Л(т) € /V (к = 0,...., г 4- р - 1) и Лк(х) (к = 
г 4- д. ...,г 4- р — 1) обладают такими же свойствами, что и а(х) в (0.1). Ищем 
решение задачи (4.1) - (4.3) в классе Л/ : и(х,1) 6 М, если она бесконечно 
дифференцируема в замкнутой области Во = Во + Г и удовлетворяет условию

сР+*ц(х,£) 
дх} дук

Ч, (1 +
" (1 + И)““ ’

0 < 7 + к < оо, (1,4) е Оо,

где с7*., и (3}к некоторые положительные постоянные, зависящие от и. 
Задача (4.1) - (4.3) при /* = 0 (к = 0, ...,г 4- р - 1) называется однородной. 
Здесь также линейная зависимость или независимость понимается над полем 
действительных чисел.
Пусть к* ֊ индекс функции ал(т) (к = г 4- д, ...,г 4֊ р — 1) на Г. В случае всех 
Кк = 0 задача (4.1) - (4.3) исследована в [2], где доказано существование и 
единственность решения этой задачи для всех Д/’ € ЛГ Исследование задачи 
(4.1) - (4 3) осложняется, если среди к,к есть нецелые. Обозначим

рЧ-г-1
т0 = У тах(-[2«*],0), 

&=ф+г

р4֊г—1
то = У тах(0,[2«*]). (4.4)

В этом параграфе мы сводим задачу (4.1) (4.3) к задаче (0.1) и доказываем
следующие теоремы.
Теорема 4.1. При любых /к(х) Е N, к = 0, ...,г 4- р — 1 задача (4.1) - (4.3) 
имеет единственное решение тогда и только тогда, когда 0 < к* < 1/2 при 
к — г 4-д, ...,г4-р- 1.
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Георема 4.2. Однородная задача (4.1) - (4.3) имеет ровно тпо линейно независи­
мых решений. Соответствующая неоднородная задача разрешима тогда и только 
тогда, когда функции /к(х) (к = 0,..., г + р - 1^ удовлетворяют следующим тп'о 
линейно независимым условиям

(ак}(х) Ле/Дх) + Ь^(х) 1ш <*,(*) /Ах)(1х = О,

] = 1,..,7По, где ск), ак} и Ьк] - некоторые бесконечно дифференцируемые 
действительные функции на Г, не зависящие от Д(х) (к = 0, ...,г + р- 1}.
Для доказательства Теорем 4.1 и 4.2 нам понадобятся функциональные классы 
Л/4 и М՜ (см. [2]). Будем говорить, что функция и(х,<) € Л/+, если и(х, <) = 
си(х, <), где о»(г, <) аналитична по комплексной переменной г = х+{у при 1т г > О, 
бесконечно дифференцируема по г и £ и удовлетворяет условиям 

д^оД-М) 
дгк1 ди — С]к

(I +
(1 + 1*1)°“’

О < Л: 4-} < оо, О < £ < +оо, 1т г > О,

где с*,, Ок) и $к) ~ некоторые положительные постоянные, зависящие от си. 
Аналогично определяется класс М՜ в нижней полуплоскости 1т г < 0.
Пусть Ап - корни характеристического уравнения Ао + А А4-...4֊ Ап Ап = О, 
и пусть ЯеА^ = 0, > = 1,...,г, ЯеАг+^ > 0, } = ЯеАг+р+7 < 0, > = 1,...,д. 
Рассмотрим дифференциальные операторы

д х д\ (д \ д\ 
0 \ду 1 дх) \ ду г дх)

„ ( д х д\ ( д \ ЁЛ 
21 - Аг+։ дх/ ■" \дц г+” дх) ’

, И (а 132 = (■ Лr+',+, д^) - " дх) ■

Уравнение (4.1) можно записать в виде

Qշu(x,t) = О, (х.<) € Ро, (4.5)
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Qo Qx UjCM) = О, (М) € Do, (4.6)

Qo Q.2 «гМ = о, (т,() € Do- (4.7)

В [2] (стр. 16) доказано, что общее решение (4.5) можно представить в виде

u(x,f) = ui (т, t) - (4.8)

где Н)(т,/) и uz(i,t) - произвольные решения уравнений (4.6) и (4.7). принадле­
жащие классам М+ и М՜, соответственно, и функции ui(x,t) и U2(x,t) опреде­
ляются через u(x,t). Пусть <р(з) и Ф(з) аналитичны в полуплоскостях Ini г > 0 и 
Ini z < 0, соответственно, и пусть t G Г. Обозначим через ip+(t) и <р_(£) пределы 
функций <р(з) и Ф(з) при z -> t, Im z > 0 и z —> t. Imz < 0, соответственно. Из 
определения классов М+ и М՜ следует, что

=^(J)’ 2 Г, к = 0,...,г 4-р- 1, (4.9)

^ц2(2-°) _ ф֊(д), х G Г, к = 0,,.., г 4֊ ç - 1, (4.10)

где ^д-(з) (к = 0,...,r 4- р - 1) и Ф/.(з), (к — 0, ...,г 4- q - 1) аналитичны в 
полуплоскостях lin z > 0 и Im z < 0, соответственно, а <рд(з) G N+ и Ф^.(з) G N՜. 
В [2] (стр. 48) доказано, что если функции <р+(т) и Ф^(х) удовлетворяют 
вышеприведенным условиям, то задачи Коши (4.6), (4.9) и (4.7), (4.10) имеют 
единственное решение в классах М+ и М~, соответственно. Следовательно, для 
решения задачи (4.1), (4.2) достаточно определить аналитические функции (з) 
и ФДз) (к = 0, ...,г 4֊р - 1, j = 0....,r + q -, 1).
Подставляя u(x,t) из (4.8) в (4.2) и учитывая (4.9) и (4.10). для аналитических 
функций <рк (з) и Фа (з), к = 0, ...,r+ç-l получим след) ••тую задачу сопряжения :

(х) - ФА (т) =/А(т), х G Г, к = 0...... г4-</-1. (4.11)

Поскольку <pk(z) G /V+, Ф*.(з) G N* и A(z) G N, (к - il..... r + q- 1), то решение
задачи (4.11) определяется так (см. [2], стр. 18) :

•Pk(z) = ֊—: / —------ , Imz>0. к = 0, ...,r 4- q - 1, (4.12)/7Г1 J _ x — Z

^k(z)=—֊ 1 , Imz<0, A: = 0..... r + ç-l. (4.13)
37TÏ J t. - Z
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Уравнение (4.7) можно записать в виде

д,+ги2(х,1) д”+'и2(хЛ) п
а^+г 2_> ^Х7+Г֊Д- и’

А=0
(4.14)

гл<‘ Ь (к = I), + г - 1) - некоторые постоянные. Из (4.14) и (4.10) получим

Э<у+ги2(х, 0) ’у? (У+г-кЪ-(х}
дГ>+г ~ 2^ к (1хч+г-к

Дг=О
(4.15)

Дифференцируя (4.14) по / ./-раз и учитывая (4.10) и (4.15). получим все про­
изводные функции и2(х,<) по < в точке (т,0). Поскольку функции Ф^(г) (к = 
0,..., г 4- д — 1) принадлежат IV, то все эти производные при < = 0 принадлежат 
Лг. Подставляя и(г) из (4.8) в (4.3) и учитывая (4.9), получим

Пе(а*(х)^* (®)) =р*-(л-), г € Г, к = д 4- г, ...,р + г - 1, (4.16)

где

5* (я) = /*•(*) + Не
аАи2(т,о)\

х е г, к = д + г,....р4-г - 1. (4.17)

Отметим, что функции <д-(г) принадлежат классу IV. Таким образом, задача (3.1) 
(4.3) сводится к задаче Римана-Гильберта (4.16) относительно аналитических 

в 1гп2 > 0 функций 9?д(г) (к = д 4- г,...,р4- г — 1) из класса /V՜*՜. Эта задача 
полностью исследована в предыдущих параграфах. Пусть </?*.-(г) и Ф*(г) при 
к — 0,...,г 4- д — 1 определяются формулами (4.12) и (4.13), а ^*(г) при к = 
д 4- г, ...,г 4֊ р - 1 является решением задачи (4.16) в классе Лг+ Подставляя эти 
функции в (4.9) и (4.10) и решая задачи Коши (4.6), (4.9) и (4.7). (4 10) определим 
функции Ц1 (ж, £), и2(х,<) и и(х, <) = и։(х,<) —
Таким образом, доказали, что задача (4.1) - (4.3) разрешима тогда и только 
тогда, когда разрешима задача (4.16) и число линейно независимых решений 
однородных задач совпадает. Применяя Теоремы 0.1 и 0.2 к задаче (4.16). 
завершаем доказательство Теорем 4.1 и 4.2.
Рассмотрим теперь задачу Римана-Гильберта для более общего уравнения

дпи(х, £) дк+>и(х,1) _ 0 
дГ дх-՛

(4.18)
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где О),, - некоторые постоянные.
' Для заданного х € Г обозначим через р(х) число корней уравнения

А" 4֊ ^2 ак) (<-։ х)} Хк =0, х Е Г, (4.19)

с Re А < 0 (с учётом кратностей). Предположим, что

р(х) = pi при х > 0, и р(х) = р2 при х < 0, (4.20)

где р\ и р2 - некоторые неотрицательные числа. Отметим, что для уравнения 
(4.1) при Р1 = р 4֊ г и р2 = д + г условия (4.20) выполняются. Не ограничивая
общности будем предполагать, что р\ > рг-
Граничное условие для уравнения (4.18) имеет вид

дки(х, 0) 
dtk = А(х), х Е Г. к = 0, (4.21)

Re
дки(х. 0) 

dtk
х Е Г, к = р2,...,р1 - 1, (4.22)

Р2 - 1,

где функции ак(х) и Д(т) обладают теми же свойствами, что и в (4.2) и (4.3). 
Будем искать решение в классе ЛТ
В случае, когда индексы функций ак(х) на Г равны нулю, задача (4.18), (4.21), 
(4.22) исследована в [2] (Гл. 1), где доказано существование и единственность 
решения. Аналогично задаче (4.1) (4.3), задачу (4.18), (4.21), (4.22) можно
свести к задаче (0.1) и доказать Теоремы 4.1 и 4.2. Числа р + г и + г в (4.4)
нужно заменить числами р\ и ра, соответственно.
Полученные результаты остаются в силе при условии, что (4.20) имеет место 
всюду, кроме конечного числа точек.

Abstract. The paper describes efficient methods of resolution of Riemann-Hilbert 
problem in the half-plane for classes of functions that are infinitely differentiable and 
tend to zero at infinity. The results are applied to boundary value problems for elliptic 
equations in the half-plane.
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