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ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ ДЛЯ ПРАВИЛЬНО ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ 
УРАВНЕНИЙ В МНОГОСВЯЗНЫХ ОБЛАСТЯХ

Н. Е. Товмасян, В. С. Закарян

А рм я некий государственный инженерный университет

Резюме. В статье рассматриваются правильно эллиптические уравнения в 
многосвязных областях. Эффективное решение задачи Дирихле предполагает 
ег «.ведение к интегральному уравнению Фредгольма второго рода. Выписаны 
условия, обеспечивающие единственность решения.

§0. ВВЕДЕНИЕ
Пусть Д (тп + 1) связная область в комплексной плоскости, ограниченная до­
статочно гладкими, замкнутыми, нсперссекающимися контурами Го. Гь.... Г»,

т

Предположим, что Го содержит все остальные контуры Г1....,Гп։, Г = и ГА 
т=о

граница области Р. и £) содержит начало координат. Положительным направ­
лением на Г будем считать то, которое оставляет область 2? слева.
Пусть j = 1..... 2п - дифференциальные операторы первого порядка

(0-1)

где Aյ и постоянные такие, что

1т А7 > 0. 1т А,1<7 < 0. ] = 1,... п.

А а- , ] к, ]■ к — 1..... 2п.

(0.2)

(0.3)

Рассмотрим следующую краевую задачу : найти в Д решение и(г) уравнения

• • • 1^1,4 — 0. (0.4)
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удовлетворяющее граничным условиям 

a‘u(z)/w‘ = ьм, zer, k = o,i......n-i, (0.5)К
где du(z)/dN производная в направлении внешней нормали в точке z € Г, fa (z) 

достаточно гладкие функции, определенные на Г. При Д = 0, к = 0,1....,» - 1 
задача называется однородной.
Через H(D) (или Я(Г)) обозначим класс функций u(z), удовлетворяющих усло­
вию Гельдера в замкнутой области D = Ри Г (или на Г). Ищем решения задачи 
(0. 4) (0.5) в классе функций, которые 2п-раз непрерывно дифференцируемы в
D. и (2п - 1)-раз в D.
Предположим, что функции dJf*(z)/dsJ, j — 0, l,....2n - 1 - к (дифференциро­
вание по дуговой абсциссе s) принадлежат классу Я (Г). Из (0.2) следует, что 
уравнение (0.4) является правильно эллиптическим уравнением 2п-го порядка. 
Все функции и постоянные предполагаются комплекснозначными, пока неогово- 
рсно обратное.
Задача (0.4) - (0.5) в полуплоскости при Rea; = 0. j = 1,.... 2п была рассмотрена 
в [1]. где доказано существование и единственность решений для некоторых 
классов функций. При = 0, j = 1,...,2п и односвязности областей эта задача 
сводится в [2] и [3] к сингулярным интегральным уравнениям нормального типа. 
Задача усложняется при а} / 0, j = 1,...,2и и для многосвязных областей. Ос­
новная трудность связана с представлением и единственностью общего решения 
уравнения (0.4) в терминах аналитических функций и произвольных постоянных 
(см. [2] - [4]). ■
В настоящей статье задача (0.4) - (0.5) сводится к интегральному уравнению 
Фредгольма второго рода и выводятся условия, обеспечивающие единственность 
решения. Статья составлена следующим образом : в 1. 2 изучается общи՝ решс- 
ние уравнения (0.4) в многосвязных областях. В §3 получены явные митраль­
ные представления аналитических функций. В §4 задача (0.4) (0.5) « водится к
интегральному уравнению Фредгольма второго рода. В §5 предлагается эффек­
тивный метод конструкции общего решения задачи Дирихле для у равнения (0.4) 
в круге при (ij = 0, j = 1,...,2п и выводятся необходимое и достаточное усло­
вие единственности решения в терминах коэффициентов, а также определяются 
дефектные числа этой задачи.

§1 . ОБЩЕЕ РЕШЕНИЕ, СЛУЧАЙ УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯД­
КА
Результаты этого параграфа будут использованы в §2 для получения общего 
решения уравнения (0.4) в многосвязных областях.
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Пусть О (тп 4- 1)֊связная область, и пусть г\ = + 1У1,...,2ГП — Хт 4- 11/|п
фиксированные точки, охватываемые контурами Г1,...,Гт, соответственно. 

Пусть 7;, = 1....,тп некоторые непрерывные гладкие линии внутри Р без
пересечений с концами на Го и Г^. Предположим, что 71,...,7т не имеют общих 
точек, и пусть = Д \ (СТ;) (До - односвязная область). Ниже 1п(£) означает 
некоторую непрерывную в До ветвь логарифма.
Сначала рассмотрим однородное эллиптическое уравнение первого порядка

(11)

где р и b - постоянные, Ini р / 0. Пусть Дц - образ области Д при отображении 
< = £ + 17/ = х + ру, x + iy € Д. Ясно, что Дц (тп + 1)-связна. Заменой переменной
u(z) = е byv(z), из (1.1) получим

(12)

Общее решение однородного уравнения (1.2) есть (см. [3]) и(г) = <р(х + ру), 
г = х + 1у € Д, где <^(£) - произвольная аналитическая функция, определенная в 
Д,,. Следовательно, общее решение уравнения (1.1) определяется формулой

u(z) = е Ьу<р(х + ру), z = х + ty € Д. (1.3)

Теперь рассмотрим неоднородное эллиптическое уравнение

du 
ду

du
dx av4>o(x + Ay),

I

x + iy € Д՝ (1.4)

где </?о(С) “ аналитическая функция, определенная в Д\, а,р и А постоянные, 
1т А 0, 1т р 0, р А. Ищем частное решение уравнения (1.4) в виде

т
u(z) = е~ау^о(т + Ay) + Cfciujt(z),

А=1
z — х + iy 6 Д՝ (1.5)

где V'o(C) - искомая функция, аналитическая в Д\՝ Ci, искомые постоянные

up(z) = exp(-by + i/(x + ру))[ln(x + Ay - xk - Хук)-
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-^дп( 1т А 1т р) 1п(х 4- ру — хк - )], (1.6)

(1.7)

Ясно, что функции и'д(г), А- = 1,...,тп бесконечно дифференцируемы в В. Из (1.7) 
следует, что

ехр(-Ьу 4- 1/(х 4- ду)) = ехр(-ау 4- м(х 4֊ Аг/)). (1.8)

Подставляя и(г) из (1.5) в (1.4) и учитывая (1.8), получаем

- ^(0 = - еХ Е _ Д Дц. СеРх. (1.9)

Произведя замену переменной ^о(<?) = с’/<‘^’1(С)« из (19) получим

^«) = ¥>о(Ос-к у ск
А - де “ с ֊ ц - Хук' (110)

Первое слагаемое в правой части (1.10) можно представить в виде

^.(0

А - /4
е՜**

тп

= ч>\ (О + X
*=1

(Ь
< - хк - Ху к ՝

(1.11)

где </?1(О аналитична в £)д, ^1(0) = 0 и - некоторые постоянные. Из
(1.11) следует, что в качестве решения уравнения (1.10) можно взять ^1(0 = 
<^։(С) с с։ = с1\ ,..., с„։ = (11Н. Таким образом, частное решение (1.4) задастся по 
(1.5) с

Мх 4- Ху) = ^1(х 4- Ат/)ехр(։/(х 4- Ху)), ск = (1к, /г=1,...,т,

где и (1к из (1.11) и (0) = 0.
Теперь п}>едположим, что функция </?о в (1-4) удовлетворяет дополнительным 
условиям 1/?у7'(0) = 0, = 0,1,...,/ - 1, где I - некоторое натуральное число. В
этом случае (1.11) для £ € Рд принимает вид

*=։

1
< - хк - Ху к

\

(ЖА + 1 / (1.12)
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где аналитична в Ох и удовлетворяет условиям «//’(О) = 0, ; = 0,1....,/, а 
<й,...,4т некоторые постоянные. Используя (1.12) заключаем, что

гг։
и(г) = е-°у>р1(х + Ху) +

*=1
г = х 4- ։ .у € И (1.13)

является частным решением уравнения (14), где <^։(() и <4 из (1.12),

и*(г) = шк(г) - (г 4- Ху)? 
р(хк 4- Хук )₽

ехр(—ау 4- 1/(т 4- Ху)). (1.14)

а от* определяются по (1.6).
Рассмотрим теперь неоднородное эллиптическое уравнение

дн ди \Д_+Ьи=г(1.у), (х,у) е Д, (1 15)

где 1т д 0, а Г - функция из класса Н(Д). Построим частное решение 
уравнения (1.15) методом, описанным в [5]. Делая замену переменной и(г) = 
е~Ьую(г), из (1.15) получим

Оу дг .
-Ро-= Р1(х,у) = е^Р(х,у), х + <уеД. (1.16)Оу ох

Заменой переменной ( = £ 4- хт) = х 4- ру, из (1.16) имеем

2 1т /х \ 1т /I 1т /х /

(1.17)
Частное решение уравнения (1.17) определяется формулой (см. [5]) :

ди _ 1 / де 51А 
= 2 (аё + 'эч/

«(<) = ֊֊ [[ ֊А Лт. < € о„. 
я у/ I 4- «т - С

Возвращаясь к переменной 2 заключаем, что

и(г) = е Ьув(х 4- ру), г = х 4- ։у € Д

(1.18)

(119)

является частным решением уравнения (1.15).
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§2. ОБЩЕЕ РЕШЕНИЕ, СЛУЧАЙ УРАВНЕНИЯ ВЫСШЕГО ПО­
РЯДКА
Пусть D ֊ (т + 1)֊связная область (см. Введение), a Lj ֊ операторы из (0.1). 
Рассмотрим уравнение

Lx • • • Lpu(z) = 0, zeD, (2.1)

где р - целое число, 1 < р < 2п.

Лемма 2.1. В области И общее решение уравнения (2.1) можно представить в 
виде

Р ’pm
u(z) = -I- Ajj/) -1֊ £ckuk(z),

J=1 *=1
z = x 4֊ ty € D, (2.2)

еде lpril = p(p - l)rn/2, с* - произвольные постоянные, <pj, j = l,...,p - произ­
вольные аналитические функции в D\։, удовлетворяющие условиям

rf’(O) = o, J = 0,1.....fc-2, * = 2......p,

и*(.г), к = ~ некоторые частные решения уравнения (2.1). Функции
] = 1,...,р и постоянные с^, к = 1,...,/р,п определяются через решения и(г) 
единственным образом.

Доказательство. При р = 1 Лемма 2.1 следует из (1.3) с р = А1 и Ь = а\. 
Чтобы доказать общий случай, используем индукцию по р, т.е. предполагая, что 
Лемма 2.1 справедлива для некоторого р, докажем утверждение для р + 1. Так 
как операторы Л1,...,Лр+1 перестановочны, то уравнение (2.1) при р+1 можно 
записать в виде

b2---Lp+1V = 0, V = (2 3)

Следовательно, V = Ь^ц является решением уравнения (2 3). Используя предпо­
ложение, общее решение уравнения (2.3) можно записать в виде 

Р՜^՜ ։ 1pm

j=2 k=l

(2.4)

где ct произвольные постоянные, Ф?, j = 2,...,p + 1 - произвольные аналити­
ческие функции в удовлетворяющие условиям

ф/'(0) = 0, к = 0,1....J ֊3, j = 3......р+1, (2.5)
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г'д(г), А՝ = 1,...,/р„։ - некоторые частные решения уравнения (2.3). Однако, 
функции ] = 2, ...,р + 1 и постоянные Сд., к = определяются через
решение У(г) единственным образом. Из (2.3) и (2.4) имеем

г = х + 1у 6 О. (2 6)

Обозначим через и;о(г) частное решение уравнения

ЬМ =е-а^Ф}(х + Х}у), x + iyeD, > = 2..... р+1, (2.7)

а через ^о(-г) - частное решение уравнения

£хц(г) = ^(г), геО, к=1,...,1рт. (2.8)

Так как ид. (г) ֊ решение уравнения (2.3), а щ0(г) - решение уравнения (2.8), то 
функция г»*.о(г) является решением (2.1) при р+ 1. В силу (1.3), общее решение 
однородного уравнения Ь\и = 0 есть

и(г) = е °։։/<Р1(г + А1р), г = х + \у € О,

где <Р1 - произвольная аналитическая функция, определенная в Рд,. Следователь­
но, общее решение уравнения (2 6) определяется формулой

1 ^рт
«(*) = V и>о(г) + 52с*ц*0(-г) + <р1(т +А]у),

>=2 *=1
г = х + \у € О. (2.9)

В качестве частного решения уравнения (2.7) берем частное решение (1.4) при 
/I = Аь Ь = а1։ а = а,, А = А; и </?о = Фр построенное в §1. Согласно (1.13) это 
частное решение можно записать в виде

ГП
Чо(*) = е~а>у<р)(х + А;у) + £ ^аи^(г), 

а=1
(2.10)

где - аналитическая функция в О\1, удовлетворяющая условиям <^/1)(0) = 0. 
к = 0,1,...,} - 2, - некоторые постоянные, а функции и,о(г) определяются по
(1.6) при ;) = 2 и по (1.14) при ] > 2, где
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Функции и,(> удовлетворяют уравнению = 0, поэтому они удовлетворяют 
также

Ьх •••£,>+!ц(г) = 0, г € О. (2.11)
%

В качестве частного решения уравнения (2.8) берем частное решение (1.15) при 
д = А1֊ Ь = а\ и Г = щ(г) (см. (1.19)). Подставляя и^г) из (2.10) в (2.9). получим

/’4՜! т
и(2) = 52 е~°зУ1Р}(х + \?/) + 52 52 + 52с*л7*о(‘г^ <212)

7=1 7=2 о=1 к=1

Таким образом, любое решение «(:) уравнения (2.11) представляется в виде 
(2.12). С другой стороны, любая функция вида (2.12) удовлетворяет (2.11). 
Следовательно, общее решение уравнения (2.11) определяется через (2-12), где <р7. 
] = 1,...,р + 1 произвольные аналитические функции в О\г, удовлетворяющие 

ц.\
условиям (0) = 0, к = 0, !,...,> - 2, j = 2. ...,р 4֊ 1, а с*, к = и Л7О,
} = 2,...,р + 1. о = 1,...,7П - произвольные постоянные.
Ясно, что (212) совпадает с (2.2) при р + 1. Чтобы доказать единственность 
представления (2.12), положим там и(г) = 0. Применяя оператор к (2.12), 
получим

£>-“>»Ф,(1 + , 
;=2

где

Ф2«) = (А,- >,)€">< ֊ 
а

♦ЛО = (А> - Л։)е'<

• р П1

+ 52 = °> г = х + 21/ € £>, (2.13)
Л=1

, < € Ра. .
С “{ С - - *2Уа

1 ™ / л
* ------

Е _ 'А-Н ■ <214>к-0 Хп ^)Уа)1 1
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С 1 — 3,....р + 1. Зак как функции удовлетворяют условиям ^/((0) = 0. 
то из (2.14) следует, что функции Ф7 удовлетворяют (2.5). Из (2.13) и единствен­
ности представления (2.4) имеем

ФДх 4- Хуу) = 0, х + гу^О, ] = 2,...,тп + 1, с*. =0, * = 1,...,/^. (2.15)

В силу (2.14) и (2.15)

<^(я 4-А,г/) = 0, т 4-։։/€£>, (2>о = 0, ; = 2, ...,р 4֊ 1, а=1,...,т. (2.16)

Из (2.12) при и = 0 и (215), (2.16) получим ^։(т 4֊ Хру) = 0, I + »у € О. 
Следовательно, имеет место единственность представления (2.12). Лемма 2.1 
доказана.
Рассмотрим теперь уравнение

V П _ П 7 Ч с Г)Вк дукдх2п~к ~ °’ 6 Р’ (217)

где В к комплекснозначные постоянные, / 0. Предположим, что корни
Ах,..., Агп характеристического уравнения

удовлетворяют условиям (0.2) и (0.3). Отсюда следует, что уравнение (2.17) 
правильно эллиптическое. Уравнение (2.17) можно записать в виде (0.4) при 
а7 = 0, = 0,1,...,2п. Поэтому общее решение уравнения (2,17) можно записать 
в виде (2.2) с р = 2п и а, = 0, } = 0,1,...,2п. В этом частном случае функции 
их-(г), входящие в (2 ложно записать в явном виде. Положим и/*,(т,у) = 
(х-ц + ХЛу-уА)'' 1п (х-Х(4-А,(у-у/))^ = 1,...,2п,/ = 1,...,т, к = 0,1,..., 2п-2.

Лемма 2.2. Общее решение уравнения (2.17) имеет вил

2л гл 2л —2 2л
и(х,у) = г4-А7у)4-£2 £ ^с1к}1Ч^(х,у),

7=1 1=1 к=0 7=1
(218)

где ] = 1, ...,2п - произвольные аналитические функции в В\), удовлетвори 
ющис условиям

^•)(0) = 0, * = 0,1......j-2. ; = 2,....2п, (2.19) 
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сц^ - произвольные постоянные, удовлетворяющие при д = 0.1,...,к. к = 
0.1,...,2п -2,1 = 1,...,т условиям

п 2п
52_ 5_> С|к՜^?= о*

7=1 )=«+!
(2.20)

Функции ^Pյ и постоянные сц^ определяются с помощью о(х,у) единственным 
образом.

Доказательство аналогично доказательству Леммы 2.1.
Теперь используя Лемму 2.2, общее решение уравнения (2.17) запишем в виде 
(2.2), где функции и*(з) задаются с помощью алгебраической системы (2.20). Из 
(0.3) следует, что ранг основной матрицы системы (2.20) относительно искомых 
постоянных сд-1, ...,с/*.2П (при фиксированном I и к) равен к + 1. Поэтому (2.20) 
имеет ровно 2п - к - 1 линейно независимых решений, которые обозначим через 
СрН-ь -тСр^2п> Р = 1> —12п - к - 1.
Подставляя общее решение системы (2.20) в (2.18), получим

2»։ т 2п-2 2п-к--1

и(х,!/) = 52 ^(ж + \>у) + 52 £ 52 ЬрирлР1к(х}у), 
/=1 1=1 к=0 Р=1

где Ьр1к ~ произвольные постоянные и

2п
^р1к(х,у) = 52 срПо»1к](х,у)-

3=1

(2.21)

(2.22)

Функции в (2.21) удовлетворяют (2.19), причём как эти функции, так и по­
стоянные Ьрц определяются через ц(т,у) единственным образом. Число функ­
ций юР1к(х, у) в (2.21) равно тп(2п — 1). и они линейно независимы. Так как 
(ср/ц,..., Ср1к2п) является решением уравнения (2.20), то функции тр/к(х,у) явля­
ются бесконечно дифференцируемыми решениями уравнения (2.17). Таким обра­
зом, получен следующий результат.

Лемма 2.3. Общее решение уравнения (2 17) в (тп+ 1)-связной области О задает­
ся формулой (2.21), где у = 1,..., 2п - произвольные аналитические функции в 
В*, > удовлетворяющие условиям (2.19), а Ь^р - произвольные постоянные. Функ­
ции и постоянные Ь/кр определяются через н(х,у) единственным образом.
В отличие от (2.2), функции хиР1к(х,у) в (2.21) непосредственно выражаются 
через линейно независимые решения алгебраической системы (2.20).
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§3. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ АНАЛИТИЧЕСКИХ
ФУНКЦИЙ
В этом параграфе приводится интегральное представление аналитических функ­
ций, которое отсутствует в [6] - [8], и некоторые простые леммы.
Пусть ограниченная (71 и неограниченная (72 суть односвязные области на плос­
кости с достаточно гладкими границами 71 и 72, соответственно. Предположим, 
что (7г содержит окрестность бесконечности. Положительным направлением на 
71։ считается то, которое оставляет (7* слева, к = 1,2.
Пусть а* (г) и /9* (л), к = 1,2 - функции из класса Я(7*) такие, что пк(г) / 0 и 
0к(г) # 0 при г € 7ь к = 1,2. Индекс функции о(г) на контуре 7 определяется
как приращение аргумента функции а(г), деленное на 2я, когда точка г п ега-
ет контур 7 один раз в положительном направлении. Предположим, что индексы 
функций 01(2) и /Л(г) на 71 равны 1 и 0, а индексы функций а2(г) и &(г) на 72 
равны -1 и 0, соответственно.
Пусть А и р - постоянные, Im А > 0 и Im р < 0. Через Gk(p) значим
области Gk при отображении х + гу ■—> х + РУ- Пусть Ф* € Я(<7*(А)) и € 
Н(Gk(M аналитические функции, заданные на Gk(А) и Gk(д), соответственно, 
к = 1,2 такие, что

Фг(оо) — lim Ф?(г) = 0, 0,2(00) = lim <д2(г) = 0. |х|-фоо |z|—>оо

Лемма 3.1. Имеют место следующие интегральные представления

ФДх + Ху) = Д [ ֊7Л77֊֊------- гт dtf + Аг/),
тг» А* <>*(*)(£ + А»? - х - Ху)

x + iyeGk, (3.1)

шк(х + ру) = - Д [ -■ *---------- г + /"?)» x + iyCGk,
я։ Jlh Р*(О(С + Prl - х - ру)

(3-2)

где функции € Hfa) определяются через Фк и к = 1,2 единственным 
образом. В (3.1) и (3.2) переменная интегрирования t = £ + irj пробегает контур 
'Ук в положительном направлении.

Доказательство. Рассмотрим следующую задачу :

<*k(t)ipk(£ + Аг/) + 0k(t)i)>k(£ + prf) = fM, t = < + й/€ 7ь к =1,2, (3.3)

где V?,. и - искомые функции, аналитические в Gt(A) и G,(;i), соответственно, 
«։(<) и 0„(1) и։ (3.1) и (3.2), Mt) е Я(7»), к = 1,2, е Я(ён>)) и



16 Н Е. Товмасян, В С. Закарян

€ Н((Л(д)), к = 1.2. Задача (3.3) при к = 1.2 имеет единственное решение, 
см. [8], стр. 129. Сначала докажем (3.1) и (3.2) при к = 1. Ищем решение задачи 
(3.3) в виде

<р։(х + Ху) = Л/։(Х1),
%

^1(т 4- цу) = Л/2(Х1), х + 1у^С1у (3-4)

где Л/1(Х1) и Л/2(Х1) - правые части (3.1) и (3.2) при к = 1, соответственно.
Пусть <о = <о + € Г. Обозначим через (£о + Ат/0) и 1/7 «о 4- дт/0) пределы
интегралов Л/1(Х1) и Л/2(х1) при г = х 4- {у -> <о изнутри области О. Согласно 
формуле Сохоцкого-Племеля (см. [6], стр. 66), имеем

<?1«о 4֊ Ат/о) = + ~ [ —7^77—----- I—V <*« + Лг?)’ (3։5)
«1(*о) л՜» 7^, «1(0« 4- Ат/ - £0 ֊ Ат/0)

^1«о + рт)о) = ----- г [ й ( А1(0 ---------- + (з.6)
01 (*о) л՜։01 (0« 4-дт/- £0 ~ Д^о)

Подставляя (3.4) в (3 3) при к = 1, и используя (3.5) и (3.6), для Х1(0 получаем
следующее интегральное уравнение Фредгольма :

Х1«о) 4֊ ֊ / #«0,0X1 (О Л = ֊Л «о), «о € Г,
(3-7)

где

к'I/ М ֊ а'«)«1«о)
°’ 1 а։(0(««)֊««о))

ЛОМо) 
0МШ֊0М)՝

«(О = £ 4֊ Ат/, /ЭД = < 4- дт/, а'(0 — Ьт т—>Г От € 71-

В [6], стр. 573 доказано, что

К(1 О О < 3 — СОП81 < 1, (3.8)

а /С(го.0 удовлетворяет условию Гёльдера на 71 относительно < и <о-
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Доказательство существования и единственности решения интегрального урав­
нения (3.7) аналогично доказательству для уравнения (7) в [6], стр. 574. Следо­
вательно, решение задачи (3.3) можно представить в виде (3.4). Теперь берём

/1 (М = «1 (^о )Ф1 (€о + Ат/о) + А(^о)<^1(^о + РЧо)-

Тогда функции ^1 = Ф1 и удовлетворяют (3.3) при к = 1. Так как любое
решение задачи (3.3) при к = 1 допускает представление (3.4), то заключаем, 
что имеют место (3.1) и (3.2) при к = 1.
Доказательство единственности представлений (3.1) и (3.2) при к = 1 можно 
свести к (таинственности решения задачи (3.3) при к = 2, см. [6], стр. 573. 
Доказательство Леммы 3.1 при к = 1 завершено. При к = 2 доказательство 
аналогично. Лемма 3.1 доказана.
Теперь докажем некоторые леммы, которые будут использованы для сведения 
задачи (0.4) ֊ (0.5) к интегральному уравнению Фредгольма. Пусть бласти (71
и (?2 с границами 71 и 72 те же, что и раньше, область С\ содержит начало 
координат. Пусть у и п - натуральные числа, С1,...,св - некоторые постоянные, 
а Ф(£) - аналитическая функция в (71(А) ( 1т А 0), удовлетворяющая условиям 
фО)(0) = 0, ; = 0,1,...,п + д-1.

Лемма 3.2. Функцию Ф и постоянные сх, ...,сд можно представить в следующем 
виде

Ф(т + Ау) = ф(х + Ху) -
ф<к'(0)

к\
(х + Ху)к, = ^п^-1)(0), 3 — 1 > •••) 91»

(3.9) 
где V» - аналитическая функция в <71 (А), удовлетворяющая условиям ф{-> (0) = 0. 
j = 0,1,..., п - 1. Функция ф с помощью функции Ф и постоянных С1,...,Сд
определяются единственным образом.

Доказательство. Рассмотрим функцию

п+9-1
хр(х + Ху) = Ф(х + Ху) 4-

к=п К •

0,1,п - I. Поэтому имеет место представление (3.9). Если в (3.9) Ф(я + Ху) = 0
Из условий Ф<»(0) = о, ) = 0,1,...,7» 4- <7 - 1 следует, что 1/»и)(0) = 0, ] =
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Пусть теперь Ф(^) - аналитическая функция в б’з(А) такая, что в окрестности 
бесконечности

|Ф(1 + Ау)| < ф| ", г = х + 1уеС2, (3.10)

где с ֊ некоторая положительная постоянная, а п > 2 • натуральное число.

Лемма 3.3. Функцию Ф и постоянные <1, ...,сп_1 можно представить в виде

п-1
Ф(х 4֊ Ху) = ф(х + л!/) “ 52 Г > \~------Г~й’

" (я + Ау ֊ т0 ֊ АуоГЛ А

<4 = - 8гуП^ ) /* (С + Ат/ - То - Ау0)* ։^(€ + Ат?) 4- Ат/), 
£7Г1

где хо 4- гуо - фиксированная точка внутри области (7г, а ф аналитична в (^(А) 
и удовлетворяет условию ф(оо) = 0- Лля заданных Ф и постоянных С1,...,сп_1 
функция ф определяется единственным образом.

Доказательство, аналогично Лемме 3.2.
Пусть Д - (тп 4- 1)֊связная область (см Введение), £)^՜, ...,/)+ - конечные
области, ограниченные контурами Го, Г],Г,п. а Д^՜, Д՜՜,..., £>՜ - дополнения 
замкнутых областей Д^՜, £)*,...,27* относительно полной комплексной плоскос­
ти. Через 2)* (А) обозначим образ Д' при отображении т 4- ту 1—> г + Ху. Пусть 
<р(О аналитическая функция в ( 1т А 0), удовлетворяющая условиям 
^|?։(0) = 0, ; = 0,1....,£, где к - некоторое неотрицательное целое число.

Лемма 3.4. Функцию <р можно представить в виде

!Н
<р(х 4֊ Ху) = у?о(* 4- Ау) 4- 52 

;=։

к
4֊ Ау) ֊ 52

/=0

^°(0)
(т 4֊ Ху)1

где 9?0 - аналитическая функция в (А), а ^Pյ, j — I, ...,т аналитичны в (X) 
и удовлетворяют условиям

<Ро'(0)=0, / = 0,1,<р,(оо) = 0, > = 0,

Для заданной функции <р, функции у),. ; = 0. 1, 
образом.

.,тп определяются единственным
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Доказательство, аналогично доказательству Леммы 3.2.
Пусть D - (т + 1) связная область в комплексной плоскости, ограниченная 
достаточно гладкими, замкнутыми непересекаюшимися контурами Го,Г1, ...,Гт, 
и пусть Го содержит все остальные контуры Гь...,Гт Пусть А - n х п матрица 
с постоянными элементами, det А О, Еп п-мерная единичная матрица, 
zi, •••« zm фиксированные точки внутри контуров Г1.....Гт, соответственно, а 10

длина контура Го- Рассмотрим сингулярное уравнение для искомой п-мерной 
действительнозначной вектор-функции p(t) :

<о € Г,
ГП

(3.11)

где < 6 Г. а (Ь - длина дуги на Г. Здесь и ниже все векторы предполагаются 
вектор-столбцами.

Лемма 3.5. Уравнение (3.11) имеет единственное решение в классе Н(Г).

Доказательство. Левая часть (3.11) является граничным значением на Г гар­
монической в И функции

(3.12)
Пусть р(<) - решение однородного уравнения (311). Так как гармоническая 
функция и(г) стремится к нулю на Г, то имеем и(г) = 0. Из (3.12) при и(г) = 0 
получаем (см. [6]. стр. 255)

— f ДШ. dt + (En ֊ ( p(t) ds = tc, z e Dy
7Г1 Jr t- z \ <o / Jr0

' p(t) ds = 0, k = l,...,m,

(3.13)

(3.14)

где с ֊ некоторый действительный п-мерный постоянный вектор. Из (3.13) (см 
[С], стр. 255) следует, что вектор р(4) является постоянным на каждом из конту­
ров Го, Г!,..., Гт. Обозначим эти постоянные через до՝ М1.....Мт• соответственно.
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В силу (3.13) и (3.14) получим /ц = 0, к = 1,...,т и /оМо — »с. Так как роис 
действительны, то до = с = 0. Следовательно, однородное уравнение (3.11) имеет 
только нулевое решение. Так как индекс (3.11) равен нулю, то отсюда следует 
существование решения уравнения (3.11) для любой вектор-функции /(«) € Я (Г) 
(см. [6], стр. 509 - 510). Лемма 3.5 доказана.
Для уравнения (0.4) рассмотрим граничные условия Дирихле

(2)
-^Г=А(г), г € Г. к = 0,1,...,п ֊ 1, (3.15)

ди(г) 
д^

где - производная по внешней нормали в точке г € Г, Д(з) - достаточно
гладкие функции, заданные на Г. Задача (0.4), (3.15) при Д = 0, к = 0,1, ...,п— 1 
называется однородной.

Лемма 3.6. Если

^п+к = ^к, &п + к — &к > к — 1,...,П (3.16)

то однородная задача (0.4). (3.15) имеет только нулевое решение.

Доказательство. Пусть выполнено (3.16), и и(г) является решением задачи 
(0.4), (3.15) для /к(^) = 0, к = 0,1,...,п - 1. Уравнение (0.4) можно записать в 
виде

£п+1 • • • Ь2пУ{г) = 0, У(г) = й ■ • • Дпи(г).. (3-17)

По формуле Грина и (3.15) имеем

• • £2пГи(г) Лх <1у = (-1)" У(х)Мп+1 • • • Л/2п«(г) (1х <1у, (3.18)

где Мк дифференциальный оператор, определяемый формулой

дш дш

а и - комплексное сопряженное к и. Из (3.16) следует, что

Мп+1 • • • М2пи(г) = У(г), г € О. (3.19)

Мк<Д = к = п 4֊ 1,..., 2п,
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Ил (317) - (3.19) получим У(г) = 0, г € Д. Следовательно, функция и(г) 
удовлетворяет условию

£1 •• • Ьпи(г) = 0, г € Д. (3.20)

Полагая £2 • • • £пи(г) = И7՜(г), уравнение (3.20) можно записать в виде £1И^ = 0. 
Из (3.15) при Л (г) = 0, к = 0,1, ...,п - 1 имеем №(г) = 0, г Е Г. Общее решение 
£,! IV = 0 есть

1У(г)=е-а'Мх + А1!/)) 2 = X + ։у е £), (3.21)

где р - произвольная аналитическая функция, определенная в £)д։. Так как 
И'(г) = 0, г е Г, то из (3.21) следует, что функция <р непрерывна в замкнутой 
области £>д։ и стремится к нулю на Г. Поэтому 9?(£) = 0 для £ € Д\х. Отсюда 
следует, что £2 • • • Ьпи(г) = 0, г € Д. Аналогичными рассуждениями получим 
ц(г) — 0, г € Д. Лемма 3.6 доказана.
Для заданной вектор-функции /(£) и а>к(£) рассмотрим уравнение для искомой 
п-мерной действительнозначной вектор-функции д(£) 6 Я(Г) :

м($о) + / 0/40 + У՜՝ (М — /(«о), *оеГ, (3.22)

где - действительная (п х п)-матрица с элементами вида (3.8), а сь ...,Ср
- искомые действительные постоянные. Решением уравнения (3.22) является век­
тор вида (Д](<),..., (<),С1,ср), где ...,рп(С) компоненты д(0- Уравне­
ние (3.22) при /(0 = 0 называется однородным. Наряду с уравнением (3.22), 
рассмотрим систему уравнений

хМ 4֊ У К(Мо)х(О = 0, «о € Г,

՛ Х(0<М0 = 0, к = 1, ...,р

(3.23)

(3.24)

для искомой п-мерной вектор-строки х(0 С Я(Г). Система (3.23). (3.24) называ­
ется союзным однородным уравнением к уравнению (3.22).

Лемма 3.7. Уравнение (3.22) разрешимо тогда и только тогда, когда

Г х(0/(0 = о,

где х(0 - произвольное решение союзного однородного уравнения (3.23). (3.24).
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Лемма 3.8. Разность числа линейно независимых решений однородного уравне­
ния (3.22) и числа линейно независимых решений союзного однородного уравне­
ния (3.23), (3.24) равна р.
Леммы 3.7 и 3.8 могут быть доказаны постандартней схеме, описанной в [б] (стр %
223 и 230), и поэтому доказательства опускаются. Метод решения уравнения 
(3.22) с неизвестными постоянными существенно не отличается от метода из [б], 
стр. 292 (где нет постоянных). ЯнЦ
Пусть -у гладкая простая замкнутая кривая и (7՜ - область вне 7. Предположим, 
что 0 £ <7՜ Ս7. Для фиксированного т Շ 7 через 1п(1 -т/Հ) обозначим некоторую 
непрерывную ветвь логарифма в Շ՜, которая стремится к нулю в £ = оо.

Лемма 3.9. Для любого натурального п > 2

Доказательство, проводится с помощью метода математической индукции по 
п.
Рассмотрим функцию

_ 2)!(с г)п252^*։ (3.25)

где п > 3 - натуральное число.

Лемма 3.10. Для некоторых полиномов Рк(т) комплексной переменной т

^-2МСт)
ԺՀ’*՜2 с #0. (3.26)

Доказательство. Подставляя Ьп(£,т) из (3.25) в (3.26) и приравнивая коэффи­
циенты при (*, получим полиномы Рк(т). Лемма 3.10 доказана.
Рассмотрим функцию

2п—4
0п(<,т)= £2 

Д=п —1

(_1)п(^.+ 1_„)!Л(7.)
(к - 1)!£*+2-п п > 3, «м» г (3.27)
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где 1\(т) - полиномы из (3.2G). Из (3.26) и (3.27) имеем

d"-2h„(Cr) = Jn֊2/3n(Gr) 
d(n~2 d(n~2

(3.28)

Положим
n —1

Pk(r„y) = ^2 ckjxJyn՜1՜3, k - 0,1,...,n - 1,
>=o

где ck} - действительные постоянные, и обозначим через С матрицу с элементами 

ckj.

Лемма 3.11. Полиномы Ро(х, у),..., Pn-i(x, у) линейно независимы тогда и толь­
ко тогда, когда det С / 0.

Доказательство, очевидно.
Для любого а € [0,2тг] полиномы

Qk(x,y) — (-xsina 4- у cos «)* (х cos a 4- ysina)"՜1՜*, k = 0.1. ...,n - 1

линейно независимы' и допускают представление

п-1
= * = 0,J,...,n-։, (3.29)

j=O

гд«1 са7(о) некоторые полиномы относительно sino и cos о с действительными 
коэффициентами. Обозначим через С(а) матрицу с элементами ckj В силу 
Леммы 3.11 имеем

defC(a)#0, о€[0,27г]. (3.30)

§4. ПРИВЕДЕНИЕ ЗАДАЧИ К ИНТЕГРАЛЬНОМУ УРАВНЕНИЮ 
ФРЕДГОЛЬМА
Для простоты сначала рассмотрим задачу

LiLzLzLtuiz) = 0, z E D. (4.1)

^ = /о(г). *еГ, (42)
ох оу
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где операторы, заданные по формуле (0.1), и

1ш > 0, 1т Л2 > 0, 1т Аз < 0, 1т А4 < 0.

Область 2) является двусвязной и ограниченной контурами Гу и Г4, Го охваты­
вает контур Г։, Г = Го и Г1.
Согласно Лемме 2.1 общее решение уравнения (4.1) можно представить в виде

4 6
и(г) - 12е~а^^(х + А,у) 4- 52 с*и*(х),

>=1 *=1
г = х 4- 1у 6 2), (4.3)

где с.к - произвольные постоянные, = 1,2,3,4 - произвольные аналитические
функции в 2)*р удовлетворяющие условиям

¥>2(0)= 0, ¥>з(0) = ¥>з(0) = 0, ¥>,(0) = ¥>;(0) = ¥>;'(0) = 0, (4.4)

и Н1(г),«б(2) ~ некоторые частные решения уравнения (4.1). Функции <р3, 
] = 1,...,4 и постоянные Сд-, к = 1,...,б определяются через решение и(г) 
единственным образом.
Пусть Ио ограниченная и неограниченная области с контурами Го и Гь 
соответственно. Согласно Лемме 3.4, функции из (4.3) при 1 = 1,2,3,4 можно 
представить в виде

<МХ + = ^о(х 4֊ + ¥>д(х 4- А,у) - (4-5)

где - аналитические функции в £\}՜(А^, а у = I 2 3,4 аналитичны в 
22՜ (А) и удовлетворяют условиям

^го(О) = 0, <рзо(0) = </зо(0) = 0, <р4о(0) = <р4О(0) = ¥?4о(0) = 0, 

<рю(оо) = • ■ - = <р40(оо) = 0.

Представим (^10 в виде

<£1о(* 4֊ Х^у) = Фю(х + А1У) 4֊ с,

(4-6)

(4.7)

где 0ю аналитическая функция в 22* (Ах), удовлетворяющая условию 0ю(О) = 0, 
а с - постоянная.
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Применяя Лемму 3.2 для п = 2, д = 1, находим

+ А,») = ««(։ + Ад») - (4 8)

где Фао аналитическая функция в (А4), удовлетворяющая условию

Фло (0) = ^о(О) = 0- (49)

В силу (4.7) и (4.8)

</?ю(* + А1у) = 0ю(1 4֊ А1!/) 4- Ф4О(0). (4.10)

Таким образом, функции <р։о и <р40 допускают представления (4.8) и (4.10), где 
функции фю и ф40 удовлетворяют условиям 0ю(О) = 0 и (4.9).
Из (4.6) следует, что функции <р^։ (х+Х}у) 0 = 1,2,3,4) удовлетворяют (3.10) при 
п = 2 в окрестности бесконечности. Следовательно, для любой фиксированной
точке Т] + гу\ внутри Г։ функции

(т + Хуу-ц ֊ А?т/1) 'ч>'л(х + Х,у), > = 1,2,3,4

удовлетворяют (3.10) при п = 3. Пусть С1, ...,Св - постоянные из (4.3). Применяя 
Лемму 3.3 к (у>'1(т4-А7у),с;) при > = 1,2, п = 2 и к ((т4-А31/-11 - А3У1)-1<Рз1(*4- 
Аз!/),с3,с4) и ((т + А4г/ -11 ֊ А4у1)"1<р;1(г 4֊ А31/),С5.Сб) при п = 3, получим

<^10+А,!/) = Ф](х 4֊ Х^) + > = 1,2, (4.11)

(т 4- Х,у -хх- А,у1) 1^(х 4- А?у) = ф^х 4- Х}у)-

(х 4- Х}у -хх - Х}у1)к
> = 3,4. (4-12)

Сз=^31, = ^32> С5 = ^4Ь Се = с/42, (4.13)

где

с; = [ ФЖ 4- А?г/) (1(£ 4- А;г/),
27П ,1Г1
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: [ « + к}т] ~ *1 ~ *Ф)(£ + \г/) <^(4 + ^г/)’ У = 3.4, к = 1,2.
2я» /Г։

а ф} аналитические функции в (АД удовлет ряюшие ф;(оо) = 0. ]

1.2,3, 4 Положим

<МС) = Ф\М, <ЫС) = *>20«), 5Ь«) = *>30«)։ <ЫО = йо«)- (4.14)

В силу (4.4) и (4 9) имеем

0з(О)=О, ^4(0) = 0. (4.15)

Так как фю(0) = ¥>20(0) = *>зо(0) = М^чоСО) — 0, то из (4.14) 

3 = 1.4,

ух + АьУ
<ры)(-г + А*։,) = / тМ<) <К, 

Уо

(4-16)

к = 2.3,

где ф} аналитические функции в Рд (АД ] = 1,2.3,4, удовлетворяющие (4.15).
Из (4 11) и (4.12) при ] = 1,2.3.4 получаем

м>л(х + М) = л [ <ъ*Ж + М)1п(1-*Д? *?) <*(4 + М. 017) 
/я։ Уг, \ 1 + л}У ~ Ч /

где

{-֊1 для ] = 1,2
О “ 4“ Aյr/ для ] = 3,4.

Таким образом, используя (4.5), (4.8), (4.10), (4.13) и (4.16), можем представить 
функции ] = 1,2,3,4 и постоянные с*, к = 1,6. входящие в (4.3), с помощью 
функций и фу, j = 1.2,3,4, удовлетворяющих условиям фу(оо) = 0 и (4.15). 
Р‘ассмотрим вектор-функции ф = (^ь..., Фл), Ф — (Ф\т--,Фа) Подставляя и(г) из 
(4 3) в (4.2) и используя указанные преобразования для определ։։ния функций ф} 
и Фу, ] = 1.2.3,4. получим граничную задачу

4 2 4

)«1 )=1 >=3
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где

хф/х -*֊ Ауу) + Л/А(^,^)(г) = Д(х), к =0,1,

27

(4 18)

Л/*(|/’.0)(х) = V [ /цДг,0<М( + А^) Л + [ 7*Иг 0^(( + к,т}) Л 
иго к.

г = х + ։у € Г,

(4 19)
В (4 19) ( = < + 1Т) - точка интегрирования, а 71;(х,։) и Лк/г,0 функции
вида (3 8) Из (4 15) заключаем, что функции ( ։|МО и С“1 ^4«) аналитичны в
Р0+(А3) и Р^А«), соответственно.
Рассмотрим функции (д = 1,2)

«ЛО = « + А?п)е л,п < = < + и/ € Го,

(<) = и + - «1 ֊ А,»/։)? в'п, г = ( ♦ «9 € г։.
Согласно Лемме 3.1 имеем представления

4֊ А, у) = ± [ —֊—<*({ 4֊ А^), 
»» /го < + А>»? - х - \}у

(4.20)

(х 4֊ А;+2у)-1^>+2(х 4- Х;+2У) =

1 [ ______ хД<)______
п։ Лв <»74-2(0« + А7+2Г7 - X - А>42у) <^« + Ам2г/). (421)

♦,(։ + А,») = ֊ [ + А)П). (4 22)
** Уг։ £ 4֊ А7п - X ֊ Х]у

^,(т + х,+з։,) = ֊ [ . .д.. . ■^(') -- Щ + А,^»). (4 23)
7Г1 /г, ^+2(4)« 4֊ А,+2П “ X - *74-21/)

где ] =. 1,2 и Х;(0 - функции из класса Н(Г). Уравнение (4 18) можно записать
в виде

11т 52 а;«-'՛»^«!+л^> + 52 л)г-"- + А,1/) +
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+ 52 А)е~а''*(Со + А/ю ֊ -И - Х,ух)ф)(х + Х^) 
/=3 %

+ Мь{Ф՝Ф)М = Л(*о)» <о = + »Оо € Г, к = 0,1,

(4-24)

где Мъ(ф.ф) определяется через (4.19). Подставляя ф} и из (4.20) (4.23) в
(4.24) и используя (3.5) и (3.6), получим

■4г0о) + ֊ [ ~ л+ [ /»(<.<0)9(0 Л = /(*0>, ։«. € Г. 
я» /г » ~ *о -/г

(4.25)

где /(/) = (/о(О, /1(0), » Х(0 = (Х1(0,Ы0) ֊ искомый вектор-столбец,

и /ЦМо) - (2 х 2)-матрица с элементами вида (3.8).
Заметим, что интеграл в левой части (4.25) понимается в смысле главного 
значения Коши. Так как

ЛгЦА + Я) # 0, <1еЦА ֊ В) / 0, (4.26)

то сингулярное интегральное уравнение (4.25) является уравнением нормального 
типа. Обозначим через Ло и Во обратные матрицы к матрицам А 4֊ В и А - В
сК* тветственно и рассмотрим сингулярные операторы

. , Л (4 В / А(0 
МоХ = Лх(*о) + — / ~—тЯ՜» /р I — 10

Ао + Во Ао - Во Г х(<)
Мх = ——хМ + -2^՜ Л гп;Л-

Так как А и В суть постоянные матрицы, то из (4.26) следует, что ММо = Е, 
и уравнение М\ = 0 имеет только нулевое решение (см. [5], стр. 194). Применяя 
оператор М к (4.25), получим уравнение Фредгольма

х(М + угК(^л)х(г) = м г (4 27)
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где К(<оЛ) - (2 х 2)-матрица с элементами, допускающими представление (3 8)
Так как уравнение Му = 0 имеет только нулевое решение, то уравнения (4 24) 
и (4.27) эквивалентны. Таким образом, задача (4.1) (4.2) свидится к уравн»
нию Фредгольма (4.27). Из единственности представлений, использованных при
получении (4.27) следует, что число линейно независимых решений однородной 
задачи (4.1) - (4.2) (/0 = /1 = 0) и задачи (4.27) (/ = 0) с падают. Сл<д<»ва
тельно, задача (4.1) - (4.2) фредгольмова.
Используя результаты §§2, 3, можно свести задачу (0.4), (0 5)-к интегральному
уравнению Фредгольма в бщем случае Отсюда и из Леммы 3 6 вытекает
следующий результат.

Теорема 4.1. Задача (0 4) (0 5) эквивалентна интегральному уравнению Фред 
гольма. При условии (316) последнее уравнение имеет единственное perш

§5. РЕ ЕНИЕ ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ ДЛЯ ПРАВИЛЬНО
ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ В КРУГЕ
Пусть Р - круг |х| < 1 и Г - окружность |я| = 1, и Р = Ри Г Рассмотрим задачу
Дирихле

2п

1=П

d3nu(z)
= 0, z = х + »у € Р, (51)

a*u(z)
= Л(х). Х€Г, (5.2)к = 0,1,...,п - 1,

где 41 - комплексные постоянные, А^п £ 0, и(г) - искомая функция из С,П(Р) А

С*"՜1 (О). От 
на Г.

- производная по радиусу, /*(*) некоторые функции, заданные

Задача (5.1) ֊ (5.2) при /4 = 0, к = 0,1,...,п-1 называется однородной Уравне­
ние (5.1) называется эллиптическим, если его характеристическое уравнение

Ас + Ai А + • • + Л,„Лг" = о (5 3)

не имеет действительных корней. Уравнение (5.1) называется правильно эл­
липтическим. если числа корней с 1т А > 0. и 1т А < 0 равны Предположим 
что все корни Аь...,А2п суть простые и удовлетворяют условиям

Im Aj > 0, Im Xn+> < 0. (54)
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Предположим также, что функции Д(г), к = 0.- 1 и ее производные по 
5 = ату 2 непрерывны на Г. Задача (5.1) - (5.2) является частным случаем задачи 
(0.1). (4.28), поэтому она фредгольмова, и ее индекс равен нулю.
В [2] для п — 1 доказано, что задача (51), (5.2) имеет единственное решение в 
любой односвязной или многосвязной области В [10] установлено, что при п > 
2 этот результат остается верен, когда коэффициенты в (5.1) действительны. 
Если п = 2 и коэффициенты в (5.1) комплексны, то однородная задача (5.1), 
(5.2) может иметь ненулевое решение в круге (см. [11] ֊ [13]).
В этом параграфе сводим задачу (5.1) - (5.2) в круге или эллипсе к системе ал­
гебраических уравнений и определяем ее дефектные числа. Начнем с некоторых 
вспомогательных результатов. Пусть Д.(г) - функции из (5.2). Положим

г = |г|, 9 = агу г. (5-5)

где (г, 6} - полярные координаты точки г.

Лемма 5.1. Условие (5.2) эквивалентно следующим условиям :

дт’*՜1
дп 1и(г) _ дп ։ио(г)

г = х + 1у 6 Г, к = 0,1, ...,п ֊ 1, (5.6)

31+/и(г) _ дк+1ио(г) 
дхкду1 дхкду1

2=1 к + 1 < п — 2. (5.7)

Доказательство. Из (5.5) имеем

дки0(г) 
дгк г € Г, к = 0, 1.

Поэтому (5.2) можно записать в виде

дку(г) 
дгк = 0, 2 € Г, к = 0,1, ....п - 1, (5.8)

где и(г) = ц(г) - и0(г). В силу (5.8)

дк+)у(г)
дгкдо> - °’ геГ к + )< п - 1. (5.9)
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В любой точке г производные функции в(г) по х и у до порядка п- 1 выражаются 
линейной комбинацией производных по г и в до порядка п - 1. Поэтому из (5.9) 
получаем

dk+>v(z) 
dxkdyJ

z Е Г, k + j < п - 1. (5.Ю)

Таким образом, из (5.8) следуют (5.6) и (5.7). Пусть теперь имеют место условия 
(5.6) и (5.7). Их можно записать в виде

dn-M*) z = х 4֊ гу € Г, (5-И)

dfc+jv(z) 
dxkdy}

= 0, z = 1. к + j < n - 2. (5-12)

к = 0,1,...,п - 1,

Известно, что если - непрерывно дифференцируемая функция в замкнутой 
области £> и удовлетворяет условию

, \ _ л - п дш^ - о г с Г
^(г°)-0’ дх “°’ ду "°’ €Г>

где z0 ~ некоторая фиксированная точка на Г, то u>(z) = 0 для любого z € Г-
Применяя это утверждение к функции

cuA.(z) =
dn~2v(z) 

дхп~2~кдук
z = х + iy, к = 0,1.....п-2,

и учитывая (5.11) и (5.12), получим u'a-(z) = 0, к = 0,— 2. Продолжая 
аналогично, получим (5.10) и (5 8). Лемма 5.1 доказана.
Пусть Л - комплексная постоянная такая, что Im А / 0. Положим

А,
-А,

для Im А > 0, 
для Im А < 0.

Рассмотрим функцию

Щг) = -L [ + d{£ + z = x -i- iy e D,
v ’ 2л՜։ Jr £ + № — x — Xy

(5.13)
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где о>(г) аналитична в £> и удовлетворяет условию Гёльдера в замкнутой области 
О.
Пусть точка г — т+ху стремится к го = Яо + »1/о € Г, оставаясь внутри области О. ч
Обозначим через ^+(го) соответствующее граничное значение интеграла (5.13).
Доказательство следующей леммы можно найти в [2]. стр. 169.

Лемма 5.2. Граничное значение интеграла (5.13) определяется формулой

=
а/(г0) + и’(^о) - ^(0), 
ы(г0) + и(рго) ~ ^(0),

для 1т А > 0, 
для 1т А < 0,

г ~ I1 
г + р

Так как 1т р > 0, то имеем |к/| < 1.
Пусть Аь...» А2п корни характеристического уравнения (5.3). Обозначим через 
Ох, образ области О при отображении г = х 4- гу € О >—> ( = х 4֊ Х}у € Ох,, 
1 = 1,...,2п. Так как О есть круг, то Ох, является внутренностью некоторого 
эллипса с центром 0. Точка 1 находится на границе всех областей Ох, > 1 = 
1,...,2п.
Пусть <р], 1 = 1, ...,2п ֊ аналитические в Ох, функции комплексных переменных,
удовлетворяющие условиям

^‘'(1) = 0, к = 0,1,...,п-2, > = 1,...,2п, (5.14)

Рассмотрим уравнение

2п
52у?;(х4-А;у) =0,
7=1

14֊ гу € О. (5-15)

Лемма 5.3. Уравнение (5.15) имеет ровно по = п(п 4-1 )/2 линейно независимых
решений.

Доказательство. Рассмотрим оператор £, = —-----А. — . Применяя опера-
оу ох

тор Ь1---Д2п_1 к (5.15), получим ”({) = 0 при £ € Рд2п- Аналогично, 
П(<) _ о £ Вх,, 3 = 1,...,2п. Следовательно, ^1?---><^2п " полиномы от

комплексных переменных порядка не выше 2п - 2. Из (5.14) имеем

2п —2

¥Ъ«) = 52 сл(<-!)*։ > = 1,...,2п,
* = п-1

(5.16)
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где с}к некоторые постоянные. Подставляя из (5.16) в (5.15), получим

Отсюда вытекает

2п —2

2п
52слЛ'=О, 1 = 0,1..... Л, к = п- 1,...,2п-2. (5.17)
7=1

При фиксированном А:, и - 1 < к < 2п-2 система (5.17) относительно с^, . , С2п,к 
имеет ровно 2п — к — 1 линейно независимых решений. Поэтому эта система 
относительно с;д. имеет ровно п(л + 1)/2 линейно независимых решений. Лемма 
5.3 доказана.
Теперь вернемся к задаче (5.1) - (5.2). Как и раньше, А1...., А2п - корни характе­
ристического уравнения (5 3). Известно (см. [3]). что общее решение уравнения 
(5.1) можно представить в виде

2п

“(*) = 52 + А^)’
>=х

(5.18)

где <ру, ] = 1,...,2п - произвольные аналитические функции в Представим 
в виде

п-2
V)«) = <ЫС) + X сл(С - 1)‘, 

* = 1
1 = 1,...,2п, (5.19)

где Сук - некоторые постоянные, т/'у՝ ] — 1.....2п произвольные аналитические
функции в О\}, удовлетворяющие условиям

^*,(1) = 0, Л = 0,1,...,п - 2, > = 1,...,2п. (5.20)

Подставляя из (5.19) в (5.18), получим

2п
и(г) = 52<ЫХ +

>=1

г = х + гу € £>.

г = х + ։у € О. (5.21)
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где Рп-2(х, у) - полином относительно действительных переменных х и у порядка 
не выше п-2. С другой стороны, при произвольном полиноме Рп_2(х,у) порядка 
не выше п — 2 функция (5.21) удовлетворяет (5.1).
В представлении (5.21) полиномы Рп-2(х,у) единственным образом определяют­
ся через и(г), причём это представление не единственное, поскольку согласно 
Лемме 5.3 функции 3 — 1,...,2п не определяются с помощью и(г) единст­
венным образом. Это создает некоторые трудности при вычислении дефектных 
чисел задачи (5.1) - (5.2). Однако, используя (5.21), можно свести задачу (5.1) - 
(5.2) к системе алгебраических уравнений.
Согласно Лемме 5.1 граничные условия (5.2) можно записать в виде (5.6) и (5.7).
Подставляя (5.21) в (5.6) и (5.7), получим

2п
^2а*Ф;(х + А;у) =9к(г), я = а; + ц/6 Г, к = 0,1,...,п - 1, (5.22)
7=1

Рп_2(2:,2/) - рц дх4у‘^Х • (5‘23)

где
Ф;(х + Хуу) = ”(* + А;у), 7 = 1,...,2п, (5.24)

9к(г) =
дп 2и0(г)

дукдхп~1~к ’ з = т + й/€Г. к = 0,1, ...,п - 1. (5.25)

В силу (5.20) и (5.24)

и*
(5.26)

где интегрирование идет от точки 1 до точки £ по прямой. Положим

{А^, для } =
—А,, для 7 = п 4֊ 1,..., 2п.

Как доказано в [2], стр. 45, функции Ф; можно записать в виде 

Ф/х + А,Р) = ±- Г ±
27г։ 7 £ + ֊ х - \}У <*(£ + д,т/), : = 1 + ^ЕО, (5.27)
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где о,, (г) аналитичны в О и удовлетворяют условию Гёльдера в замкнутой 
области О. Функции сиу, ] = 1,...,2п определяются через Ф;(х) единственным 
образом.
Подставляя (5.27) в (5.22), получим

2»։
52 А*Ф*С*о + А;։/о) = Ы*о), 20 = т0 + ։уо € Г, к = 0,1,՞...,п ֊ 1, (5.28)
7=1

где Ф?+(то + ^Уо) ~ граничное значение интеграла (5.27) при х -> го- Согласно
Лемме 5.2

Ф7+(т0 + А,у0) =
ЧД*о) + о77(^х0) - с^(0), 
цДх0) 4֊ - ч(°)-

для ) = 1,...,п,
для ] - п + 1, ...,2п,

(5.29)

где

Ы < 1, 7 = 1,...,2п.

Подставляя ФД из (5.29) в (5.28), для к = 0.- 1 получим

п 2п
52Х] Н(го)+^(^го) ֊ чдо)] + 52
7=1 7=п+1

А*[о»>(х0) +^(^то) ֊С<,(О)] = р*(*о)-

(5.30)
Рассмотрим разложение Тейлора функции о>Дх) :

ОС 
ч><2) = 52слг/’ 

7 = 0
(5.31)} = 1,...,2п.

Так как а^(х) удовлетворяет условию Гёльдера в Г. то ряд (5.31) равномерно 
сходится в круге |х| < 1. Разложим функцию 5*(-։) в ряд Фуры* :

ОС

(^) = — 0,1,..., п — 1,
/ = —ОО

(5.32)
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где

Ьц =
г

(5.33)

Подставляя (5.31), (5.32) в (5.30) и приравнивая коэффициенты при Zq. получим

2п
* AjCjo — ^ао՛ к 0.1, ...,п 1,

>=1
(5.34)

п 2п
ЕАЬ< + Е Aji/Jcj, = * = 0,1..... п-1, 1>1, (5.35)
J=1 j=n+l

п 2п
ЕА*4С>' + 52 А‘ея = Ь._։, * = 0,1, ...,п — 1, 1>1. (5.36)
J=1 J=n+1

Таким образом, задача (5.1). (5.2) сводится к системе (5.34) - (5.36) алгебраичес­
ких уравнений относительно коэффициентов разложения (5.31). Система (5.34) 
всегда разрешима относительно коэффициентов сю, ...,С2„ о- а соответствующая 
однородная система имеет ровно п линейно независимых решений.
Пусть Bi, I > 1 - основная матрица системы (5.35), (5.36) относительно 
сц, ...,C2nj. Так как корни Л] Азп суть простые и |^7| < 1, то предел Вж по­
следовательности Bi при / —> оо существует и det. Вх 0. Поэтому существует 
число Zq такое, что

det Bi / 0 для всех I > 10. (5.37)

Это означает, что для I > 1ц система (5.35), (5.36) имеет единственное решение. 
Чтобы решить систему (5.34) зададим произвольные постоянные Сп+х.о» •••>с2п.о* 
Тогда постоянные сю, определяются единственным образом. Решая систе­
му (5.35), (5.36) при каждом фиксированном I, найдем все коэффициенты разло­
жения (5.31). ‘
Из (5.34) следует, что функции <д(г), к = 0,1,...,п - 1 имеют непрерывные 
производные до порядка п + 1. Следовательно, из (5.33) имеем

|Ь*|| < к = 0,1, ...,п - 1, I > 1, (5.38)
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где с - некоторая постоянная, не зависящая от к и I. В силу (5.37) и (5.38) решение 
системы (5.35), (5.36) при I > /о удовлетворяет неравенству

1с;/| _ ^п+1 ’ 7 ~ I > ^0։ (5.39)

где со - некоторая положительная постоянная, не зависящая от ] и I. Следова­
тельно, чтобы получить нужную точность решения задачи (5.1), (5.2), достаточ­
но решить систему (5.35), (5.36) для некоторого I < 1\, заменяя коэффициенты 
в (5.31) при I > /1 нулем. Выбор /1 зависит от (5.39) и точности приближенного 
решения.
Пусть Г) - ранг матрицы Вр Число ко линейно независимых решений однородной 
системы (5.34) - (5.36) (для Ьн = 0. к = 0,1,...,п—1,1 > 1) определяется формулой

ЭС

(5.40)

Из (5.37) следует, что слагаемые в (5.40) равны нулю при достаточно больших 
I.
Теперь, используя (5.40) и Лемму 5.3. определим число линейно независимых 
решений однородной задачи (5.1) (5.2). Согласно (5.21) - (5.24), решение
однородной задачи (5.1) ֊ (5.2) определяется формулой (5.18), где <р;, 1 = 1,...,2п 
- общее решение задачи

2п
£а^"-։)(1 + а^) = о, 
7=1

х + (у € Г, к = 0,1, ....п — 1, (5.41)

удовлетворяющее условиям

<^°(1)=0. / = 0.1....,п-2. ; = 1,...,2п. (5.42)

Так как задачу (5.41). (5.42) можно свести к однородным уравнениям (5.34) 
(5.36) при помощи представлений (5.26), (5.27) и (5.31). и эти представления 
единственным образом определяются по исходным функциям, то число линейно 
независимых решений однородной задачи (5.41), (5.42) и однородной системы 
(5.34) - (5.36) совпадают.
Пусть у>1р, ...,у>2п.Р (р = 1,...,*о) - линейно независимые решения задачи (5.41). 
(5.42), где ко определяется формулой (5.40). Ясно, что решение уравнения (5.15)
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удовлетворяет (5.41), (5.42). Согласно Лемме 5.3 уравнение (5.15) имеет ровно 
п0 = п(п+1)/2 линейно независимых решений. Следовательно, в качестве первых 
т»о решений задачи (5.41). (5.42), можем взять линейно независимые решения 
уравнения (5.15). Имеем

2п

52 + Ац/) = о,
*=1

х + *.у Е О, р = 1,...,п0. (5.43)

Подставляя общее решение задачи (5.41), (5.42) в (5.18) и используя (5.43), 
получим

*0
м(г) = 52 ЫчМ, 

к= Но 4՜ 1
(5-44)

где

2п
«*(*) = 52 ¥>>*(* + к ~ по +

>=1

а с* - произвольные постоянные. Предположим, что

*0
52 с*и*(г) = 0, г 6 £>.

А*=по +1

Тогда вектор-функция 

является решением уравнения (5.15). Поэтому

*о По

52 с*(¥’и(^+Аи/),...,^2пд(И-А2„у)) = 52са(¥’п(1+А1у),...,^2п>*(14-А2„1/)), 
А>=п0 + 1 1

(5.45)
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где Ci,...,cA-0 - некоторые постоянные. С другой стороны, поскольку вектор- 
функции •••■><^2п,а.-)։ к 1,...,ко линейно независимы, то из (5.45) вытекает 
cjt = 0, k 1,л<)- Поэтому функции Ufc(z), к — no +1,kq линейно независимы. 
Учитывая (5.44) заключаем, что Kq = ко—по, где Kq - число линейно независимых 
решений однородной задачи (5.1), (5.2). Из Леммы 5.3 и (5.40) получим

= f(2„ - г,) _ .
(5.46)

Таким образом, доказали следующую теорему.

Теорема 5.1. Неоднородная задача (5.1) (5.2) имеет решение тогда и только 
тогда, когда имеет решение система алгебраических уравнений (5.34) - (5.36). 
Число к'о линейно независимых решений однородной задачи (5.1) - (5.2) опреде­
ляется формулой (5.46).
Из фредгольмовости задачи (5.1) - (5.2) вытекают следующие утверждения.

Следствие 5.1. Для любых /к(х), к = 0,1,...,г* - 1 задача (5.1) - (5.2) имеет 
единственное решение тогда и только тогда, когда

£(2н - п) = ---֊֊■■ (5.47)
1=1

Следствие 5.2. Если выполнено условие (5.47), то неоднородная система (5.34) 
- (5.36) всегда разрешима для любых Ьн из (5.33).
Если коэффициенты уравнения (5.1) действительны, то задача (5.1), (5.2) имеет 
единственное решение (см. [10]). Поэтому в этом случае, система (5.34) - (5.36) 
также разрешима для любых Ьы из (5.33).

Замечание 5.1. Так как д*.(г), к = 0,1,...,п ֊ 1 - функции специального вида 
и правые части системы (5.34), (5.35) определяются по формуле (5.33). то для 
некоторых номеров I = детерминант матрицы В/ равен нулю. Однако,
для таких правых частей система (5.34), (5.35) всегда разрешима.

Замечание 5.2. Если задача (5.1) (5.2) имеет единственное решение, то для
ее решения достаточно найти одно решение системы (5.34) (5.36).

Abstract. The paper considers the properly elliptic equations in multiply connected 
domains. An effective solution of Dirichlet problem is proposed by reduction to 
Fredholm integral equation of the second kind. Conditions ensuring unique solvability- 
are derived.
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