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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

ЗАДАЧА РИМАНА-ГИЛЬБЕРТА 
В ЭЛЛИПСООБРАЗНЫХ ОБЛАСТЯХ

В. А. Ирицян

Ереванский государственный университет

Пусть Г - контур на комплексной плоскости, который задан параметрическим 
уравнением

P 
t - v

t = е,в (0.1)

где R > 0 - действительная постоянная, р и v - комплексные постоянные, 
удовлетворяющие условиям |д| < 1, |v| < 1 - Функция a = a(t) взаимно 
однозначно отображает окружность |/| = 1 на контур Г. При v = 0 контур Г 
является эллипсом.
Область, ограниченную контуром Г. назовём э-областью. В этой статье указы­
вается эффективный метод решения задачи Римана-Гильберта для э-областей. 
Напомним, что решение задачи Римана-Гильберта в области D определяется 
как функция аналитичная в области D и на границе Г удовлетворяющая 
условию

Re[a(z) ф)] = ф), z 6 Г, (0.2)

где а(г) и действительнозначная функция /(г) суть заданные функции на Г. 
Предположим, что функция </?(г) удовлетворяет условию Гёльдера в замкнутой 
области Т) = /) + Г, а ф) и /(г) удовлетворяют этому условию на Г.

§1 . СЛУЧАЙ ф) = 1
Рассмотрим сначала задачу (0.2) в частном случае ф) = 1 :

Ве[<ф)] = /(z), (11)

Решение задачи (1.1) ищем в виде

(1.2)
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где о>(т) аналитическая функция в круге |т| < 1 и удовлетворяет условию 
Гёльдера в замкнутом круге |т| < 1. Применив формулу Сохоцкого к интегралу 
(1.2), получим ([1], стр. 66)

<^(а(*о)) = + X—£ 27Г г
и/(т)а'(т) (1т
а(т) - а(г0) ՛ (1-3)

Подставляя а(<) из (0.1) в (1.3), получим

¥?(сг(«о)) = -си(«о) +
1 

2тг ։
[ - у)[(т - у)2 - д] Лт
|г|=։ (։• - ։')(’■ - *о)[(’՜ ֊ V)(«о - «) - д)'

(1.4)

Интеграл в (1.4) понимается в смысле главного значения по Коши. Отмстим, что 
подынтегральная функция в (1.4) имеет особенности в точках Т1 = V, т2 = <0. 
тз = у + д/(<о ~ ^), где и и тз - внутренние точки, а т2 - граничная точка. 
Вычислив последний интеграл с помощью вычетов, получим

<^(а(«о)) = и/(^о) ~ <^(и) + Р 
1о ~ у

(15)

Подставляя у>(а(<о)) из (1.5) в (1.1) при г = сг(£0), получим

ае(о/(«п) + а>03(«о)) ֊ о>(и)) = /(а(*0)), |*о| = Ь (1.6)

где
р(И) = -.-Ц=

1 - и*0 1 (1.7)

с учётом того, что <о = 1 и Пеи>(/3(^о)) = Кеси(/3(£о)). Так как функция 
ц/(£) 4- си(/3(«)) - ш(у) аналитична в круге |<| < 1, то в силу (1.6) её можно
определить, используя интеграл Шварца (см. [3], стр. 233) : 

где

Ие) + ^(1))-^(ц) = К(О4֊»со И<1, (1.8)

֊/(«(т))4в, (т = е"), (1.9)

и Со произвольная действительная постоянная. Так как |и| < 1 - Др] и |д| < 1, 
то

1/3(1)! < у֊֊д + М < 1, |։| < 1. (1.Ю)

Следовательно, функция (3(1) отображает область |1| < 1 в себя.
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В круп; |t| < 1 рассмотрим следующие уравнения :

t =/?(<),

t = /W(t)).

(Ill)

(1-12)

Заметим, что (112) является квадратным уравнением относительно комплексной 
переменной t. Из (1.10) следует (см. [3]), что оба уравнения (1.11) и (1.12) имеют 
единственные решения в круге |t| < 1. совпадающие друг с другом. Это решение 
обозначим через to. Аналитическую функцию w(t) представим в виде

w(t) = с + (t - t0) wo(t), (ИЗ)

где с - произвольная комплексная постоянная, а и>о(() - аналитическая функция 
в круге |£| < 1. Подставляя ш(1) из (1.13) в (1.8) и учитывая, что <о = /З(^), 
получим

(1 - »„) ыМ + ^(^((»(Ж - Ж)) + с ֊ (V - (о) «о(«) = Г(<) +<со. (1.14)

В силу (1.7)

^-^=(1ЛоГЛж)-
Подставляя (1.15) в (1.14), получим

(115)

(t - to) w0(t) + 77—/J + C ֊ (v - to) wo(v) = F(t) +1 Co, (116)
(1 — vt)(l — vto)

и из (1.16)
с — (v — to) «4>(v) = F(to) + t Co-

Согласно (1.17) уравнение (1.16) можно записать в виде 

u^o(t) + 77------ 7771 ~:^о(0(1)) = ^b(t),
(] - vt)(l - vto)

(1.17)

(1 18)

г “ F(fo)
где F0(t) = ---- -----------. Поскольку (1 - vt)(l ֊ vt0)

< 1, то уравнение (1.8)

можно решить методом последовательных приближений. Подставляя решение

и>о(£) уравнения (1.18) в (1.17), получим постоянную с.
Таким образом, частное решение задачи (1.1) определяется по (1.2), где ол(0 
как и в (1.13), а постоянная с определяется по (117) при Со = 0, а ш0(1) - 
решение уравнения (1.18). Общее решение задачи (1.1) определяется формулой
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0(г) = Фо(>) + ։Сь где Фо(х) ~ частное решение задачи (1.1), а С\ произволь­
ная действительная постоянная. Используя стандартную технику ([4], стр. 243) 
общий случай сводится к случаю а(г) = 1, т.е. задачу (0.2) можно свести к (1.1).
§2 . КОНФОРМНОЕ ОТОБРАЖЕНИЕ Э-ОБЛАСТЕЙ
Пусть 1) э֊область, и пусть Ф(г) - конформное отображение области И на 
КРУГ К1 < 1 и удовлетворяет условию Ф(0) = 0. Ясно, что функция Ф(г)г 1 
аналитична в И и удовлетворяет условию

Ф(г)г 1 / 0, г € В. (2.1)

Рассмотрим функцию

Ф1 (г) = 1п Ф(г)՜
2 (2-2)

где под логарифмом понимается некоторая непрерывная ветвь в О. Из (2.1) 
следует, что такая ветвь существует и она аналитична в И. Из (2.2) имеем

КеФ1(2) = 1п^^
(2-3)

Так как функция Ф(г) отображает Г на окружность |£| = 1, то имеем |Ф(г)| = 1, 
г € Г. Поэтому из (2.3) получим

Ие Ф! (2) = 1п — г е г. (2.4)

Пусть Фо(з) _ частное решение задачи (1.1) при /(2) = 1п —. Тогда из (2.4) 
121имеем

Ф1 (г) = Фо(-г) + ։С0, (2.5)

где Со вещественная постоянная. Из (2.2) и (2.5) получаем

Ф(2) = 2вФо(г)е‘Со, (2.6)

2е*о(г) = ф(2)е ,с° (2.7)

Так как функция Ф(г) конформно отображает £) на круг |£| < 1, то из (2-7) 
следует, что функция 2еФо(:| также конформно отображает область I) на круг 
К| < 1. Следовательно, функция Ф(г) имеет представление (2.6) с произвольной 
вещественной постоянной Со-
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Таким образом, чтобы определить Ф(г) достаточно найти частное решение

задачи (1.1) для /(г) = 1п — = Яе 
И

Яе I 1п —— ), |<| = 1 в (1.1), получим
\ <*(0/

Подставляя г = сг(1). /(г) =

1 — в <Ле [։/?(«(<))] = Яс
/1(1 - V1. + р Р)

(28)

Согласно (1.2) и (1.5), из (2.8) выводим (1.8), где

Г(0 = 1п
1 - V <

/?(1 - и! + /И2)
(29)

Таким образом, конформное отображение области £) на круг |£| < 1 сводится к 
решению уравнения (1.8). где 7?(<) функция (2.9). Отметим, что указанный метод 
можно использовать для решения задачи Дирихле в э֊областях.
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