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Резюме. В статье рассматривается задача оптимального управления, описыва
емая системой с распределёнными параметрами, и приведены необходимые усло
вия существования оптимального управления.

§0. ВВЕДЕНИЕ
Пусть П С 1Я3 - ограниченная область с достаточно гладкой границей Г = 50.

В цилиндре 0 = П х(0,Т) рассмотрим нелинейное параболическое уравнение

Щ + ճ2ս - ^(а^Дх)^,)^ - и3 = V, 
м

(0.1)

а ац € суть эле- 
дх,

где Ճ2 - бигармонический оператор: и, = —. սր 
օէ

менты симметрической неотрицательно определённой матрицы. Функция управ

ления в(х. է) задайа. Подчиним решение ս(ւ,է) уравнения (0.1) следующим усло

виям :

и(х,0) = и°(т), х € Զ, (0.2)

(0.3)

где Е = Г х (0,Т) - боковая поверхность цилиндра С}, а и - направление внешней 

нормали к границе Г.
Переменную и можно интерпретировать как состояние некоторой системы (см. 
[1]). а V как переменную управления. Рассмотрим множество пар {и, и) управ
ление состояние и предположим, что переменная управления V удовлетворяет
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условию

V € Und С L2{Q), (0 4)

где иа<1 некоторое непустое замкнутое выпуклое множество.

Один из подходов исследования разрешимости задачи (0.1) — (0 3) заключается в 
сведении её к экстремальной задаче (см., например, [2]). Рассмотрим функционал

J(v,u) — ||u — u,f||2<i(Q) (05)

где ud € L°(Q) и /V > 0 считаются заданными, а параметр а будет уточнён 

ниже. };щача “оптимального управления” заключается в нахождении inf J(v,u) 
по решениям {v,u) задачи (0.1) — (0.3), на множестве Uad х La(Q) Пара 
{voO*o}5 Для которой достигается минимум функционала называется

оптимальной.

Известно (см., например, [1] и библиографию в ней), что для v 6 L2(Q) нелиней

ная задача (0.1) — (0.3), вообще говоря, не имеет глобальных решений по време
ни. Итак, необходимо выбрать соответствующие функциональные пространства, 

в которых задача (0.1) — (0.3) корректно поставлена.

В статье исследуется задача оптимального управления, описываемая системой с 

распределёнными параметрами (0.1) — (0.3), и приведены необходимые условия 

существования оптимальных пар.

§1. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ПРОСТРАНСТВА И 
ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Пусть Q С IR’։ - ограниченная область с достаточно гладкой границей Г = dfl. 

Для натурального m и любого 1 < А < сю рассмотрим банахово пространство

Игт'А(П) = {u: rnueLA(Q), Va, |а| < m} (1.1)

с нормой

V-П ™ d|n|
где о = (ft1։...,ftn) - мультииндекс, |o| = °* иР“ = дх*՝ ...dx?,n ՛
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Обозначим через 1ФГП|'1А(^) = {и: 6 £?((?), |а| < ш, и< € ЬХ(С2)} банахо-
ч

по пространство функций и(хЛ), определённых в цилиндре С), с нормой

Известно (см. [1], [2]), что ИгтЛА(^) совпадаете пространством функций и(.г,0, 

удовлетворяющих и € £А(0,Т, ИЛГ”,1(Л)) и и* (Е ЬА(0, Т, ТА(17)).

Теперь приведём несколько хорошо известных результатов, которые будем ис

пользовать ниже.

Теорема А ([1]). Пространство W4’1A(Q) непрерывным образом вкладывается 

в LP(Q), где \/р = 1/А - 4/(п + 4), р > 0. а вложение

W4՝^(Q) —* L“-e(Q) (1.2)

компактно при любом е > 0, где п - размерность области П. 
О

Обозначим через Я2 (17) = И 2 (17), Н2(П) = замыкание в норме Н2(17) финит

ных. бесконечно дифференцируемых функций, а Я~2(9) = пространство, со-С
пряженное Н2(17)

Теорема В ([3], Теорема 1). Пусть функция и(х, I), удовлетворяющая услови
ям

и € Т2(0, Т, Я2(17)), € £2(0,Т,Н-2(17)), ц(т,0) = 0 (1.3)

и (0.3). является решением линейного однородного уравнения

и, + Д2и ֊ ^2(а։> (х) иХ} )х. -I- т(х, 0 и = 0, 

м

где матрица ||а,?(т)|| как и во Введении, а m е L7/4(Q). Тогда и = 0.

Теорема С ([4]). При 3 < a < 21/4 существует оптимальная пара (vo, txo} для 
функционала min J(v, и).

§2. НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ ОПТИМАЛЬНОСТИ
В этом параграфе приведены условия, необходимые для существования опти
мального управления.
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Лемма 2.1. Пусть {v,u} ֊ оптимальная пара для J(v.u) с v Е L2(Q), u Е 
((?)» (° > 3), з р € И 4 1'° (Q), (1/о 4- 1/а' = 1) функция такая, что

р(т,Т) = О, (2.1)

Тогда тройка {v,u,pj удовлетворяет системе уравнений

Ut 4- A2u 4- Си - и3 = v,

где Си = - ^((atj(x)uz<)

-pt + А2р+Cp-3u2p=\u-ud\Q 2(u-ud),

(2.2)

(2.3)

4֊ TV v) (w - v) dx dt > 0, для любых v,w E If ad, (2.4)

и выполнены условия (0.2), (0.3).

Доказательство : Пусть {г, и} - оптимальная пара. Для производной Фреше 

имеем
/= у- Т(у 4- р(м - V)) >0. (2.5)

“Р Р=о

В силу (0.5) с
о ди
и = — получим 

др

I = <- —||u (v 4- p(w - v)) ֊ Ud||L-(Q) 
[ a dp

jj |u — uj|° 2 (u — Ud) udxdt + N J J v (w — v) dx dt. (2.6)

Из (0.1) следует, что u(v 4- p(u> ~ v)) является решением задачи

ut 4- A2 u 4- С и - 3 u2 (2.7)

u(z,0) = 0,
д и 
ди

(2.8)

оu = w — V.
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Умножая тождество (2.3) на и, интегрируя по области Q и используя (2.8) и 

формулу Гаусса-Остроградского, получим

О 
(и — и^) и dr dt.

Отсюда, в силу (2.5) и (2.7) вытекает результат. Лемма 2.1 доказана.

Теорема 2.1. Пусть 7/2 < а < 6 и {и,и} - произвольная оптимальная пара. 
Существует тройка {с,и.р} с к € IV4л °/3(<2), р € И'41,0 (ф), удовлетворяющая 

системе (2.2) — (2.4) и условиям (0.2), (0.3) и (2.1).

Для доказательства Теоремы 2.1 воспользуемся методом адаптированного штра
фа [5]. Для этого рассмотрим штрафной функционал Л (г, и), определённый на 

множестве пар {и, и}

N 1
Л(V, и) = -||и - Ud||£o(Q) 4- — ||v||b(Q) + — ||и, 4- д2и + Си - и3 - v||l2(Q), (2.9) 

С Г X С

где v € Uad с L2(Q), и е L°(Q) И

ut 4֊ Д2и 4- Си - и3 € L2(Q), и(т,0) = u°(z) (210)

и е > 0 - параметр штрафа.

Предварительно получим ряд вспомогательных результатов.

Лемма 2.2. Существует пара {vc,u£} такая, что Je(ve,ue) = inf Je(v,u), где 

инфимум распространяется по всем парам {v, и}, удовлетворяющим (2.10).

Доказательство : Предположим, что множество допустимых пар {։՛, и} непус
то. Тогда, inf Jf(u. и) < ос.
Пусть {и„,и;։} - минимизирующая последовательность для функционала Jf.

Имеем JT(v!n,u!n) < с, где с > 0 некоторая постоянная. Из (2.9) следует, что

ll<lit2«?) < с, п = 1,2.... (211)

^ + A; + ^ = «)։+<4. (2.12)

IIuhIIl"(Q) < С,



Задача оптимального управления ... G3

В силу (2.11) последовательность «)3 4-< принадлежит Ln/3(Q) и ограничена. 
Из (2.12) имеем и£ 6 W4,l,a/3(Q) и

< С. п = 1,2,... (213)

Переходя к подпоследовательностям 
(2.12) получим слабую сходимость

и сохраняя обозначения, согласно (2 11),

lim v'n =v- в L2(Q) и 
п—>оо lim u; = tr в И'*4,1.’0/3 (О), 

п—юс

В силу Теоремы А (см. (1.2)), отсюда вытекает сильная сходимость в L2(Q), и, 
стало быть, в La^3(Q).

Переходя вновь к подпоследовательностям, имеем lim u£n — u: почти всю- 
п—юс

ду. Следовательно, lim (u„)3 = (tr)3 почти всюду. Учитывая ограниченность 
п—>оо

{(un)3}n^=l в ba//3(Q) заключаем, что lim (u£ )3 = (uf)3 в La^3(Q) слабо. 
II—ЮС

Вычисляя предел в (2.12), получим

u€t 4- Д2ис 4- £tr = (u£)3 4֊ ve.

Таким образом, {и£,«£} - допустимая пара. Поскольку {н£,и£} - минимизирую
щая последовательность для Л, то {н£,и£) - оптимальная пара. Лемма 2.2 дока

зана. Для получения систем оптимальности используем процесс аппроксимации. 

Следуя работе [5]. рассмотрим штрафной функционал

J“(v,u) = Jf(v,u) 4- - ||v - i'o|Il2(Q) + z IIй ~ uoIIl^qp (214)

где функции V, и удовлетворяют (2.10), .Л(и,и) задаётся выражением (2.9), а 

{ио, ио} - оптимальная пара для задачи 7(и,и).

Лемма 2.3. Существует пара {ие,иг} такая, что

J?(ve,u£) = inf J£°(v,u), (215)

где инфимум распространяется на множество {и, и}, удовлетворяющих (2.10).

Доказательство опускаем, поскольку оно аналогично доказательству Леммы 2.2.
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Лемма 2.4. Пусть решение задачи (2.15) и 7/2 < а < 6. Тогда при

»е ֊> го

« -> иО

«г -> ио

В СИЛЬНО,
ч 

в Ри(<?) СИЛЬНО, 

В №41’а/3(3) слабо.

(215')

Доказательство : Пусть {г£,и£} - решение задачи (2.15). Тогда существует
постоянная с > 0 такая, что Л°(г£.и£) < с. Действительно, из (0.5), (2.9) и (2.14)

имеем
■/.- (г£, и£) < Тс (го • ио) — Т (Гц, и0) ■ (216)

Отсюда следует

II«сНг,-(С?) < с> НМь2«?) < С.

(2-17)

L2(Q}

Переходя к подпоследовательностям и£, и£, из (2.17) получим

1ппгг=г в L2(Q) слабо, Пши£=и в Ра((?) слабо.

В силу (2.17) последовательность и? принадлежит Ьа/3(С)) и ограничена. Поэто

му • ' ' ' ' :1ЛГ

< НМьа«Э) + з/£с < с(1 + х/ё).

Следовательно, ||и,||и <1«/з(р) < Сх, где С] > 0 - некоторая постоянная. Снова 
переходя к подпоследовательности, при е —> 0 имеем Нппь = и в И/41,а>/3((2) 

слабо.

Как и в док азател ьствг Леммы 2.2 можно выбрать подпоследовательности такие, 
что при е -> 0 

1ппм3 = й3 в слабо.
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Вычисляя предел в (2.18) при е -> 0, получим

+ Д2й + Гй ֊ й3 = V.

Это означает, что {и, й} есть допустимая пара. Для завершения доказательства 

осталось показать, что й = и0 и и = ио Имеем

~ ие) + - ||у£ - УоНЪ«?) + 2 Н“е ~ ^0Н£.2(<?) >

> </(уе,ие) + 9 ||иг — Уо|1ь2(Р) + 2 ||“г ~ “О111։«?)•

При о > 7/2, в силу Теоремы А имеем и£ -> й в Та((?). Следовательно, и? -> й 

также в £°(ф). Учитывая (2.16) заключаем, что {и£,и£} есть минимизирующая 
последовательность для функционала 7(и,и). Следовательно, имеет место оценка

ПтЫ 7“(ис,и£) > 7(й,й) + ֊ ||и - ио+ х 11“ ~ “оНЬ«?)- (2 19)

С другой стороны

Итяир7£°(ие,и£) < 7(ио,“о)- (2.20)

Итак, из (2.19) и (2.20), 7(?,й) < 7(и0,и0), и 7(и,й) = Лу0.и0), поскольку 

{ио, ио} ~ оптимальная пара для 7. В силу (2.19)

7(ио.г»о) > 7(ио,ио) + Ни ~ МЬ«?) + 2 11“ “ “оНЬ«})-

Отсюда вытекает и — ио и й = ио- Ясно, что при € —> 0 имеем 7(сг,иг) —> 
7(у0,и0). Поэтому последовательность {и£,и₽} аппроксимирует пару {ио,ио} и 

условие (2.15') выполнено. Доказательство Леммы 2.4 завершено.
Теперь выпишем систему оптимальности для задачи со штрафом (2.15). Пусть 

{и£,иг} некоторое решение этой задачи. Тогда необходима выполнимость

следующих условий :

֊^7£ (и£,иг + А<) 
(IЛ А=О
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для любого { € И'41 “'’(<?), 4(1,0) = 0, {|Е = = 0 и
Е

-^■Уеа(ре 4-А(ц - «е),ие) >0
«А ՝ х=о

(2.21)

для любого V € иа({- Следовательно, в силу (2.20)

где р£

4֊ [|«е - 2 К — иа) 4- ие — ио] = 0,

(2.22)

1 / дис 
е \ д1

4- Д2и£ 4֊ СиЕ — и? - ие .

Интегрируя по частям первое слагаемое в (2.22) и полагая

рг(х,Т) = 0, (2.23)

ПОЛУЧИМ

£ Их (11 = 0.

Поскольку функция С(т,<) постоянна, то

- 4- Д2р£ 4֊ £р£ - Зи2р£ = |и£ - и</|°՜2 («г - иа) 4֊ иг - ио- (2.24)
О1

Таким образом, функция р£(т, <) есть слабое решение задачи (2.23), (2.24). Далее,

учитывгш (2.21), после некоторых вычислений для любого V € (7оа получим

(р£ 4- (М 4- 1) - До) (« — «г) > 0. (2.25)

Итак, для определения системы оптимальности для задачи (2.15) должны найти 
тройку {дг,ие,р£}, удовлетворяющую уравнению (2.24) и условиям (2.10), (2.23), 
(2.25). Следующая Лемма содержит априорную оценку для р£(х, <), которая будет 
использована в доказательстве Теоремы 2.1.



Задача оптимального управления ... 67

Лемма 2.5. При а > 7/2 существует некоторая постоянная с > 0, для которой

1|Р;11£»/(*-’чд) < с. (2.26)

Прежде чем перейти к доказательству Леммы 2.5, вычислим предел в (2.24). Из 
(2.17) и (2.26) следует, что последовательность и^ре ограничена в £° (ф), где 
1/а + 1/о' = 1. Действительно, по неравенству Гёльдера

и* 2Рг|а (Зле <11

-^-4-Д27,+£<7? = 3и2д£ +
01

х

с некоторой постоянной С1 > 0. Далее, поскольку (ие — ио) € £°(0) и а > 7/2. 
то имеем (ие - п0) € Т°'(ф). Отсюда, в силу Леммы 2.4, ||и, - ио1|£о'(<?) -> 0 

при е —> 0. Величина 3 и~ ре + |иг — иа|°՜2 (нс — ив) 4- иг — но ограничена в 
пространстве Ь°'(<2), откуда вытекает рг € И4 1>о ((?) и ||рг||п « ։■«' ֊ с? с 

некоторой постоянной сг-
Теперь, переходя к подпоследовательности и совершая слабый предельный пере
ход в (2.24) заключаем, что ро = 1ипрг 6 И'՜41’“'. Итак, тройка {и0.ро. во) удов

летворяет системе оптимальности (2.2) — (2.4), и выполняются условия (0.2), 

(0.3) и (2.1).

Доказательство Леммы 2.5 : Предположим обратное, т.е. что при £ —> 0

Цр-'1к“/<“-։>(£?) °°- (2.27)

ре а _ *Положим а, = тт—77---------, где р — —
1|Ре11^’(<?> 3

Уравнение (2.24) можно переписать в виде

1
1|Рг II £“'(<?)

[|и< - и</|а 2 (ие - и</) + ие - Во] ■ (2.28)
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Так как ||</, ||£.‘’'(0) = 70 с Учётом (2-28) имеем

||?г||ц'«։-п'(р) — С։ (2.29)

При п > 7/2. 1//?' > (а - 1)/а - 4/7, пб Теореме А имеем компактное вложение 
И'4 1п (<2) С £/* (ф). Следовательно, переходя к подпоследовательностям, из 

(2.29) при £ —> О получим

д( -> до в IV4՛1՛0 (ф) слабо, д£ -> до в Ь:) ((/) сильно.

Переходя к пределу в (2.28), с учётом (2.27) заключаем, что до(т,1) - решение 

следующей линейной (относительно до) смешанной задачи :

ддо
?о + £-Цо ~ 3 Ио <7о — О,

11?о||£в'(р) — 1.

<70(2:, т) = о,

(2.30)

(2.31)

(2.32)’°11 _ аи

Итак, если доказать единственность сильного решения задачи (2.30) — (2.32) 

(см. Теорему В), будем иметь требуемое противоречие.

Лемма 2.6. Пусть 7/2 < а < 21/4. Решение д0 задачи (2.30) — (2.32) удовле

творяет условиям

чо е £2(0,Т,Н2(0)), е £2(о,т,я-’(П)). (2.33)

Доказательство : Покажем, что до € Щ) влечёт до Е £°°(О). Поскольку 
ио € Иг41'°/3(4), то в силу Теоремы А имеем следующее непрерывное вложение

им,1,о/3((?) с 7 а
ГДе “=2^Г (2.34)

Отсюда имеем Нц € Ь"/ 2((?). В силу Теоремы А имеем непрерывное вложение

И'4’1’0'«?) С 2Л(Р)» где 7 = (2.35)
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Используя 7о € IV41 “'((?) С &((}) покажем, что и§д0 € Ьр((}). где р = - —— .
35 - 5 о

Действительно, поскольку 7 = РР
Р֊2р' ввиду (2.34) и (2.35) получим

У^|и^оГ</гЛ < (К (|«0|2«')‘‘/(ад <Гг Л

/ г г \(р-2р)/д
х ил, |9"1'>',№’2'”*<й) = нм^имг,«,, < оо.

Из (2.30) следует, что д0 € 1У4Л՝Р((}) с Б՜11 (<У), где — =
71

1 4 7а
- ֊ ֊ и 71 = ——— > 7
р 7 35 - 9а

при а > 7/2. Продолжая этот процесс заключаем, что д0 € Б00^). Так как 
Ио9о € Ь/</2(<2), то используя (2.30), получим

Чо е (2.36)

В силу теорем вложения (см. [1], [б]) из (2.36) при а > 7/2 имеем И/41,р/2((2) С 
Л2(0, Т, Н2(П)). Учитывая (2.32), до € £2(0. Г, А2(П)), откуда следует первое 

утверждение из (2.33). Для завершения доказательства осталось показать, что

-֊ € Ь2(0,71, Н 2($7)). В силу (2.30) для любого <р € £2(0,Т. Я2(П)) 
д1

-I- С1 ||?о||ьа(о,т.н|(П)) Н^11ь։(0.т.н1 (П)) + с2 Пио </о11ь~«?) 1Мка((?) < 

< Сз ||¥’||ь2(0.Т.На(П))»

где Сз > 0 - некоторая постоянная, не зависящая от а < • > распределение.

Таким образом, доказали, что 6 £ (0, Т.Н ’(^)). Лемма 2.6 доказана.
Теперь в силу Леммы 2.6 можно применить Теорему В. чем и завершается 
доказательство Леммы 2.5. Наконец, Теорема 2.1 следует из Лемм 2.2 -- 2.6.

дд0
-дГ-'р>

д<р 
дт, дх}

< ||до11ьа(о.т.№(П)) 11<с’11ь2(о.т.нг(пп +

(1х <2«+
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Abstract. The paper considers a problem of optimal control described by a system 
with distributed parameters, and suggests conditions necessary for existence of 
optimal control. 9
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