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ОЦЕНКИ СВЕРХУ ФУНКЦИОНАЛЬНОЙ 
РАЗМЕРНОСТИ ПРОСТРАНСТВА РЕШЕНИЙ 

ГИПОЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

В. Н. Маргарян

Бюраканская астрофизическая обсерватория

Резюме. В статье рассмотрены гипоэллиптические операторы Р(Б) с постоян­
ными коэффициентами, и установлены оценки сверху функциональной размер­
ности пространства решений уравнения Р(/)) и = 0. Оценки определяются по 
поведению символа оператора Р(Б) в бесконечности.

§1. ВВЕДЕНИЕ
Для заданного компакта Г и е > 0, Л. Понтрягиным и Л. Шнирелманом [1] была 
определена функция А(е. Е) как минимальное число замкнутых множеств с диа­
метром, не превосходящим б, покрывающих Е. В [1] через 1У(е,Р) определяется 
метрический порядок компакта Е. Доказано, что для всех метрик компакта Е, 
не меняющих топологию, величина 

k(F) = liin inf г-»о
1пДГ(с,Е)

1П£-1

равна размерности Е. В частности. k(F) является топологическим инвариантом. 
В [2] А. Колмогоровым и В. Тихомировым было доказано, что для некото­
рых вполне ограниченных множеств Е аналитических функций, е-энтропия 
Н(е, F) = ln N(e, F) ведет себя как (lue՜1)’, при е -* 0.

Работа выполнена при финансовой поддержке INTAS Grant No. 99-01080.

Рассмотрим так называемую функциональную размерность множества А глад­
ких функций :

1пЯ(е,А)
af А = 1пп inf ——;-----—f-»o in Ine-1
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Пусть Е локально выпуклое пространство. V окрестность нуля в Е, а А С Е 
некоторое множество. Для заданного г > 0 множество В называется е-сстью 

множества А относительно (7. если А С В 4֊ е и.
Для заданного множества А С Е обозначим через Л'(А.с[7) наименьшее число 
элементов е-сети множества А относительно и. Далее, через М(А,?и) обозна­
чим максимальное число элементов т։.....хт € А, для которых х, — х} $ € и при
г / = 1, ...,тп. Имеем (см. [2]) Л/(.4,2еII) < ЩА,€и).

Определение 1 (см. [2]). Для заданного линейного, локально выпуклого про­
странства Е функциональной размерностью Е является

И./ Е = вир П1Г Нгпзир
Г 1 ?-»0

1п Н(У.£Ц)
)п 1п е՜1

где II и V пробегают все окрестности нуля в Е.

В [3] К). Комурой доказано, что если Р(Е) гипоэллиптический оператор с по­
стоянными коэффициентами, то (// А'(Р) < оо. где ЩР) = {и: и 6 С, Р(В)и = 
О как распределение } и <//Л^(Р) = п, если Р(Р) - эллиптический оператор от п 
переменных В [4] [7] получены оценки сверху и снизу функциональной размер­
ности пространств решений для некоторых классов гипоэллиптических уравне­
ний. В [8] доказано, что с// И(Р) = п тогда и только тогда, когда Р(В) является 
эллиптическим оператором от п переменных.
Цель настоящей статьи найти более точные, чем полученные в [3] [8] оценки
сверху функциональной размерности пространства решений гипоэллиптических 
уравнений.

§2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Сначала приведем несколько обозначений и определений :
1Н" = п-мерное действительное евклидово пространство точек £ = (£1,...,£п) 5 
Е” = п-мерное действительное евклидово пространство точек х = (т1։...,хп); 
Сп = К” XI П<” ; Ш” = {г/ € ПТ: > О,; = 1..... п) ;
/V” = множество элементов от = (п1։ ...,о,։), где о*,. - неотрицательные целые 
числа;

КГ = 1С1--14Г-; 11(11 = 1С12;

£ •••» • £; + Ь •••> £п ): ) = •••, В ;

а> = ; О“ = где =
Эх.
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Ниже Р(О) — 52О 7<> & дифференциальный оператор с постоянными коэффи­
циентами, где сумма берется по конечному набору (Р) = {а € : 7О # 0}. а
Р(£) = 52п % ~ соответствующий полный символ.
Напомним, что минимальный выпуклый многогранник Р, содержащий множес­
тво (Р)и {()}, называется характеристическим многогранником дифференциаль­
ного оператора Р.

Определение 2. Многогранник М называется вполне правильным, если компо­
ненты внешних (относительно ) нормалей всех (п — 1)- мерных некоординатных 
граней М положительны.

Для вполне правильного многогранника X через А(АГ) значим множество всех
нормалей А = (Aj,..., А„) некоординатных граней многогранника М, с min Х} - 1 
Положим AZ’(t) = {i/ € IR" : у € A/՞}, t > 0, Х(0) = {0}, Af(O = 0. t < 0. 
Af* = {i/ € IR" : («/, Ao) < 1}, где

XJ € A(Af)> dj = sup (г/, A-’).

Для многочлена Р от п-переменных, натурального числа ), 
множества А С Ш.п обозначим

1 < j < п и

D(P) = «. С 6 С", />(() = 0}, D(PJ) = (С, < 6 С". Р(С) = 0. € R”՜1)-

dpt° = <М>>||е -а

Через Aյ обозначим проекцию множества А на подпространство {£ € ТИ г‘, = 
0}. Будем пользоваться следующим определением (см. [9]. Определение 4.1.1 и
Теорему 4.1.3).

Определение 3. Оператор Р(Р) называется гипоэллиптическим, если выпол­
няется одно из следующих условий :

ГЦР)СС°°,
^р(0 -► оо при ||£|| -> оо, £ € пг.

Заметим, что характеристический многогранник гипоэллиптического оператора 
вполне правильный. Для гипоэллиптического оператора Р(£>) обозначим

Мр = {//,// 6 1И" , существуете,, > 0|£|։/ < С„№р(£) + 1)для любого^ € 1Н 1
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Известно, что для любого дифференциального оператора Р Мр С {ь\ и € 
к՛;, (кА) < 1 для любого А € Л(/У(Р))}. Для вполне правильного многогран­
ника М С Мр такого, что (к А) < 1 при всех и € М и при А € А(М) рассмотрим 
функцию КГ Для лк>бого £ € 1Я", где Л4° множество вершин
многогранника Л4. •՛
Будем использовать следующий результат (см. [10], Теорема 3).

Теорема (Б. С. Митягин). Пусть (з, 0 € /V” - последовательность чисел 
такая, что 1 < -> оо при ||Х?|| —> оо и

\ d
1 < р < оо.

Аж = {Md}, {«d} € /*, sup |Сз я3| < 1}, 
ß

Вж = {Md}, {a3} € /°°sup|a3| < 1}. 
d

Тогда Н(Ар,е Вр) < х(2Д) 1о£8/е, 1 < р < оо при достаточно малых е > 0, где 
х(£) - количество мультииндексов /3 таких, что (з < £.

Для вполне правильного многогранника М. компакта К С Еп и функции [7 €

С“(ЕП) положим ||1/||к = (fK |u|2)' q.n.K(U) = sup, maxoWMnA,

з ։/2
£|аз|2(,г/?//)2п 

0

l|Pnt/||,< 
?

Далее, пусть L = {т, x e < l, j - l > 0; S = {{/, ||u||t < 1} и
Q = {и, u e C«. suppt/ c L, 4m,l(U) < 1}.

Лемма 1. Существуют постоянная С > 0 и число Ео > 0 такие, что при 
0 < е < Е0

H(Q.e S) < mes {£,Л.м(£) < С 1п 1/е} 1п8/е.

Доказательство. Пусть U(x) = i aj е,п3х^. Так как з

ll^t/iii = (2()՛՛/2
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то с некоторой постоянной (71 > О

дм. [ЛУ) = аир тах
] а€Л1(/)ПЛ^

1 /2 
(20п/2

1/2

< С1 8ир(2/)п/2 52 |а/?|2(’г^/О)2?
4

С другой стороны, поскольку (0, ...,0) € М(]), ; > 0, то для некоторых постоян­
ных Сг, 6 > О

тах 
а€Л4(>)П/У; 1«1° >С21)^(0, з = 1.2.

Поэтому

> С2 8ир(2()՞/’ 
У

Рассмотрим множества и 5^ :

<?оо = {Уа^11'. Сг(20п/г8ир/ЛА<(’Г^')У Л-‘(»0/О|<м| < 1). 
V 1.3 X 3 3 

аце’՝0’11, С3 зир|а֊)|Л’м(^/') < 1}. 
в

где д > 0 такое, что

т 1/2
£ 1>м՝№/п 
а

оо.

Легко видеть, что 5» С 5 и С Qoo■ Обозначим через тп(1/е) количество 
мультииндексов /3, для которых

------ тт-------- 8иРСзУ^^/З/!՝) >
/1.ч(тг^/0
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где С4 = Сз/(2/)"/2С2.՝ По теореме Б. С. Митягина существует число £0 > О 
такое, что при всех 0 < Е < Ео

т(2/г) 1п 8/е > ЩС^еЗ^) > Я((?,е5).

Для В Е Я" положим

О(^) =
ЬмМ/ПХ'

1п 1/е /
1

Поскольку

&(£) < С1
{Ьм(*0/Г)\ 1

8111) I 7 I л«х_Л ’
, \ 3 / *Й Ч^0/‘)

то для любого /3 6 АГ? такого, что £д(е) < 1/е. имеем

Ьм^З/1У\""/։ 1
|п1/е ) №‘(*0/1)

Отсюда вытекает оценка

1п 1/е

Ьм№/1)< [(С41/е)1/||11/£ 1п1/£11п1/^-(<7 + ^) =о(1п1/е). (1)

В силу (1) существуют число Е\ > 0 и постоянная > 0, при которых

Л м(тг/3//) < С5 1п 1/£, 0 < е < £1.

Для завершения доказательства должны показать, что существует постоянная 
С6 > 0 такая, что гп(1/£) < те8{£. < Сб Ь11/£}, 0 < £ < £1. Для точки
£ € 1Я", через обозначим п-мерный единичный куб с центром в точке ( 
и сторонами, параллельными координатным гиперплоскостям. Для некоторой
постоянной С7 > 0 имеем

гп(1/£) < у 1 = шея/з =
Км (Я13/П<СЯ 1п 1/е /|Л1(Я1?/П<С81П1Л

= теа(и/։м(яз//)<св1п1/е Ь) < шея {(,<С71п1/е}.
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Доказательство Леммы 1 завершено.
Для вектора р = (Р1,...,рп) € Ж^., >1,7 = 1,...,п и вполне правильного
МН|(Н.гранника М обозначим через Г₽(ЕП) и Г'ч(£п) следующие классы Жевре :

Г(ЕП) = {[/, U е С°°(ЕП), Vtf СС Еп, ЗС«= CK(U) > 0 :

sup||D“E||K < c£l+l o'“, Va e JV"}, 
К

ГМ(Е") = (17. U e C~(E՞), VE CC E", 3CK = CK(U) > 0 :

ll№|k < cJK+t f, Va e M(j). j > o}.
Известно (см. (12]). что Г՝4 = Гр, если Л-1 = (i/, м € JR", (v,р) < 1].

Лемма 2. Пусть ;М С - вполне правильный многогранник такой, что
(р. А) < 1 при всех н 6 А4 и А € Л(Л4). Тогда для любого е > 0 существуют 
функция / € Г'м< и постоянная С(е) такие, что Чм,.к(/и) < С(Е)дм,к(и) для 
любого и € ГМ(ЕП). где Л4е = Л4(1/(1 + е)).

Доказательство. Легко видеть, что Л4" С {v, v € IR՞, |z/| < 1/(1 + e)} для 
любого E > 0. По Лемме 5.7.1 из [9] существуют функция f и постоянная ст։ > 0 
такие, что f 6 T1+f С Г4», supp/ С К, sup.,. |DQ/(a;)| < <7ia{1+e)<» для любого 
л € N*. Для любого U € Гл։ . «•

\\D"(fU)\\K шах —--------- ———
а€>М։(>(1+е))ПА7 [(1 +e)j]I+:՜^

_________1 Т1 ГъЗС - Ч 1 ь •

a€A<Ü)n/v; [(1 + e)j]1+£>J

max oG-M(J)nN^ [(1 + e)J]1+cb՛

max 
a€A4(j I

C^up|D°-J/|||D^||K 
[(1 +E)j]1+eb

Отсюда, учитывая, что (см. [12]) ot - /3 € A4*(j - г) при a > /3, a € .M(j), 
ß G A4(r) \ M(r - 1), с некоторыми постоянными <72(e), оз(е) > Ü имеем

n ,։v im/toik , v„r(r} [^+E)(j-T)]^^rrqM,K(U) < 
[(1 +E)j]1+fb՜ - 2 [(1 +E)j)1+c‘J

< ?з(еИм k(U)-
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Отсюда вытекает утверждение леммы. %
Для вполне правильного многогранника Л4, удовлетворяющего утверждениям
Леммы 2, обозначим через следующее пространство Фреше :

гм = Р|(У, и е г"-, qM..K(U) < оо).

Лемма 3. Пусть Е - пространство с индуцированной топологией из 1}™. Если 
оператор вложения Е в Г4 замкнут, то

< 1 + lim
t-*+oc

In mes{£, /i,vi(£) < О
In t

Доказательство. По теореме о замкнутом графике, для каждого Ö > 0 и 
компакта К С Е'* существуют компакт L DD К и постоянная а > 0 такие, 
что к(^) < <т||С7||г для любого U € Е. Пусть М = {т, х € En} |ij| < m,j = 

m < к и в > 0 - некоторые числа. В силу Леммы 2 существует функция 
f. supp f С L такая, что f(x) = 1 при х 6 К и

{/I/, 9,м.к(/а) < 1} С {К H,.A'(n<msuppVcK}։

где С{0) есть постоянная из Леммы 2. Для I > к > m обозначим

В = {у, № < 1}, 0 = {У, UtE, ||1/|U<1}, W = {U. ||C||,W < I).

Q = {и, qM,.K(U) < 1}, Qe = {17, qMtt.,K(U) < 1, suppU С K}.

Поскольку О С a Q и f Q C C(0) Qe, то

H(O.eW) < H(uQ,e W) = H(Q,€jaW} = <

< H(C(»)Qe,e/a В) = H (q6. —В ) .
\ О (0) (7 /

(2)

Следовательно, в силу Леммы 1, для некоторых постоянных > 0 и достаточно 
малого £ > 0 получим

И (о»՛ Л-Д՝ в ) < (In8/e)mes{{, < а. In l/с]. (3)
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Так как при некотором <т2 > О {С ЛМ1+,(<) < ^Ы/е} с {(,М) < 
<72(1п1Д)1+Л+в}- ТО и3 (2) И (3) получим

Пт
Г-+0+

1п /7(0. е IV) < -у—1п1по.я{С Ьм < <т2(1п 1/£-)1-м+<>}
1п1п1/е - г-»о+ 1п1п1/е<

——Ьтев«, Л.м(^) < «}
= пт --- ;--- 77------  —-г-ц֊ос )п ^/(1 + «5 + 0)

Поскольку числа <5, 0 > О произвольны, и е IV П Е. т = 1.2,... является базисом 
в Е, то

<//Е < 1 + -р---- 1п тез {£.М)<0
/-»+оо 1п I

Лемма 3 доказана.

Лемма 4. Предположим, что дифференциальный оператор Р(О) гнпоэллипти- 
чен, и в №(Р) задана топология, индуцированная из Р12ос. Пусть М С Мр
вполне регулярный многогранник, удовлетворяющий условиям Леммы 2. Тогда 
вложение 1У(Р) Г-5՜1 замкнуто.

Доказательство. Поскольку топология, индуцированная из Ь{°с совпадает с 
топологией, индуцированной из С°° (см. [9], Замечание 4.1.2), то для каждого 
компакта К и любого числа г множество

РГ{К) = {У. и € ЛГ(Р), ||Еа[/||к < для любого а € Лф), ; = 1.2,-} 

замкнуто. Из вложения 1Ч(Р) С Г м вытекает \З^Рг(К) = ЩР) (см. [12]). Так 
как №(Р) является пространством Фреше, то по теореме Бэра существует г(։ > О
такое, что РГо(К) содержит внутреннюю точку. Поскольку Ег(/С) выпукло и 
симметрично, то и = 0 является внутренней точкой ГГо(К). Поэтому сущест­
вуют число р > 0 и компакт Е такие, что РГо(К) содержит всякое и € ^(Р). 
^2-норма которого по компакту Ь не превосходит числа 6. Следовательно, при 
(Л |УР Ох)1/2 < р

цо"У||л- < е+> р 1 (4)

Очевидно, (4) имеет место для любого и € Л^(Р). Отсюда для любого Л > (1 

Чм<։К (^) < «ир 
7

е+՝гр-՝ (лм2<ь)1/г 
((1+ед(։+4»
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С учетом замкнутости ЛГ(Р), завершается доказательство Леммы 4.

§3. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Теорема 1. Пусть Р(О) - гипоэллиптический оператор и А4 С Мр вполне 
правильный многогранник, удовлетворяющий условиям Леммы 3. Тогда

dfN(P) < 1 + max 
j

—---- hi mes С<(Ьм-1)lun --------—*----------t-»+oo In t

где максимум берется по тем для которых существует а € (Р) такое, что 
|а| = отЛР с о; # 0 и = {<,<€ Ип, < 0» где “ проекция в
на гиперплоскость = 0.

Доказательство. Пусть (3 G (Р), |/?| = ordP. Не умаляя общности можем 
предполагать, что /3 = (/?i,0, ..,0). Рассмотрим отображение

Т : N(P) -4 х ... х Г'м>,

где = {։/. м' € IR^՜1, (0,</') € М}

U G Я(Р).

Отображение Т непрерывно, и по теореме Холмгрена существует Т 1. Следова-
тельно Т является непрерывным изоморфизмом. В силу Лемм 3. 4 работы [3] и 
равенства получим dfN(P) < dfT ЛГ(Р) <

——In mes {f, Aaii«') <0 , , -г—In mesG/h.M, t)< 1 + lim ------------- ------------------ = 14- Inn ----------------------
t-> + oo Int f-++oo Ini

Теорема 1 доказана.

Теорема 2. В условиях Теоремы 1

dfN(P) <14- max sup
> ЛбЛ(Л^)

|А|

rnedjx = suppe,M>(i/,A), Mj = {x/(i), € IR£, vj+i..... нп) G Л4},
а максимум берется по тем j, для которых существует a G (Р) такой, что 
|nr| = ordP с aj /0.
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Доказательство. В силу Теоремы 1, существует индекс 1 < ^ < п такой,

что
dfN(P) < 1 + Inn /—> + 00

lnmesGj0(/iA4,t)
In t

По Лемме 1.1 из [13] для каждого € > 0 существуют натуральное число к(с), 
векторы X1 6 Л(Л4^0), / = 1,...,к(е) и постоянная С(е) > 0 такие, что

(€Uo)) > CU) niin A||^°-A'(1 f) для любого £,?о) G IR’1 1,

где||Ч.А|| = (Е,М2/Х') 1/2
. Имеем

= {«՛"’, Л.м«,......С-1,0,«J+1,< i) С

С minA'll*'«-*’ < (t/C(£-))1/(1՜") С

С UKbo>- 1141Л|.Л'1Г'”'։՛ < («/с(е))1Л1-։>}- 
/

Учитывая, что € > 0 - произвольное, должны показать, что

_—In шея ац1',...' < ((/Cfc))1«։-'!}
1։in ---------------------------- —----------------------------  <<-» + оо Inf

I |Л*|
1 -

(5)

Для некоторых С,, Сг(д) > О шея < ((/С(е))1’1 ՛'} <

I |А‘1

< с, Г... Г"' Г‘"... Г < сног1 ~с ,
/о /о */о -/о

ГД1!

г = 1,...,п, r#jn-

Отсюда и из (5) получим требуемый результат. Теорема '2 доказана.
В качестве иллюстрации полученных результатов рассмотрим два примера.



38 13. Н. Маргарян

Пример 1. Пусть п = .3 и P(D) = £>։н + D\* + Dj D$(Di — jDo)8 + i Dy. Простые
вычисления показывают, что

.Мр D {и, и Ç IR 3 ,рх + 2ро 4֊ 28^з < 1,2ь*1 4- />2 4՜ 28/'з < 1}.

Отсюда, в силу Теоремы 2 %
dfN(P)<l + (2 4-28) = 31. (6)

Рассмотрим множество

s = U 3(9) = U {(, ( е IR3, в < 6 < 29, <328 < 6 < 2Ç28. <з2 < 6 < 2Й). 
é»>0 0>О

Легко проверить, что с некоторой постоянной С > 0 рр,з(£) < С£з для любого
Следовательно, в силу Теоремы 1 из [11]

dfN(P) > 1 + ^֊|п"'88Сз(рр.з.О > j + ^1пте»Зз«/2С) = j = 
f-юо Int “ е֊»эо Int

Из (6) и (7) вытекает dfN(P) = 31.

Пример 2. Пусть п = 3 и P(D) = D* + D? + Dy + (D? — Dy)6. Легко проверить.

3
что {p,i/ € IR^.,-i/i + 3^2 + Зуз < 1} С .Мр. Следовательно, в силу Теоремы 2

dfN(P)<l + (3 + 3/2) = 5,5. (8)

Рассмотрим множество S = =

= и {«- < 6 ։пЛ «’ <6 < 293, «2/2 < 6 < 2«3/2.«г + « < 6 < 6 + 29}.
0>О

Для любого ( G S и некоторой постоянной С > 0 имеем рр.з(£) < C^J' 3 для

любого £ с S. В силу Теоремы 1 работы [11] и из того, что S3 / f
\21/3С/

<^з(рр.зЛ). получим

dfN(P) > 1 + lim }?mes53(</21/3C) 
е-»оо Int > 1 + 3 + 3/2 = 5,5.

Комбинируя (8) и (9), получим dfN(P) = 5,5.

Abstract. The paper considers hypoelliptic operators P(D) with constant, coeffi­
cients and establishes upper bounds for functional dimension of the space of solu­
tions of the equation P(D) u = 0. The bounds are determined by the behavior of the 
symbol of operator P(D) at infinity.
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