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Резюме. Работа обобщает хорошо известную теорему Ватсона об обобщённых 
интегральных преобразованиях с ядрами к(ху) на случай, когда ядро имеет 
вид к1(т|/) + к1(ху). В частности, в классе £2(0,+оо), получено обращение 
интегрального преобразования с ядром &ш(ху) 4- соз(ту).

Хорошо известна следующая теорема Ватсона (см. [1], [2]).

Теорема А. Пусть £(s) функция, определённая на линии Res = -и и удовле- £
творяютая условиям

a)K(s)K(l-s) = l, *) 1ОД| = 1,

а функция к(х) задана формулой

™x-ds.

Тогда для любой функции f(x) € L~(0, +оо) формула

9(х) = U
/(u) du (1)

определяет почти всюду функцию д(х) € Е2(0, +оо). Почти всюду имеет место
двойственная формула

(2)
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причём
ч

(3)

Отметим также следствие этой теоремы :
Пусть в дополнение к условиям Теоремы А функция к(х) абсолютно непрерывна, 
причём

/•ОО 
к(х) = / k(t)dt.

Jo

Тогда формулы (1) и (2) могут быть записаны в виде пределов в среднем :

g(x) = l.i.m.^oo / k(xu) f(u) du, 
Jo 

f(x) = l.i.m.^-юо f k(xu)g(u)du. 
Jo

(П

(2')

В настоящей статье рассматриваются интегральные преобразования с ядрами 
вида к\(ху) + к2(ху), где функции к\(х) и ^(х) такие, что их преобразования 
Меллина £1(з) и /С2(з) удовлетворяют условиям Теоремы Ватсона, т.е.

K,(s)K։(l - ») = 1, К2(з)К2(1 - ») = 1, |K։(s)| = 1, |K2(s)| = 1 на Res = 1.

Введём обозначения : Hi (я) := Ki (я) K2(l - я), Н2(я) := К2(я)/С1(1 — я), так что 
= l,H2(«)W2(l-s) = 1, |H։(*)| = 1, |H2(s)| = 1, W2(s) = «,(1-»)

на Пусть далее



Об одном обобщении теоремы В а тсона 83

Ы*) _ 1 [О2^Тх 2 7г։ ■1'т'т~*+о° / 7----~х 8(1з>

Теорема 1. Для любой функции Цх) € £2(0,ос), функции

/(у)4у, (4)

Р1(х) = ^/ М*/0/(0Ж, (41)

9^ = ^/0

определены почти всюду и принадлежат классу £2(0, +оо). Имеют место почти 
всюду равенства

а также

/()~&/0 9<»)

9(у)<1у ֊ д2(х), 
ох у о У

՛ |р։(х)|2<£г = [ |/(т)|2<£г,
о Уо

( Шх)\2с1х= [ \/(х)\2<1х. 
о Уо

(51)

(52)

(6)

(61)

(62)

Доказательство. Пусть /(т) € £ (0, +оо) и /'(в) её преобразование Меллина, 
определённое по формуле

Я«) = 1л.т.0_»+оо [ /(х)х' 1 (1х, 
У1/а

Иез = 1
2*
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Отметим, что Дз) € Ь2(1/2 - г оо, 1/2 + г оо). Так как |ЛСх(в)| = 1, |ЛГ2(з)| = 
1 то функции К1($)Д1 - «) и Х2($)Д1 - в) также принадлежат классу 
£2(1/2 - ։ оо, 1/2 +г оо). Пусть д(х) - преобразование Меллина функции <7(з): = 
(£1 (з) + £2(з)) Л(1 - з). Имеем

х /•1/2+,оо^1(з) + /С2(з)
2 я՜ I у 1/2-։ оо 1—3

^(1 - в) х я Ия.

В силу формулы Парсеваля для преобразования Меллина получаем

_1_ г •/’+•» /с.(Д) + ^) Я1 _ ։)х-. аа = Г + /(у)
2 /1/2-100 1-8 /о ХУ

Следовательно,

Г Г -и ^хуЛ Г(,,\ Аи / = / -------- +--------- /(У)4у.
/о ]о \ У У

Откуда следует, что почти всюду имеет место равенство (4). Легко проверяются 
равенства

АС1(з) £(1 - з) = ^(з) + Нх(з)Дз), АС2(з) ^(1 ֊ з) = ^(з) + ВД7(з). (7)

Рассмотрим функции <71(з): = ?Л(з) /"(з), <72(з): = 'Н2(з) /"(з), которые принад­
лежат классу Ь2(1/2 - »оо, 1/2 + »оо). Пусть д^х) и </2(х) - функции из класса 
Ь2(0,+оо), двойственные по Меллину функциям £1(з) и £2(з), соответственно. 
Имеем

^(1 ֊ з) = 1Л.ш.л_+оо [ -/(1/1/)!/' 1 £1,2(3) = Li.rn.a_»«> [ д1,2(у) У* 1 Ж/,
JI/а У •/ 1/л
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здесь Кея = 1/2. Следовательно, по равенству Парсеваля для преобразования 
Меллина имеем

Г^ху) [Хг/^ . Г /к, Г°Ь(ху) /ч։/ —-—/(у)(1у+ 91(у)(1у, / ----- ֊9(у)(1у =
./о У /о /о Уо У

( /(1/)Ж/+ [ 92(у)<1у, 
о ./о

где

91(1) = А Г*!<£») 1/(։/։,)ау=±
ах /о У У *о

Лх у у Ах

Откуда следует, что почти всюду имеют место равенства (51) и (5г). Наконец, 
так как |£(з)| < 2|Д1 - я)|, |$1(з)| = |£2(в)| = |^(«)|, то получаем

что завершает доказательство Теоремы 1.



86 С. Л. Акопян

Следствие. Пусть в дополнение к условиям Теоремы 1, функции ^(х), к2(х), 
Л1(х), /12(1) абсолютно непрерывны, причём

Гх Гх ' Гх ~~ гх
кх(х) = / £1(«)</Г, £2(я) = / £2(£)^,Мя)= / Л1 (£)</£, А2(:г) = / А2(£)</£. 

/о Уо -/о /о

(8)
Тогда формулы (4) и (5) могут быть записаны в виде пределов в среднем

д(х) = l-i.ni. <7-» + ОО / <Мху) + к2(ху)) /(у)(1у, (9)
•/о

га 1
31 (х) = /л‘.т.а_»+оо / Л1(-)-/(О<Й, (91)

У О V С/ Г

02(х) = П.т.^+оо Г /12(7)77(0^, (92)
УО Х * ' ь

И

/(х) = М.т.а-н-о [ к\ (ху) д(у) 4у֊д1 (ж) = Ы.т.^+оо [ к2(ху) д(у) Лу-д2(х). 
Уо /о

(10)

Доказательство. Обозначив

д(х, (г) = [ (кг(ху) + к2(ху))/(у)(1у, (а > 0),

из (8) получаем

к1(ху) + к2(ху) 
У У

/(у)^у.

Следовательно,
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В силу неравенства (6)

1.9(2) ~ 9(z,tf)|2 dx < 4 |/(х)|2 dx -> 0, (a -> +00),

откуда следует (9). Аналогично доказываются и формулы (91), (92) и (10).

В качестве примера рассмотрим функции ^(х) = sinor, fc2(x) =

Имеем

*i(s) = J- Г(з) sin -з, 
V 7Г 2

Т/i(s) = tan Д2(з) = cot ^-s, 
֊ L

/С2(з) = -Г(5) COS-S, 
7Г 2

М2)

Поэтому имеет место следующее утверждение.

Теорема 2. Для любой функции /(х) € £2(0,оо) функции

g(x) = j (sin ху + cosху) f (у) dy, (11)

, ч 2 Г х f (t) J vb*- <1։>'

(интегралы в 111, 11г понимаются в смысле главного значения по Коши), при­
надлежат классу £2(0, оо). Почти всюду имеют место следующие равенства :

/(2) = (121)

/2 f
f(x) = \ ֊ ։.i.in.ff-»+oo / cos(xj/) g(y) dy - g2(x).V 7Г Jq

(122)
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Отметим также, что используя формулы (111) и (112), из (12J и (122) получаем

1 Г If f(t)/(i) = -= l.i.m.^+oo / (sin xy + cos xy) g(y) dy---- / —— dt.
V 2?T Jo ъ Jo x + t

(13)

Обращение интегрального преобразования (11) можно получить также и в дру­
гом виде.
Пусть /(х) € Ь2(0,+оо) и

9 Ах) = sin(֊/i - xy)dy, (a > О,

По теореме М. М. Джрбашяна (см. [2], стр. 211, Теорема 4.2), существует 
функция д(х) из класса L2(0,+оо) такая, что д(х) = Н.ш.^+оо^аСН- Обратно,
если обозначить

fAx) = х2 у2, р)(ху)ц 1 9(у) dy.

то получаем l.i.m.ff_>+oc/{r(x) = /(х), где Ep(z,p) = $2 00 гк _ _ я_
*=° Г(к/р + /1) ’

функция типа Миттаг-Леф лера. В этой теореме, полагая /х = 3/2, получаем 
следующие двойственные формулы :

/2 [°
д(х) = \ - l.i.m.ff—►+00 / (sinxy + cosxy)/(у) dt/, V я Jo

f(x) = l.i.m.a-H-oo / УхуЕ1/2(-х2 t/z, ֊) g(y) dy. 
\/ 7Г Jn Z

Abstract. The paper extends a well known theorem by Watson on generalized 
integral transformations with kernels k(xy) to the case where the kernel has the form 
k\\xy) -I- k2(xy). In particular, within the class L2(0,+oo), an inversion of integral 
transformation with kernel sin(xy) + cos(xj/) is obtained.
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