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Резюме. Насколько медленно могут стремиться к нулю коэффициенты универ
сальных рядов ? В работе доказано, что для любой последовательности положи
тельных чисел ап, монотонно стремящейся к нулю, существует универсальный 
относительно знаков ряд по системе Уолша (в классе почти везде конечных из
меримых функций), коэффициенты которого по модулю больше чем ап.

§1 . ВВЕДЕНИЕ 
Ряд

Хам (о
п=1

называется универсальным относительно знаков в классе измеримых функ
ций S, если для любой функции F(x) € S существует последовательность знаков

ОО

7п = ±1, для которой ряд 52 7п/п(я) сходится почти всюду К F(x). 
п=1

Ряд (1) называется универсальным в S относительно подрядов, если для 
любой функции F(x) € S существует последовательность 7„, 7П =0 или 1,

ОО
для которой ряд 52 7nfn(x) сходится почти всюду к F(z). Ряд (1) называется 

п=1

универсальным в S относительно перестановок, если для любой К(т) е S 
члены ряда (1) можно переставить так, чтобы полученный ряд сходился бы к 
F(x) почти всюду.
Первые примеры универсальных тригонометрических рядов были построены в 
работах [11 ֊ [51. Об исследованиях универсальных ортогональных рядов подробно 
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можно узнать из работ [6] и [7]. Отметим один результат, анонсированный Н. Б.
Погосяном в [8]. »0»

Теорема А. Пусть {сп} ֊ произвольная последовательность положительных 
чисел, удовлетворяющая условиям еп | 0 при п -> оо и {еп} £ /2. Тогда 
существует функция /(х) 6 П Лр[0,2тг] с коэффициентами Фурье 

р<2

1 1
an = - f(x)cosnxdx, bn = - f(x)sinnx dx, |an| + |6n| < eni n > 0, 

я Jo 71 Jo

для которой тригонометрический ряд

в классе почти всюду конечных измеримых функций является универсальным 
одновременно относительно знаков, перестановок и подрядов.
В работе [9] получен неполный аналог Теоремы А для кратных рядов Уолша, а 
в [10] доказан следующий результат.

Теорема В. Пусть последовательность {ап} удовлетворяет следующим услови-

ОО

ям : an | 0 для п —> оо и £2 а,,2 = оо. Тогда существует последовательность 
п=0

оо

{?п}. 7п = ±1 такая, что ряд J2 7папИ/Гп(т) является универсальным относи- 
п=0

тельно подрядов в классе почти везде конечных измеримых функций.
Недавно Р. И. Овсепяном был получен следующий результат : для любой почти 
всюду конечной измеримой функции f(x), определённой на [0,2тг], существует

оо

тригонометрических ряд У2 ane'nz, почти всюду сходящийся к f(x), причём 
П —— оо

его коэффициенты удовлетворяют условию {аГ1} IJ 1Р. В этой связи Р. И. 
₽>1

Овсепян задал следующий вопрос : могут ли модули коэффициентов таких 
рядов находится над наперёд заданной минорантой ? В настоящей статье даётся 
положительный ответ на этот вопрос для системы Уолша. Получен с ледующий 
результат.
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I еорема. Для любой последовательности ап X 0 при п —> оо существует ряд

ОО

52 с коэффициентами |6П| > ап, который является универсальным
п=0 

относительно знаков в классе почти всюду конечных измеримых функций

§2 . ОСНОВНЫЕ ЛЕММЫ
Напомним, что функции системы Радемахера Rn(x) определяются по рмулам

Ял(х) = sgn(sin 2птгх), х € [0; 1], п = 1,2,....

Функции системы Уолша Wn(2:) выражаются через функции системы Радемахе
ра следующим образом (см., например, [11], стр. 150) : Wo(z) = 1 и

р
W„(x) = J]S,.+1(x), n = 2-+ • ■ + 2'«, р, > — ></,. 

»=1

Из определения системы Уолша следует, что если k < 2т и n > т, то

W2-(x)Wk(x) = W2~+k(x). (2)

Известно также (см. [12]), что для любого натурального тп

X Wk(x) = £ ИМх) = 0, 
Jk=O fc=2m

а для любого M

м
52 И'4(։)
к=0

(3)

(4)

ОО

Пусть /(т) - некоторая функция, и пусть 52 ЬпИ^гДх) её ряд Уолша. Обозначим 
п=0

через 5"(/, х) мажоранту частичных сумм этого ряда, т.е.

5*(/,х) = sup 
л/

м
52 ък И* (х)

Нижеследующий результат был получен в [13] (его можно доказать, используя 
метод работы [14]).
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Лемма 1. Для любого двоичного интервала I = ъ , 0 < 1 < 2а и для

любого натурального числа т > а, т — о чётное, существует многочлен по 
системе Уолша 2”* + 1_ 1

Р(х)= £ а*ИМ1)Аг=2т
такой, что
1)|а*| =2-^,2т < к < 2т+х; 2) Р(х) = 1, если х € Ех С 1,рЕх =
3) Р(х) = -1, если х Е Е? С I, рЕ? = ^р! ; 4) Р(х) = О, если х £ /;
5) 3*(Р, х) < С, если х € I; 6) 5*(Р, х) < 2“1Пг£, если х £ /,
где р - мера Лебега, Ех и Е? суть конечные объединения двоичных интервалов, 
а С - абсолютная постоянная.

Лемма 2. Для любого двоичного интервала I = и для

любых натуральных чисел тп,п и £, удовлетворяющих условиям тп > о, т — а ֊ 
чётное, п > т, 0 < ։ < 2П т, существует многочлен по системе Уолша

2п+(»+1)2”‘-1

~ 57 а*ИЪ(а;),
Л=2»+։2՞»

для которого выполняются условия 2) - 6) Леммы 1, а также 
Г) |ал| = 2֊^, 2П + < £ < 2" + (» + 1)2™.

Доказательство следует из Леммы 1 и соотношения (2). Действительно, пусть 
многочлен

Р(х)= 01^(1) = И'2-,(х) £

к=2т к^О
(5)

удовлетворяет условиям Леммы 1. Тогда многочлен

2т-1 2п+(|+1)2т-1
Р1(х) = И<2п(х)РГ»2т(х) 57 а2т+*^(а:) = 57 ак^(т)

к=0 Л=2"+»2т

будет удовлетворять условиям Леммы 2.
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Лемма 3. Пусть последовательность ап | 0. Тогда для любых чисел 0 < £ < 1, 
£ > 0, / / 0, По € М (ТУ - множество натуральных чисел) и для любого 
двоичного интервала I С существует многочлен по системе Уолша

2п-1
Р(х) = 52 Ьк]Ук(х), удовлетворяющий условиям : 

к=2по

1) |6л| > ак-, 2)Р(х)=1, если х € Е С 1. рЕ > (1-Е)р1 ;

3) Р(х) = 0, если X $ /и 0, — 2д2"о 21/1С------ , если х Е 1 , 
Е

2а,2пО

6)Р'(х)= £ |Ьл|Илк(х) = 0, если х > ; 7)5*(Р ,х) < ——, если х > ;
к=2по 1

где С - постоянная из Леммы 1.

Доказательство. Пусть по - натуральное число, а / - двоичный интервал 
такой, что р! = 2_<т и

(6)

Подчиним т0 < ти следующим условиям :

т0 > тт{а, п0}, т0 - а---- чётное,
тл — о тл + ^г

|/|2՜՜1^՜՜ < 6, |1|2 а < в2"0.

2П1 4-2то -1
Ро (х) = ^2

Л=2"։

(7)

(8)

(9)

Пусть

(Ю)

есть многочлен, удовлетворяющий условиям Леммы 2 при т то, п Пь 
Нетрудно убедится, что многочлен

2"։ + >-1 г՞։-!
ро(х) = 52 Ьк\¥к(х)= 52 аг-оИ'И*) + ,Р(М + 

д=2по А.=2по

»и п + *Р12—%-И'*(х)

2по ’

(11)
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удовлетворяет условиям

|Ь*| > аь 2По < к < 2”1+1

Ро(г) = /, если х € Zq С I,

м/° = 2м7’Р0(х) = —если

Р<№ = О, если х ZU

(12)

(13)

(14)

(15)

S*(P0,x) < + С|/|, если хеЦ
X

S4P„,x) < —+ S, X
если х £ I U

где Ц и /0 суть конечные объединения двоичных интервалов. Многочлен

2"1+։ — 1

Pl(x)= Y,
Jt = 2"0

удовлетворяет условиям

если

(16)

(17)

(18)2п0 ’

(19)

Действительно, (12) следует из (9), (11) из пункта 1) Леммы 2. Равенства (13) - 
(15) и (18) получаем из (3), (6), (7), (11) и Леммы 2. Равенства (16), (17) и (19) 
вытекают из (4), (8), (11) и Леммы 2.
Допустим, что уже построены многочлены Ро(х),..., Р^(х) и

2п> + '-1
₽,->(։)= £ bkwk(x) = -2J-4,

*=2"i-i+։
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где ^֊1 являются конечными объединениями двоичных интервалов и

2 ֊'д/ = 2 3 °. Пусть = и /։;, где ֊ двоичные интервалы и р!,} 
1=1

Ясно, что Пусть ш^,п;+1 € удовлетворяют условиям

> 1шп{<7?, п; + 1}, т] - С]---- чётное,

23\1\2՜^

23\1\2՜-2^1- < 6.

I23\1\2՜՜^ > О.2П>^\ .

Для любого ։ = !,•••, а,, используя Лемму 2 при т = т7, п = п7+1, 4

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

»-1։
I = /и։ получаем

к=2

ак№к(х).

Рассмотрим многочлен

2п1+1+1-1
Р,(։) = 52 ь^х) = С?1(х) + <?2(т) + $з(х),

1:=2п> + ։
(25)

где

2“>+|-1
— У7 а2"> + ։Пл*.(т),

Ь=2п> + 1

О)
<?2(1) = 2><52А>(։). 

1=1

Уз(х) =

В силу монотонности ап, из (24), (25) и Леммы 2 получаем

|Ьл| > а*, 2п> + ։ (26)
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В силу (3) имеем

<Мх)=О для х>^-гг, (27)

и из (2) и (3) для любых г < 2п>+> пь и х > \/2'п> получаем

2">+>+(г+1)2т>-1 2т>-1
52 = 2?|/|2_:^и^+г2"ъ(*) 52 иъ(х) = о.

Л=2п> + > +г2т) *=0

Поэтому из (6), (7), (20), (25) и Леммы 2 имеем

<?з(х) = о, при х > ֊, (28)

РДх) = 24, если х € // С 1~_х, д/+ = \р1~.х = 2~>-1д/; (29)

Р](х) = -24, если х е 1՜ С 1~_х, р!՜ = ^р!~_х = 2՜-’՜1 р1\ (30)

РДх) = 0, если (31)х (

Точно так же получаем, что

2п7+։+։-1

Р,'(х) = 52 |Ь*|ИМ։) =
*=2*4+ 1

(32) 
2Ъ+>-1 + 2->+1+»_1

= Е аг,-.И'1(1) + 2>|(|2-=2т^ ^(х) = 0,
ь=2"> + 1 1=2"2+։

если х € 
X € [0; 1]

2"^+։ '> Э [5^-; 1]. Из формул (4), (21) и (25) следует, что для любого

5 ((^1, х) < и^п +1 ,
X (33)
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3-(<?з,х)< 2^1(12-^
X ~ 1 X (34)

Пусть х € тогда для некоторого ։0 имеем х € 11оГ В силу Леммы 2

< 2>К|С, 5’(2^Ру,х) < 2^1/12-^, при » # <0. Из (22), (25), с 

учётом Р,;(т) = 0, г / <0, получаем 3*(ф2,х) < 6 + |/|С. Используя (6), (27), 
(28), (33) и (34) имеем

5*(Р>,х)<
2а2пд+1

6 + 2^|/|С, (35)

Аналогично доказывается, что

5*(^,х)< если

. 2с1лп +1 1
5 (Р.',х) < —------ , если х > -—.

Пусть <? = [к^2£-1]. Рассмотрим многочлен

ч 2"я+։+1-1
Р(х) = £/>(։) = X Ь*И/։(г).

}=0 к=2"0

Из (13) - (15) и (29) - (31) следует, что Р(х) = /, если х € Е = I \ 1՜ и Р(х) = 0, 
при х [0; и I. Ясно, что рЕ = р! - 2-’-1д/ > (1 - с)рЕ 
Предположим, что х € / и

5’(Р,х) =
1-1 М
^Р>(х)+ £ ьим*)
1=0 *=2"<+։

для некоторых ։ < д и М. В силу (29) - (31) и (35) имеем

+ 5-(Р..-г)<

< + { + 2»|<|(С + 1) < ^2^ + 6 + |'|(('_+ 11.
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Остальные пункты Леммы 3 доказываются аналогично. Лемма 3 доказана.
Рассмотрим множество троек {(Л,/,е)}, где △ пробегает все двоичные интерва
лы типа [^֊, !՝/(),/ пробегает множество всех ненулевых рациональных
чисел и £ € (0,1) ֊ рациональное число. Пронумеровав элементы этого множес
тва, мы можем представить его в виде последовательности

(△2,^2, £2)1 ’■՛։ (△»! Anil Eni )։ ■ ' ’ • (36)
В этой последовательности элементы отличны друг от друга, но параметры, 
стоящие в разных элементах в одинаковых местах, могут совпадать. Пусть 
последовательность положительных чисел такая, что

1 > > г?2 > • • •. ОС

52 T)i < ОО.

1=1
(37)

Лемма 4. Пусть {с»т}т=1 последовательность чисел такая, что ап | 0 при 
п —> оо. Тогда для любого натурального пг существуют многочлен

Nm + l 

fc = Nm+l

и множества Ст и Ет, причём Ст 3 Ст_1, рСт -> 1 такие, что
1- |^к| > Мт < к < ^т+1 »
2- •Ргп(х) /1П, если х € Ет С △ш> рЕт > (1 £т)р^т ՛,
3. Рт(х) 0, если х € Ст \ △т 1 4. .5 (Рт,т) < Т)т 4- 1/бгп» если х £ △т >
5 . 5 (Рт, х) < г/т, если х £ С т \ △т >'

Л'п, + х
6 ^т = £ = 0, если X е Ст ; 7. 5*(Р^,х) < г/т, если х € (7,п,

1 = Л'^4֊1

где С - абсолютная постоянная.

Доказательство. Пусть = 2<7, ’ . Выберем натуральное число По >

<71 так, чтобы выполнялось условие y/a2n0 < min {2_<т*; ^֊} и рассмотрим много-

2по_1
член Ро(х) = 52 “оИ4(т)- Допустим, что Л, — 

к=0
и уже построены
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многочлены

2*4-1 
А(։)= Ь*ИЪ(։).

к=2"՛-։
։ = 0,1,...,гп- 1,

причём числа п, удовлетворяют условиям

п<Хт,+1, 1 = 0,1,. тп - 1,

у/О2п> < ГПШ » = 0,1, тп - 1.

(38)

(39)

Из (38) следует, что к интервалу Д,п можно применить Лемму 3 для € = £т,
6 = I = 1т, По = пп։_1. В итоге получаем многочлен

РпМ
2Гт-1

*=2""»֊я
(40)

со следующими условиями : А) |6*;| > а* ;
В) Рт(х) = ^пи £ Вт С рВт > (1 ~ £щ)рДт ,
С)Рт(х) = 0, если х $ Дта и [0,2~Пт՜1],

г»\ \ 2^2"«-։ »/т . Нт|С* А/)) 3 (Рт1х) < 4՜ ~г~ + , если х € Дт >
х I ст

Е)5’(Рт,х) < 201 ' + если I 4 Дт и [0, ^с-гг] ;
X I

Г) Р'(х) = 2 Е 1 |Ь*|Иг*(х) = 0, если х > 2՜՞—* ; 
к=2"т-։

С) 3*(Р\х} < 2а2^-1/х, еслих > 2՜^֊\
Положим

вт — П [^/й2пт- I , 1] . (41)

Очевидно, что рСт -> 1 при т —> оо. Пусть Дт+1 —
Г

Выберем пт > гт так, чтобы п,п > <тт+1 и < шт{2 'п+։, 8+ }•

Рассмотрим многочлен

2"т -1

(}'М= ^2 а2гтИ\(х).
*,=2-т

(42)
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В силу (3), (41) и учитывая, что гП1 > пт-1, получаем

С},п(х)=0, для х € С,п, 
%

(43)

а из (4) и (42) следует, что

Теперь докажем, что многочлен

2а22а2пт-1 
X ~ X

'Рт('г) — Рт(^) + фт(^)

(44)

(45)

$*«?п.,*)<

удовлетворяет условиям 1-7 Леммы 4. Пункт 1. очевиден. Далее, из (38), (39) и 
(41) следует, что Аж С Ст- Поэтому, учитывая также (43) и В) получаем, что

Вт(х) — 1т, если х € Ет С Аж, рЕт > (1 еж)Аж.

Аналогично получаем Рж(т) = 0, если х € Ст \ Ат- Для мажоранты частичных 
сумм многочлена Рт(х) для х 6 Аж имеем

8-(Рт,х) <8'(Рт, х) 4֊ 3*(<2т,х) < 2а2пт-1 । Т/Ж | С|^т| | 2а2пт-1 
X 2 £т X

Следовательно, учитывая (39), (41) и Аж С С7Ж, имеем

г-(вп,т) <
£т

см
£ т

Аналогично доказываются остальные пункты Леммы 4. Лемма 4 доказана.

Лемма 5. Пусть {Рж(т)} последовательность многочленов, полученных в 
Лемме 4, а д(х) почти всюду конечная измеримая функция, определённая на 
[0,1]. Далее, пусть для произвольного 0 < £ < 1,6 > Оит € Я, существуют 
натуральные числа тп^,... ,т} и множество Е, удовлетворяющие следующим 
условиям :
а) т < т1 < гп2 < • • • < тп^ ; Ь) Е С [0,1), рЕ > 1 ֊ 2е ;

с) Е ^°тДх) ֊ д(х) 
1=1

< <5 если х € Е,

4-е для всех х € Е, где С абсолютная постоянная.
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Доказательство. Выберем натуральное р так, чтобы

1 €
2? < 5' (46)

Легко видеть, что существуют конечное разбиение интервала [2~₽, 1] на попарно 
непересекающиеся двоичные интервалы рациональные числа
и множество Ео такие, что

рЕ0 > 1 - 
4

|р(т) ֊ /'| < ш!п *

(47)

х € п е^, । — 1,..., (48)

где С - постоянная из Леммы 4. Для фиксированного », 1 < » < 7, в последова
тельности (36) существует подпоследовательность вида

О,), (Д',^ека),

где
£кп > £, п > 1, Пт Еьп = £.

П—ЮС
(49)

Пусть то - выбрано настолько большим, чтобы (см. (37))

< Е. (50)

Применяя Лемму 4 при тп = кп с достаточно большим индексом п и учитывая 
(49) и (50), легко видеть, что для т։ = кп > ти»-! выполняются условия :

^т. >1-֊, (51)

Рт<(х) = Ч для х £Ет,, (52)

где
Ет,С^, рЕт, >(1-ет.)М; >(1-е)дД'֊-, (53)

Ртщ(х) = 0» если х е (54)
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Г |/'|
•5’(Р,„,,х) < г}т1 +С—— < т)т։ +С —, если х 6 (7,,,,. П (55) 

чщ в

Положим

5-(Р,„.,1) <Чт,, есл« хеСт.ХД'с <5С)

(57)

Из (46) и (53) следует, что

Отсюда, с учётом (47), (51) и (57) получаем, что рЕ > 1 - 2е.
Пусть х € Е, тогда для некоторого г, 1 < г < > имеем х € Ет„. В силу (48), (52), 
(54) и (57) получаем, что

Наконец, из (48), (50), (55) и (56) вытекает, что

т. 1

Лемма 5 доказана.

§3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ
Пусть

П1=0
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есть последовательность многочленов, построенных в Лемме 4 и Ро(х) =

Л'։
52 аоИ*(х). Для доказательства теоремы, достаточно показать, что ряд 

к=0

ОС

(58)

является универсальным относительно знаков в классе почти всюду конечных 
измеримых функций. Выберем последовательность положительных чисел {7т} 
и натуральное число го так, чтобы (см. Лемму 4)

1 > 71 > 72 > • • •, цС,„ > 1 ֊ ֊■ (59)

Пусть /(х) - почти всюду конечная измеримая функция, определённая на [0,1].

>0

Тогда функция /(х) - Е также почти всюду конечна. В силу Леммы 5 
тп=0

для </(х) = /(х) - £ Рт(х), е = ^, <5 = ^, т = <0 существуют многочлен 
т=0

и множество Е\ такие, что

(60)

так, чтобы выполнялись условия (см. (37) и Лемму 4)Возьмём »1 > гПдо

Е г/т < 72, М^ч > 1 - V- Положим т=|‘1
1о во

(мр> = 52 рм + 52 р™«(*) + 52 рм, 
т=1 5=1 т€-Л

(62)
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Е[=Е1Г\С^, Л = {։0 + 1,։0 + \ {т?,т?,...,т“о}. (63)

Из (59), (60) и (63) имеем рЕ{ > Г- 71, а из (61), (62) и Леммы 4 получаем 2
|/(х) - <21(х)| < для всех х 6 Е{. Пусть на р֊ом шаге определено число ։р, 
множество Е'р и многочлен (2р(х) такие, что

ОО

*7т < 7₽+1» 
т=(р

(64)

^Ер > 1 7р։ Ер с С’,р_։, (65)

/(х)-^^Дх)
; = 1

для х е Ер. (66)

Положим

/р(т) = /(т)-£<?р(т).
7=1

(67)

В силу Леммы 5 для д(х) = /р(х), е = -^Ь1։ 6 = ^±2։ щ — гр существуют 
натуральные числа ։р < т. < ■ ■ ■ < т£ и множество £р+, такие, что

(68)

для х е Ер+1, (69)

(70)

где С абсолютная постоянная. Используя (37) и Лемму 4, выберем число

ОО
*р+1 > так, чтобы 52 < 7р+2> > 1 ~ и ПОЛОЖИМ

т=в,+1
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</р+1 — {։р + 1Лр + 2, • • • ։ 1р+1 } \ {иг' 1 ^2> ..., тп^},

^р+1 — ^р+1 С ^р+1 — ^р+1 ^р-

(71)

Из (65), (68) и (72) следует, что

М^р+1 > 1 ֊7р-7р+1-

(72)

(73)> 1 7р+ь

В силу (69), (71), (72) и Леммы 4 имеем |/р(х) - (?р+1(х)| < 2^-. х € Ер+1.
Поэтому (см. (67))

Р+1
/м - £ егхх) 

?=1

(74)

Из (66), (67), (70) и (72) получаем, что на множестве Е'^+1

т: » 47р+1
7р+1 (75)

а из Леммы 4, (64) и (72) на том же множестве Е'^,

Следовательно, в силу (71), (75) и (76), получаем

5Ф((?р+1,х) < (С + 2)7р+ь (77)

Рассмотрим множества

ОО ОО

е; = и А Е'»’

т=1 р=п1

Ео = и А Е'р- (£! = 1°՛ Ч’- 

ш=1 р=т
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Из (59) и (73) следует, что рЕ^ = pE'ô = 1. Следовательно, учитывая (74) и

ос оо

(77), заключаем, что ряд 52 akWk(x) =• 52 Qj{x) сходится к /(т) на множестве 
к=о յ=ւ

Е'о Ո Е", р(Е'о ПЭД = 1. Ясно, что |afc| = |ծ*|. Теорема доказана.

Abstract. How slowly can the coefficients of universal series tend to zero ? The paper 
proves that for every sequence of positive numbers an monotonically tending to zero, 
there exists a series by Walsh system with coefficients bn satisfying |6,J > an, which 
is universal in the class of almost everywhere finite measurable functions relative to 
signs.
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