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Резюме. В краевых задачах для псевдодифференциал ьных операторов реша
ющее значение имеют плоские элементы. В работе изучаются алгебраические 
свойства и совместимость с лежащей в основе главной символической структу
рой. Основной результат опирается на новое описание краевых символов.

ВВЕДЕНИЕ
Краевые задачи для псевдодифференциальных операторов можно описать в тер
минах операторнозначных амплитудных функций на границе (граничных сим

волов), действующих как операторы в направлении нормали. Эта точка зрения 
систематически развивалась в работах [1], [8], [9]. Интересные применения от
носятся к смешанным эллиптическим задачам и асимптотикам решений, ср. [2]. 

[3], [7]. Вообще говоря, внутренние символы не обладают свойством трансмиссии 

на границе, и мы вправе ожидать нетривиальную асимптотику решений. Ана

лиз разбивается на две части : негладкие плоские граничные символы и гладкие 

элементы с мероморфными символами Меллина.

Настоящая статья исследует алгебру плоских граничных символов, опирающих
ся на новые результаты работы [4], касающиеся структуры операторнозначных 
краевых символов. Основным результатом работы является утверждение, заклю
чающееся в том, что эти плоские символы (со следом и потенциальными состав
ляющими) образуют алгебру, ср. [4], Теорема 2.17, сохраняющую инвариант
ную относительно формального сопряжения структуру. Результат основывается 
на альтернативной характеризации граничных символов в смысле [4], Теорема 
2-П В Предложении 2.8 мы описываем важное подпространство, связанное с го

ломорфными символами Меллина. Как следствие Предложения 2.15 вытекает. 
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что алгебраические операции совместимы с главной символической структурой.

§1. СВОЙСТВА ОПЕРАТОРОВ

Прежде всего напомним стандартные обозначения, касающиеся хермандсровских 

пространств символов х Ш."), р Е ПТ для открытого подмножества
и С 1Ят (через “с!” будем обозначать классические символы, а через “(с1)” 

как классический так и неклассический случай). Обозначим через (С/ х ШТ) с 

С°°{и х ПТ1) оценки для символов :

< С«)"՜1“’1. «> = (I + |«|2)1/2

для всех а 6 V՞*, € Хп, (т,£) £ К х ПТ\ причём К С С и, с постоянными

с = с{а,0, К) > О - множество натуральных чисел). Классические символы 
определяются как асимптотические суммы слагаемых х(€)а(р-;)(2^)> У € -V, где 

леп1+. ееП1"\{0},

а х ~ функция срезки в ПТ‘. Мы будем использовать ряд модификаций и 
обобщений. Например, если и имеет вид Ш.+ х Ш+ х П, то для открытого П С ПТ7 
определим

х х х ®-п) - х Ш. х П х Ш.п)|п<+ хП<+ хПхПг

В этой статье функцией срезки является любая о>(£) Е Со°(Ш.+ ) такая, что 

= 1 в окрестности £ = 0. Пусть Н*,7(Ш.+ ), з,7 € Ш, определяется как 
пополнение Со°(Ш.+ ) в норме

{11/2 ^֊. (1 + и2)'|(ми)(г)|2й2

причём (Л/и)(г) = Iх ~1 и(1) сП является преобразованием Меллина. Для про

извольных з,7 € Ш. имеем Н4,7(П1+) С Н'0С(П<+). Здесь Я*(Ш+) = Я'(Ш.)|пг+ 
для стандартного пространства Соболева Я'(Ш). Положим

К‘'7(1Я+) = {ши 4- (1 ֊ ш)и : и Е ), V Е Я'(Ш+ )},

где ш функция срезки. Тогда /СЛ,7(Ш.+ ) не зависит от выбора ш. Пространства 
Н*,7(Ш+ ) и Х7։ '(П<+) суть гильбертовы пространства, в частности, Н0,0(П< + ) = 
К00(1Я+) = Б2(Ш.+) (с мерой Ж).
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Отметим, что скалярное произведение в Ь2(Ж + ) распространяется на невырож

денные полубилинейные образования пар : Л?՛7 (]!{.♦.) х (Ж..) ।__ >С
Более того, вложение К?''>'(Ж+) •—► К?Л(ЖЬ) непрерывно, если з' > з, 7' > 7. 

Каждому оператору А € ЦК. 7(ГО-+)»^С5 (Ж.^.)) соответствует формальное
сопряжение А* 6 £ (к՜'’'-7'(Жч),К՜’-7(Ж+)} по формуле (Ли, и) = (и. А'и) 

для всех и,д €Сос(П<+). Множество

£'’™(Ж+) = {(«)-₽и(0 : и(0 е /С*’7(П<+)},

наделяется нормой, индуцированной биекцией (£)"<* : К?-7(Ж + ) ।—> Л?՝?;р(Ж.).
и положим

5о(щ+)= р) 
.уел/

в топологии проективного предела.

Если Е — гильбертово пространство и {кд}де1я+ сильно непрерывная группа 

изоморфизмов кд : Е .—> Е, Л е Ж+, (т.е. {кде}д€1яч € С(1Я+<Е) для каждого 

е 6 и /сд/сд» = кдд' для всех Л, Л7 € Ж.+ ), то будем говорить, что Е наделена 
групповой операцией.

Определение 1. Пусть Е и Ё суть гильбертовы пространства со строго не

прерывными групповыми операциями {кд}д€1и+ и {«д}А1 , соответственно.
Для заданного открытого множества 17 С Ж7, пространство операторнознач- 

ных символов 5Р(П х Ж7;Е, Е) определяется как множество всех а(у,т]) € 
С 4 (17 х Ж7, ЦЕ, Ё)^, причём ЦЕ,Ё) является пространством непрерывных 

операторов Е ।—> Е (в топологии нормы операторов), которое удовлетворяет
символьным оценкам 

< с(^-^
С(Е.Е) ~

для всех мультииндексов а,/3 € а у 6 К для всех К СС О, т) € Ж7 с 
постоянными с = с(а,/3, К) > 0.
В частности, если Е — К?՝7(Ж+), определим (яди)(£) = А1?/2и(А7). Для Е = 
Е = С всюду далее полагаем кд = ։с7е аля всех А € Ж+ и восстанавливаем 

пространства скалярных символов.

Классические операторнозначные символы определяются как асимптотические 

суммы слагаемых х(у)а{ц_^(у, т/), где у - функция срезки в Ж’ и

аб-»(1/Л) € Сх(12 х (Ж7 \ {0}), ЦЕ, Ё)} Ат/) = Ам }кха{р_р(у, 1
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для всех А € ПЬ и всех г? / 0. Пространство всех классических операторнознач- 
*

ных символов обозначим через 5^(0 х Ш.4; Е,Е). Пространства символов также 
*

имеют смысл для пространств Фреше Е или Е, записанных как проективные 

пределы гильбертовых пространств с групповыми операциями (детали можно 

найти в [7]).

Обозначим через [г?] функцию т] ►—> [т/] в СОО(Ш.</), которая строго положительна 
и удовлетворяет условию [т/] = |г/| для |т/| > с, где с > 0 постоянная.

Пример 1. (1) Пусть ш 6 С£°(1Н+) и = ^[т/]). Тогда оператор умножения 
на принадлежит 5^(Ш.7; Б2(Ш.+ ), Б2(1Я+)) при |т/| > с. Кроме того, для

Н(у,г) € С0С(П, Л/£) (см. нижеприведённое Определение 2) имеем

€ $?,(« х IR’;.LJ(IR+),L։(IR+)), |,| > с,

где орм - оператор Меллина.

(ii) Оператор умножения на Р, j Е Л/\ представляет элемент в SclJ(Q х 

IR’;5O(IR+),5O(IR+)).

Выберем функции срезки cuq, ^2 так, что o>o^i = cui > CU1CU2 = а>2. Тогда из 
псевдолокальности получаем, что

р(?/Л) = ^1(<[7/])ор(р)(1/,т?)(1 - 4)№D) + (1 ֊

принадлежит С°°(П, L °°(IR_; IR7)). Кроме того, ор(р)(у, т?) равна сумме 9(1/, т/), 
причём

+ (i - ^1(4т?]))°р(р)(1/л)(1 -^(Ф/В)- U)

Типичный эффект получается при I = 0, так что полностью игнорируем второе 
слагаемое в (1), принадлежащее 5М(П х Ш?; Л?>7(1Я+), К?_Д1<5(1К.+ )) для любых 

з,7,<5 € П< (ср. [8]). Для изучения первого слагаемого в (1) будем использовать 
следующее условие на оператор Меллина. Обозначим через 5^(Ш.Г х П<7) класс 
символов Хермандера, который зависит только от копеременных т, тр Для 
/? € Ш. (прямая с весом) положим = {л € С : Ис г = /3]. Пространства 
5£։) (Г в) 1 которые соответствуют отождествлению г = (3 + гт 1—> т, Г# ।—> 1Я. 

а также 5{с/)(Г0 х П< ) рассматриваются в канонических топологиях Фреше. 
Мы будем рассматривать голоморфные функции переменной г со значениями в 

этих пространствах. Обозначим через А(13, Е) пространство всех голоморфных 
функций в открытом множестве 13 С С со значениями в пространстве Фреше Е.
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Определение 2. Для заданного р Е Ш. обозначим через Л/^(1Н7) подпростран
ство всех К(г,т]) € Л (С, С00 (Пи)) с Ь.(г,т]) |гй 6 5^(Г^ х 1Л5) для всех (5 Е 1Я. 

равномерно на произвольных компактных интервалах с < /3 < с1. Для д = О 
применяем обозначение М°. Пространства М£(1Яд), р Е R ֊ естественные 
пространства Фреше.

Замечание 1. Пусть ,у, г,т)) Е С°° (Ж+ хЙ+х П,Л/£(ПЦ)). и положим 

/։(£,Л!/>г>г7) = А(£,£',у,г,£»7). Тогда для произвольных функций срезок ш и 

семейство операторов тп(у.т]) = с^1(<[г?])орд/(/1)(|/, г/)а>(<[т/]) порождает символ 
т(։/,г?) 5°(П х 1И'/;5о(П1+)15о(1Н+)). К тому же, если А не зависит от £ и

£', то имеем тп(у,т]) Е х 1П<,;5с>(1Н+)։5с»(П<+)).

Замечание 2. Пусть Н(у,г) Е С°°(П,Л4О00) и<рЕ С'о°(П1+). Тогда

^(£[г/]М£)ор;ДЛ)(у)а>1(£[г?]) и ^(£[г/])ор5/(Л)(1/)<р(£)ц;1 (£[г?])

принадлежат 5°Д1Н’;К?՛7 (ЯРЦ),К.Л'>АГ;ЛГ(1Н+)) для всех 5,7 Е 1И, М Е .V и при 

любом выборе функций срезок

Замечание 3. Пусть Л(£, V, у, г, т/) = /։(£,£', у, £,£77) с

Л((, Л у, М) € С“ (1Я+ х К+ х Я, М£(ПЦ)).

Тогда имеем

и'№])Г‘‘оР;,(Л)(»,’))«'1(‘И) е х Пг’;К’՝1(1К+),К>^'7_‘1(1К.))

для всех 5,7 Е И и любого выбора функций срезок о;, о>1.
Если /г(£, £', у,г,т]) = /г(у,г,£г/) (нет зависимости от £,£'), мы получаем класси

ческий элемент

^(^М)«"мор^(Л)(։/,77)и;1(£[77]) Е 55(П х П<’;^(П<+)Л-^(1Я+)).

Теорема 1. Для каждого р(1,1',у,т,т]) Е 5^(Ш.+ х П<+ х П х 1И1 сущест

вует Ь(1,е,у,2,р) Е С°°(П<+ х ЁЛ+ х П,М£(ПЦ)) такое, что Л(£, £', у, г,т}) = *
Л(£, £', у, г, £т/) удовлетворяет условию

°Р(р)(у,г1) = I МоРл/(^)(!/>г?) п10^ СХ(П, Ь ЭО(1Н+; 1К՛՛)), 7 Е 1И

В частности, если символ р не зависит от £, £*, то Л может быть выбрана не 

'зависящей от £, £'.
Этот результат был получен в [6]. Имеем ордГ(А)(з/, т])и = ордЛ(7»)(у,г/)и для 

любых 7,6 Е 1И, и Е С^°(П< +), что является простым следствием теоремы Коши.
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Замечание 4. Пусть р(<, 1', у, т, т/). фигурирующая в Теореме 1. обладает свой

ством р(М\1Лт, т?) = 0 для £ > Т, V > Т' при некоторых Т, Т' > 0. Тогда 

соответствующая функция А(<, V ,у, г, т)) может быть найдена как функция, обра

щающаяся в нуль при t > Т, t' > T'. Далее, специально не оговаривая, мы будем 
предполагать выполнимость этого свойства.

Основным операторным требованием для псевдодифференциальных символов 
х IR+ х П х IRI ֊ <3) является отображение p(i, t', у, г, т?) ।—> 

а(у,т)) для

а(!/л) = ^1(4т?])<"Р°Рл/(,1)(!/л)^о(<Ы)4֊(1-^1(«Ы))ор(р)(р.7?)(1֊^2(47/])). (2)

Операторное семейство (2) является операторнозначным символом в S*'(Q х 
ПГ;К’Л(1Н+)Л*-РЛ-Д(Ш.+ )) для всех з,7С ПТ

Определение 3. Пусть Ap(Qx IR’) обозначает пространство всех операторных 
функций a(y, rf) вида (2), где р и К определены в Замечании 4.

Замечание 5. Из f(t, t', у, z, ffi G C^IR, x IR+ xQ, и f(t, t', y, z, p) =
следует, что

^(^H])«"popJf(/)(p,p)wi(t[7/]) G XP(Q X ПГ)

для произвольных функций срезки cu, ivi и любого р G IR.

§2. ГРАНИЧНЫЕ СИМВОЛЫ С ПЛОСКИМ УСЛОВИЕМ

В этом параграфе мы наделяем Es±՜՝ = K?i7(IR+) ®CN± и S± = 5o(IR+) ®CN± 

групповыми операциями diag(Kx, )xeiR+ •

Определение 4. Пространство х П1(г;^_^+) определяется как мно
жество всех символов

9(В,г))е Г) 55(ЯхШ.’;Е1'’,5+) (3)
«летя

таких, что

(4)
e.ieiR

^десь д*(у,г/) есть поточечная формальная операция сопряжения для д(у,ц) в 
следующем смысле :

(u.5*v)eoo = (flu,v)Eo.o, u G Cq°(П1+) фС^՜, vG C0°°(lR+)eCjV+. (5)
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Пусть Н'с,с?(^ х ~ х П^-7։ 0,0) (пространство верхних левых уг
лов в Т^с.о^ х +) для произвольных А/֊, Вообще говоря, эле
менты <7(1/,т/) 6 о(12 х Ш7; АС, №+) суть блок-матрицы (дч(у. п))»,;=1,2։ где

^п(1/՝г/) ^с.о^ х ®-7)- Будем называть <721 (у, ту) (плоским) следовым симво

лом и <712(1/,^) (плоским) потенциальным символом. Пусть х Ш.7; А/+)

обозначает пространство всех плоских следовых символов, 7££О(П х П<7;

- пространство всех плоских потенциальных символов, которые появляются как 
соответствующие входы элементов д(у, т?) 6 о{^1 х 1И7; В частности,
мы полагаем Я£о(Пх 1И7) = 7££ о(Я х ПГ; 1) и Я£о(Пх1К7) = о(П х Ш.7; 1). 

Замечание 6. Пространство Т?7։. О(П х П17; А/_,/У+) является пространством 

Фреше в каноническом смысле, именно, в системах полунорм как и в условиях 

(3) и (4) (достаточно брать пересечения по всем 3,7 е 22). В частности, 
пространства Д? о(£1 х 1И7;Л7+) и 7^рО(П х 1И7;ДГ_) являются пространствами 
Фреше.

Пример 2. Пусть д(у,г)) е Авлет,С°°(Я. х 1И7;£(Е1’7,5+)) так, что 

9'(».ч)е П с»(Я х птС(Е?,5_))

9(у, = АрсПаё(кх, 1(1^+ }д(у} г?)сйаб(>сА, 1ёсл-_ )՜’

для всех у 6 П, |г?| > с и А > 1. Тогда д(у,т]) € 7££ О(П х 1У+).

Замечание 7. Для произвольного д € // имеем 7^^-р(П х 1И’;7У_,^) С 

О(П х , 7У+). Более того

О(П х Е1’; Хо, М+)Я&,о(П х ПГ;АГ_,ЛГ0) С К^О<П х Пг’;Л_,ЛГ+).

Как и классические операторнозначные символы, однородный главный символ 

порядка р определяется по формуле

<тл(1?)(1/л) € С°°(Я х (1Р.7 \ {0}),£(ЕГ ,5+)),

где сгл(5/)(1/, Аг?) = АмсИа§(к:А, )<тл(^)(։/,т^сНа^лд,)-1, А € 1И+. (у,р) € 

Ях(1И7\{0}).
Аналогично формуле (5) имеем (1/,т?)-типа формальное сопряжение :

ал(!/)*(!/, г}) = ^(д-Ку^) е С°°(П х (ПГ \ {0}), 5_)).

Предложение 1. Для произвольныхр,р € 1П. р(у,ту) € 7££ о(Пх1Н7; 

эквивалентно

<Иае(С, 1)9(У, 4)^1“, 1) € х Ш.’; М_, NO- (6)

Более того, для любых а(у. у) € З1')(Я х Ш) и д(у, ц) Е ^с.о^ х

имеем а(у.п)я(у-0 € К&+р(П х
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Определение 5. Пространство х П1’; Л/_,/У+) определяется как множес

тво всех операторных функций

а(у, т]) = diag(a(y, rj), 0) + д(у, т)}

для произвольных a(y,rj) € -4M(Q х IR’), д(у:т]) 6 Rg,o№ х ®-g»N_,W+).
Как и выше, положим Rq(H х IRQ) = х IR*7; 0,0).

Замечание 8. Имеем

7г^(П X П1’;ЛГ_,N+) С SM(Q X ПГ, Еа_:\ е;-м'7-м) s,7 e IR

Предложение 2. Если h(t,y,z) € C°°(IR+ х Q, Mq°°), то операторная функция

= t֊M+jw(t[T/])opJ/(/։)(|/)7?a։vi(t[T/])

принадлежит х IR’) для любых a е №, j G Л/՜, |a| < j и для всех функций 

срезки u;,u>i.

Доказательство. Прежде заметим, что существует функция срезки и»о такая, 
что = cuom(j/,7/)tuo при всех 6 Q х IR. Тогда тп(у,т)) может быть
записана в виде

(7)

для Но(1,4', у, г) = ыо(4)Л(4, у, г)ц/о(4/), которая принадлежит С°°(Ш,+ х 1И+ х 

П, и обращается в нуль для 4,4' > Т при некотором Т > 0. Для построения

f(t,t',y,z,rj) e C°°(IR+ х IR+ х Q,M^°°(IRJ)),

такой, что при f(t,t',y,z,r)) = f(t, t', у, z, tr)) формула (7) принимает вид

4 |Q|w(4[7?])op;/(/)(J/,7/)cui(4[7j]) + д(у,т]) (8)

гДе Rg.q№ х EV)> мы выбираем элемент a € 5(IR) и множество

f(t,t',y,z,ri) = h0(t,t',y,z)fjaa(\fi\2).

Используя Замечание 5, получаем, что первое слагаемое в (8) принадлежит 
х 1ИЧ). По построению

9(У՝Т1) = t р+7ы(4[т/1)(1 - 6T(42|r?|2))op^(/i0)nQiui(4{7/]).
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Докажем теперь, что д(у,71) € х (СР- Замечание 7). Согласно
Предложению 1, достаточно показать, что

С7(1/Л) = <^№))(1 ~ ^(«2|^|2))оРм(ло)^1(4т?]) € х П*1)-

Используя разложение Тейлора для Ьо(1 , Т, у, г) по переменным I, I', получаем

Мм',!/,*) = 52 ее}Ку(у,г) + £2 е,у,г),

где М(1М) € С^М^), 1^(1,е,У, г) 6 С°°(1Н+ х 1Я+ х Я,Л^°°). Тогда 

С(!/л) = 52 0’^№])(1“<г(42||7|2))ор^(Л0(у,2))(у)^1(^[т?])}+

+ 52 {4‘си(£(тЛ)(1 -<7(^1т?|2))ор^/(Ао(«,<',у,г))(1/)гои;1(«'[г/])}. 
i+j=^

Положим

Ри(У,т?) = «*^(«М)(1 ֊<г(«2|т?|2))ор';/(Ло(1/<г))(у)Р<д1(^[т?)).

Как и в Примере 1, имеем д^(у, Ат/) = Х~՝~] к\дч(у.т])к^[ для всех у 6 П, 

|т/| > с, А > 1. Используя Замечание 2, получаем, что обладает свойствами, 

аналогичными Примеру 2. Отсюда вытекает, что

9ц е 5С7^(П X ПГ;К^(1Я+),5о(П<+ ))•

Теперь покажем, что

«։ц;(е[г7])(1 -<т(<2|г/|2))ор5/(А0(«,е',у,г))(!/)^аТ1(<'[г?]) € 

€ х ПТ7;КЯЛ(1Н+), $о(пи))։

для I 4- 7 = /V или, эквивалентно

։^(4у?])(1 - <г(е2|г/|2))ор^(А0(^«',у,г))(у)(Д1(«'[т/]) 6

е 5°(п х п<’;л:*’7(т.+),5о(П1+)).

Согласно хорошо известному результату о проективных тензорных произведени

ях пространств Фреше, получаем

ОО

/.г=о
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где А|,г € С, £ |А/г| < оо, (^(IR^) Э </>/(<) -> 0 при / -> оо, C3O(IR4.) э 
1,Г=0

i/'r(t’) -> 0 при I' -> оо и C°°(Q,M0X) Э h,jn'(y,z) -> 0 при /,/'֊> оо в со- 

ответствующих пространствах. Так кнк /i,j обращается в нуль для достаточно 
больших t и t', мы можем умножить обе части суммы (10) на подходящие функ

ции срезки и получить одно и то же выражение. Следовательно, коэффициенты 

€ Cqc(IR+) стремятся к нулю при 1,1' -> оо. Для доказательства (9) при
9>jir(y^) = ^(4г/])(] “ а(/2Ы2))0Рл/(Луш(У, г))(у)о»1 («[г?]), докажем сходимость 

E в пространстве S°(Q х ПТ7; V՛7(IR+), fCL L՝L(IR +))
l,l'=0
для всех L G Af. Имеем

9цИ-(».Ч) € 5?,(П х IR.’;ЛС*^(т.+),/Cr b։t<IR.+ ))

(чётная однородность порядка 0 для больших |т?|) и 5уш(у,т?) -4 0 при /,/' -> оо. 

Более того, оператор умножения на <р € Cq°(IR+) непрерывен в смысле

С0»(К+) S°(IR’;K’’-l(ni+),V'1'(IR+)),

а также в смысле

Со°(П<+) —► S°(IR5; /C;v՝7V:N(IR+),/C/v>N'N(IR+)),

и мы немедленно получаем требуемую сходимость. Отсюда следует (9). Анало

гичные рассуждения применимы для сопряжённых операторов. Доказательство 
Предложения 2 завершено.

Предложение 3. Пусть h(t,t',y,z,fi) € CTO(IR+ xIR+ xfi, Mg(IRp) обращается 

в нуль для достаточно больших t и t'. Тогда для h(t, t',y,z,p) = A(t, t', у, z, trj) и 
произвольных функций срезки u/.u/i причём a>a>i = cuj, имеем

шМч])ор^м(Н)(у,т])(1 -w(t[»7])) и (1 - w(t(T/]))opJ/(A)(j/,r?)u;i(t(f/])

принадлежат ,о(П x IR").
Доказательство аналогично доказательству Предложения 2.

Предложение 4. [4] Пусть h(t,t',y,z,fj) € С°°(К+ х IR + х R, Afg(IRj)) и 
,у,т,т)) G 55(^4- х IR., х Q х IR1 + <?) обращаются в нуль для достаточно

больших t и t и удовлетворяют условиям Теоремы 1. Тогда для произвольных 
функций срезки u»։ui операторное семейство

(1 ֊ Мф/]){ор(р)(1/л) ֊ -оМф/]))

принадлежит R^ О(П х Ш?).
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Пусть а(?/,т/) € х ПТ), т.е. а(у,т/) = 

= *1№1К моР;/(А)(!/>г/)ц;0(г[7/]) + (1 -аМО)ор(р)(։л7?)(1 ֊и'г(О) + р(м),

(п)
где Л(М',у,г,^) = Л(<, Г, у, г, с А(4,Г, у, г^) € С°°(Ш.+ хШ+ х Я,М£(ПЦ)), 

как и р(«,«',у,т,г/) е 5^(П<+ хШ+ хПх ПТ +'/) обращается в нуль для достаточно 

больших £ и £', и д(у, т/) € о(9 х Ш.’).

Теорема 2. Пространство 7?с>(Л х ПТ7) состоит из всех семейств операторов 
вида

Ь(у,т]) = ։ /'орум(Ь)(у,р)Ас(у,т1), (12)
*

где К(1,1',у,2,т}) = Ь(1,1',у,х,^) для некоторого ,у, г, у) € х
П<+ х О, М£(ПЦ)), которая обращается в нуль для достаточно больших I и V, и 

произвольных с(у,т)) € О(П х ПТ7).

Более точно, если элемент а(у,т}) е х ПТ) задан в форме (11), то необхо
димо с(у,т?) = а(у,п) - Ъ(у,т}) € Я£։С)(П х ПТ).

Доказательство. Пусть Ь(у,г?) задана в виде (12). Выбирая функции срезки 

так, что (До^1 = а»1, о»1си2 = о/2, получаем

« мор1Д^)(1/л) = ^1(4Г?])< РоРм(Л)(?/л)^о(<[т?])+

+(1 ֊021(47/]))* рор;г(А)(ул)(1 -си2(«[7/))) + с(у,т]) + д^у,г)) + у2(у,г/), 

где 01(!/л) = ^1(«Ы)^_роРл/(Л)(!/>г1)(1 -^о(<[п])).

9з(У^) = (1 -и71(<Ы))«"/1ор^(Л)(у,77)а?2(«[г?]).

Используя Предложения 1 и 3, получаем У1(у,^),уг(у^) € О(П х ПТ). Пусть 

Ь(у,т?) = <Д1(4^])Трор^(Л)(у,7/)а;о(0 + И - ^1(^М))°р(р)(2/’71)(1 -^2(*М))+

+с(у,т?) + у1(у,т?) + у2(у,т?) + уз(ул),

гДе 5з(у,т?) = (1 - оМФ/])){* р0Рм(Л)(1/>г1) ~ °Р(р)(У> >/)}(1 “ ^(«И))-
Тогда согласно Предложению 4 имеем дз(у,у) € Лс,о(^ х Отсюда следует 

требуемое выражение для Ъ(у,т?) и а(у,т/).
Обратно, пусть а(у,^) имеет вид (11), тогда аналогичными рассуждениями 

получаем представление (12). Теорема 2 доказана.
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Предложение 5. [4] Пусть ,у, г,г]) € С'ОО(Ш.+ х Ж+ х Я, М^ТИ՛1)) обра

щается в нуль для достаточно больших <, 1՛. Определим

*

՝з1,у,2 + ։<л)— <1£5

(сходимость в С30(1Я4- х О, Тогда для /?(£,£',уу г,7]) =

и Нь^,у,2,т]) = Л£,(С1/,2,<п) необходимо ор},(К)(у, р) = ор^Н^у, ц).

Предложение 6. [4] Пусть ,у, г,т]) 6 С°°(1Н+ х П<+ х П, М& (1И7)), 

] = 1,2 обращается в нуль для достаточно больших I и V. Определим

Ь(1,у,г,т)) = Ц 5 <<Л1,г(^у,г + |С,т?)Л2։£(5е,у,^,8^)у

(сходимость в С°°(1Я+ х О, М£(1И.<?))/ Тогда для Ь։(1,у,2,т/) = ^^(1,у,г,1т]), 

* = 1,2 и К(1,у,г,т)) = Д(4, у, г, необходимо орул/(Ь1)(у,т/)ор^(Ь2)(у, г/) = 
оРм(Ь)(у,п).

Однородный главный краевой символ для а(у,т/) определяется по формуле

<^л(а)(ул) = diag((7л(a)(յ/,т?),0) + <7л(^)(!/л), (13)

где

^л(а)(у,т/) = О71(«|т7|)^ рор^(/1о)(у,г?)сио(«1г?1)+(1-^1(Иг?1))0Р(Ро)(։/л)(1-^2(^п1))

сРо(1/,т,п) = Р(Р)(0։0.!/>Л^), Ао(«, У,г,т)) = /г(0,0,1/>Мт?). Он представляет собой 

семейство операторов ал(а)(у,г?) : Е9̂  ।—> для (у,т)) € Т*П\0. Он

однороден в смысле : <Тл(у,^т)) = Aдdiag(^A, ^dc^+)сгЛ(а)(у, ^)diag(^л, )-1. 
Полагая у, т, г]) = р(д)(М',У,Л^)к'=е назовём а(а) = (а^(а), аЛ(а))
главным символом для а.(у,Т)).

Следующий результат носит вспомогательный характер для описания оператор
нозначных главных символов.

Предложение 7. Пусть а(х,^) € 5Р(1Я х Ш.) ֊ символ такой, что 

|О?О{аа(х,{)| <со,й(а)«)"-«, £ Ш. а,0 £ М.

Тогда А = ор(а) продолжается до непрерывного линейного отображения А : 
На (1Я) ।—> Я'֊М(1К). Более того

1И11г(Я'(1Н),Н*-»‘(1Н.)) < с с«.^(а)’
а+/3<Л^

где постоянные си И € М не зависят от А.



Алгебра плоских граничных символов 27

Доказательство. Положим А = ор((^)~^)ор(а). Имеем а(т.£) € 5°(1И х Ц{) и 
поэтому |В^а(х, £)| < са>в(а) для всех 6 1Я, а,/? € X. Используя теорему 

Кальдерона-Вайланкурта (см., например, (10]), получаем, что А : Н‘(П<) ►—► 

Д’(1Я) ограничено и

< с сО1з(а),
£(Я* (1Я),Я* (Ш.)) 

а+0<Н

где постоянные с и /V Е // не зависят от А. Для В = ор((£)~р) положим 

А = В~1А. Имеем

1И11г(Я»(1Н),Я'-»'(1Н)) - В՜1 А
г(я*(1Я),я--»-(1а)) ~

< ||В 1||г(Я'(1Я),Я--Р(1Н))
£(Я'(1И).Я’(1Н))

<С 52 Са,0(а).
4ЙГ

А

Предложение 7 доказано.

Предложение 8. Для заданного а(у, р) € х П^7; IV-, 1^+) и любого и € Е*У 

имеем
ал(а)и= Пт А“рд1а§(кд, 1^/*+)-1а(у, Ат^с^^д,!^.. )и. 

А—юс
Доказательство. Достаточно показать, что

<тл(а)и = Пт А цкх} а(у, Ар)к\и.

Выберем А достаточно большим, чтобы [А77] = | Ат?|. Остаётся доказать, что

-А(0,0,1/,2, ->0

И
(1 -и21(е|г/|))ор < А "р I т, у,У,А€,Ап I ֊ 

\ л л /
~Р(м)(0|0,У,£,т1)} (1 ~ (г!7?!))||£(//*(пч.+ ),//«-**( 1Н+ >)

при А —> 0. В действительности, для фиксированных А, у, р символ

<?(«,«', у, г/, А) = А Рр ( -,у, А£,Ат7 ) - Р(л)(0,0,$/,С^)

удовлетворяет условиям Предложения 7 для х = (<,<*)• Следовательно

||ор(<7)||£(я-(т.+ ).Я’-Н1Н+)) -с Са,^(7)’
|о|+/3<я
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где о = (oi, <*2) 6 V2. Так как

[ ( (1 t' \
lira со,0(9) = bin < crt,0 р(р)« у, С 9 - Р(Р)(0.0,9՛ €л

то из разложения

Р(м)

где в. в' Е (0,1), вытекает lim co^(q) — 0 для любых а 6 №, G АА 
А-*оо

Аналогичными рассуждениями можно показать, что

wi(t|T?|)op^

- А(0,0, у, z, tq) У си0(ф/|)

при А -> ос. Предложение 8 доказано.
Задавая а(у.т/) € х ПТ7;2У_,), мы определяем поточечное формальное 
сопряжение а‘(у,т/) по формуле

(a(y,r))u,v)Eo.o = (u,a’(j/,r/)v)Eo.o, u € C£°(IR+) фСл'՜, v € Cq°(IR + ) ®C v+. 
+ —

Аналогично мы определяем формальное сопряжение сгл(а)* к <тл(а).

Теорема 3. Из a(j/,r?) 6 х lR7;Af_,W+) вытекает а’(у,р) Е х 
IR’;N+,/V_) и л(а‘) = (7(а)՛. где ♦ справа обозначает покомпонентное сопря

жение с av(a)*(t, у, r,q) = a4,(a)(t,y,T,q).

Теорема 4. Пусть (аЬ)(т/, т/) - поточечная композиция для а(з/, г?) и Ъ(у,г]). 
Тогда из а(у.т)) € х ПГ; ЛГ0, ) и Ъ(у,т}) € х Ш5; , ЛГ0) следует,

что (аЬ)(1/,г/) € х ГО.*7; , 7У+) и сг(аЬ) = <т(а)с7(Ь) с покомпонентной
композицией.

Доказательство. Не умаляя общности, можно предполагать, что N- = No -
N± — 1. Положим

= ( Л 9П 9П
\ 921 922

Ь(?/л/) = f I (i/iP)» 
J22 7

где g(y.rf) - (9ij(9 ’/))i,7=i 2 и f(y,q) = r?))»,j=i,2 суть плоские символы
Грина порядков р и //, соответственно, а а(?/л/) € х IR') и Ь(у,г/) € 
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Д£(П х Ш7). Для доказательства нашего утверждения достаточно установить 
следующие свойства :

(О аЬ € X к՛'), (и) а/п,9114 € Я^(П * го '),
(ш) о/ц е Я££(Я х R՛'), (1У) <й։6 £ х R’).

Свойство (։) является следствием Теоремы 2 и Предложений 5 и 6. Для дока
зательства соотношения (П) рассмотрим, например. а/ц (структура дпЬ анало
гична). Согласно Предложению 1 достаточно показать, что

51(1/Л/) = ^(<Ы)ор?«(/։)(1/^)^о(«(и])/11(!/^) € Я^>С>(П х П<7)- (14)

92(У^) = (1 - ^1(<Ы)°Р(Р)(УЛ)(1 “<^(ф?]))/п(УЛ) € х ПТ'). (15)

Покажем, например, (14). Так как доказательство (15) аналогично, оно опуска- 
ется. Используя разложение Тейлора для Л(г, у, 2,17) по переменным < и V в 
точке нуль, получаем

*

/։(«./', у, г, г]) = 52 4֊ Г^Л։>(М',У, *,»?),
<+;<Л ։+>=Л^

где Лу(у,д,|)) € С~(П,Л/ё(1К’)), А(М',у,д,ч) е С“ (К, х R, х П,МХ(И’)). 

Тогда

(^»/])орл/(Л(«,г,п))и/о(«М) = 52 ™м(!/л) + £
»+>^ ։+7=Л'

гдет^Ду,^) = си1(2[т7])2,ор5/(7гм(у,г,2т?))2'-'а/о(2(т/}) и

тм(у, П) = (*М)*։°Рл/(Ло(2,У, г, Ь?))^и;о(ф/])-

Из Замечания 1 и Предложения 1 вытекает

’п.>(У.9)/п(У,9) € 57(<+-*’(П х R^IC■•1(Rt),5o(R.)).

Используя метод, аналогичный примененному при доказательстве Предложения 
2, получаем тпц(у,т))/п(у,т1) € 5*/-Л (П х 1Н7; К?л(1И.г ).5о(1И +)) для всех а,) € 
V ci+j = ^. Это даёт </1(1/, г/) 6 х П1'; Х2'"'(П<.).5о(1К. )). Аналогичные 
конструкции для формальных сопряжений дают дАу.д) € Де»(П х 1П ’). Доказа

тельство соотношения (11։) проводится аналогично. В действительности, исполь- 
3Уя /։2(1/, г/) € 5^(9 х ПГ;С,5О(П1+)) вместо Му.д) в (14) и (15). а также раз
ложение Тейлора, легко получаем, что а(у, т/)/12(3/, г/) € 5։^+‘ (12х Ш ;С, 5р(1Н+)) 
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и т.д. Для доказательства (1у) продолжать рассуждения в аналогичной манере, 

рассматривая формальное сопряжение.

Abstract. In boundary value problems for pseudo-differential operators of crucial 
importance are the flat elements. The paper demonstrates the algebra property and 
compatibility with the underlying principal symbolic structure. The main result is 
based on a new characterization of edge symbols.
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