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ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ДИСКРЕТНЫХ ЛИНЕЙНЫХ ЗАДАЧ

Ф. Э. Мелик-Адамян
Ереванский государственный университет

Резюме. В статье рассматриваются так называемые линейные соотношения и 
даётся описание их спектральных функций, а также ортогональных спектраль 
ных функций. Описываются спектральные функции граничных задач < распада
ющимися граничными условиями.

ВВЕДЕНИЕ
Произвольный сингулярный оператор 7 в п-мерном унитарном пространстве 
IV = С’*, удовлетворяющий условиям 7* = —7 = 7՜ можно представить 
в виде 7 = - iP-, где Р± = 2”1(Л» Т »-Л суть взаимно-дополнительные

ортопроекторы : Р2 = Р± — Р±. Возьмем ортогональное разложение = 
/У+ ® АС, АГ± = Р± IV, и рассмотрим операторы, действующие вХ в виде 2x2 

блочных матриц. Например

Р+ 
О

|Р+ О
О -iP-

Для определенности предположим, что dim IV ± > dim А Пусть Аг и В 

последовательности операторов в IV, удовлетворяющие условиям

а;7аг = о, B;jAr=cr>o, r = o,i,--. (i)

Это равносильно тому, ЧТО ДЛЯ произвольных комплек։ НЫХ А и р ВЫПОЛНИ։ Т( Я 

равенство :

(pAr + Br)*J(XAr 4- Вг) - 7 = (А - Д)СГ, Сг - B'JAr >0, г - 0.1, • • •. (1 )

Легко проверить, что из (Г) вытекает равенс тво

(ААГ + Br)J(pAr 4- ВГУ - J = (X- Dr = ArJB‘ > 0, г = 0,1,• ••
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Рекуррентные соотношения вида

?/г+1 — (АДг 4՜ ^г)?Л՝ ' — 0, 1» ’ ' ' (2)

были рассмотрены в [1] (гл. 3). где введено понятие граничной задачи и ее 

спектральной функции. Отметим, что конечно-разностное уравнение матричной 

проблемы моментов п-ого порядка

сг։/г+1 4՜ (1гУг 4՜ сг_— А/&г|/г։ г — 1,2, • • •,

где сг - эрмитовы обратимые матрицы, с/г - эрмитовы матрицы и Иг - неотри
цательные матрицы, можно свести к уравнению (2). В самом деле, достаточно 

рассмотреть матрицы 

и убедиться, что они удовлетворяют условиям (1).

В настоящей работе даётся полное описание всех спектральных функций рекур
рентного соотношения (2).

§1. ГРАНИЧНАЯ ЗАДАЧА
Рассмотрим уравнение (2) как дискретный аналог канонического дифференци
ального уравнения

-ХН(г)х(г) =0 (0 < г < /). 
аг

Будем использовать метод, развитый в работе [2]. Положим С7о(А) = 1п и опреде

лим последовательно матричные многочлены £/г(А) степени г из рекуррентного 
соотношения

£/г+1(Л) = (ХАГ + Вг)иг(Х), г = 0,1, ...т ֊ 1.

Легко проверить, что

^;+1(м)^г+1(А) - €/;<м)7С/г(А) = (А - Д)С/;(М)СГДГ(А).

Отсюда приходим к тождеству Кристоффеля Дарбу

Г
1/;+,ЫЛ/г+,(А)-У = (Л֊Д)52(/;(/х)С.1/,(Л), г = 0, !,•••. (3)

э=0
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Следовательно, матричные многочлены (/Г(А) удовлетворяют соотношениям

^*(А)7(/Г(А) = 7 = иг(Х).НГг(Х) (А €С). (4)

С7;(А)7С/,.(А)-7 
А-А

иг(Х)./и;(Х)֊.}
А-А ( 1ш А # 0). (5)

Из тождества (3) следует, что векторные решения

{М^о1 = {УгИхо}™;1, {»г >7=0՛ {ег(»уо}7=;‘

уравнения (2) удовлетворяют условию

(т-1 \ т-1
У^ (СгЦг(Х)хо, Цг(р)уо I = (А —/I) (Сгхг. уг)- 

г=0 / г=0
(6)

В дальнейшем будем полагать, что при некотором тп

гп- 1
и„(0) = £ и;(о)С,що) > о. (7)

г=0

Определение 1. Будем говорить, что элементы х = и / = {/г}"^1

(т.г, /г 6 пространства 1Чт = ф - • • ® /V находятся в линейном отношении 

XV, и обозначать {х,/} 6 XV С Ф Мт, если

хг+1 = Вгхг + Аг/г- г = 0,1,- -,7п - 1.

В пространстве ]Ут введём новое скалярное произведение по формуле

т—1
(Х,у)с = = £(Сг1г.։/г).

* * Лг=0

Для произвольного {^/,/} € XV имеем

(•^Уг+11 у г+1) = (7( Вгуг + Аг/г), Вгуг + Аг/г) — (7։/г. уг) 4- I Сгуг, /г) [/г, Сгуг )•

Отсюда получим

(У>/)с ~ (/՝у)с — (^УпчУт) (7։/о<!/о)։ {у՝/} XV.
Это означает, что сужение линейного отношения XV на многообразие, удовле

творяющее условию (7у|П,г/„։) ֊ (7уо,г/о) = 0, задаёт симметрическое линейное 

отношение.
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*-ч
Рассмотрим 7-пространство (Л/ = Лг ф ./V. 31) с индефинитной метрикой, по

рождённой оператором

И меем
Л Л

Лтп ДГ+ = Фтп
Л Л Л

лг± = Р±Л', Р± = !(/։„ ±Л). 
£

Поэтому (см. [3]) произвольное максимальное ./-нейтральное подпространство

Ь с /V является гипермаксимальным и задаётся с помощью унитарного “углово-

го” оператора К : 1У+ ՛—> /V- в виде Ь = х = 4- Кх+/х+ € /У+ ? ■ Отождест-

вляя пространства 1Ч± с IV заключаем, что произвольное максимальное симмет

рическое линейное отношение С определяется граничной задачей

Уг+1 — Вгуг 4՜ Аг/Г, г — 0.1, • •, т 1, 
(Р+уш 4- Р֊уо) 4֊ К(Р֊ут 4- Р+Уо) = о,

где К унитарный оператор в IV. Аналогичным образом, нерастягивающий 

угловой оператор К в IV определяет диссипативные и аккумулятивные линейные 

отношения.
Рассмотрим граничную задачу с комплексным параметром А

Уг+1 — (ААГ 4՜ Рг)уг 4՜ Аг /г. г — 0,1, • • •,щ 1, 
(Р+ут 4- Р֊Уо) 4- К(Р-ут 4- Р+Уо) = 0.

(8)

Для решения этой задачи найдём сначала вид общего решения уравнения (8).

Так как (ААГ 4- Дг)-1 = - 7(АА* 4- Д*)7, то в силу (1) имеем

»г+1 = (ааг + вг)(»г-л(аа; + в;)лаг/г) =сг+1(А)1/-1(А)(։/г- jc.fr).

Следовательно, для общего решения (8) получим при г = 0,1, • • • ,т - 1

/ г \ / г \
»г+1 = Сг+1(А) »0-52 и;4хрс,/, = Сг+1(А) »о ֊ Л 52 и'А^С‘>- ■ <9>

\ з=0 / \ з=0 /

Далее, граничное условие представим в виде

т—1
[(/>+С/„,(А) + Р.) + Я(Р֊€/т(А) + Р+ )]Уо = (Р+ + КР.)ит(Ы 52 С;(А)С./,.

3=0

Если в этом равенстве при некотором А оператор слева обратим, то

т— 1
у„ = |(Р+С„.(А) + Р_) + К{Р.итЩ + Р+]-‘(Р+ +КР.){/т(А)У 52 и:(Х)С.!,.

»=0
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Подставляя это значение уо в (9), получим решение задачи (8).

Следуя континуальному аналогу (см. [2]), решение {уг(А)}^0 задачи (8) пред-
ставим в виде 

ш-1
1/г(А) = 52 Лк(г,8; A)/s, г = 0,1,---,ш,

где
о ,(г s.д։ _ 1/ при 0<«<r-i,
к'г'’’ 2( yr(A)(w(A) + при г < s < m ■- 1,

и
w(A) = wK(A,m) = [(P+C/m(A) + P-) + K(P.Um(X) + P^)]՜1 x

x [(P+C/m(A) _ p_)j + K(P_Um(X) - P+)J].

(10)

(11)

(12)

Если при некотором А оператор [(P+L7m(A) 4- P_) + K(P-Um(X) 4- P+] не обратим.

то существует ненулевое решение однородной задачи (8). Такие А € С называ
ются собственными значениями задачи (8) или линейного отношения Над

множество собственных значений (спектр) задачи (8) обозначим через и 
определим из уравнения

det[P+Um(X) 4- Р_) + К(Р-С/ш(А) + Р+)] = 0.

Отметим, что если Ап € ЗрАУд, то соответствующий собственный вектор имеет 

вид ?/р(Ап) — {иг(Ап)хр}г—о » где

хр 6 Пп = Ker[(P+U(l, Ап) + Р_) 4- K(P_U(l, Ап) + Р+)).

Следовательно, кратность значения А„ 6 SpWк равна кп = diin Кет[\п.

Из равенства (6) следует, что спектр SpWк задачи (8) вещественный, а собст
венные векторы у = отвечающие различным собственным значениям,

ортогональны в смысле нового скалярного произведения пространства jV™, опре

делённого по формуле (*).
Покажем, что существует базис {ii, • • •, хКп } подпространства Пп такой, что

собственные векторы

?7р(Аг։) = {Уг (А)}гТо1 р - 1,...кп,

отвечающие собственному значению Ап, ортонормированы. Действительно, име

ем 

г=0
где Un։ определён соотношением (7). Поскольку этот оператор, деис гвующии 
в пространстве /V, является неотрицательным, то можно выбрать сштемз 
{т1, ■••,тЛп} элементов из Пп, удовлетворяющую условию (и,птр, хд ).у — 

(p,q = 1, ■, кп), где 6pq - символ Кронекера.
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^2. ДРОБНО ЛИНЕЙНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ
Как было показано в [2]. факт существования и свойства дробно-линейного 

преобразования (12) являются следствием свойств (4) и (5) полиномиальной ч
матрицы и,п(Х). Поясним вкратце суть вопроса. Рассмотрим матрицу А(А) 

дробно-л инейного преобразования (12) :

1
А(А) =

АП(А)
А21(А)

А1з(А)
А22 (А)

Р+Рт(А) + Р_
РЛЛДА) + Р+

(Р+С7т(А)-Р_)7
(Р_С/ГП(А)֊Р+)У

Положим

7П ֊ 1
ут(р, А) = (иД(д)Л/ш(А) ֊ 7)/2 = (А - Д)/2 £ С7;(д)С^,(А).

5 = 0

Легко проверить справедливость тождеств

а-(д) О
Кп(д,А) 

-<7Ут(д,А)
Кп(д,А)7

-7Цп(д,А)У

В частности, при Ут(р, А) = 0 получим

А(А)

Следовательно

А’1(А) = *А;2(А) 
֊^(А)

—гА£2(А) 
гА21 (А)

Отсюда вытекает (см. [2]) следующий результат.

Теорема 1. При произвольно фиксированном А £ С+ дробно линейное пре-

образование (12) отображает взаимно-однозначно единичный матричный круг
О = {К : А ^֊> Н/К'К < 1П} и окружность = {К : N »—> №/К*К = 1П] на
их образы

П(А,тп) = ^л֊(А,т)/Я € ©}, и П0(А,т) = ^к(А։т)/К € Оо},

соответственно. Множество П(А.т) (Пп(А,т)) является матричным кругом
(окружностью) в верхней матричной полуплоскости

1т си( А) = (оГ(А) - ы(А))/2г > О,

и определяется каждым из неравенств (равенств)

2 1ш ш(А) > (иг'(А) + (и(А) - у), (13)
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2 Im w(A) > (<v(A) + j) {tVm(A, A)} (W*(A) - j) (13’)

Z2Imu(A) = (w’(A) + j){֊։Vm(A,A)} (w(A) - j).\

\ 2 Im <j(A) = (u(A) 4- j) {։Vm(A, A)} (о/(A) - J И

Круг ft(X,m) (окружность Qo(A,rn)) допускает параметрическое представление

iv(A) = C + (։Цп(А, A))1/2 Z(-։l/m(A, A))՜1/2, Ze О (Z € 0O), (14)

где C = J - У^ЦА, A) = У^’ДД) ֊ J “центр", a (։Vm(A, A))"''2 и
(- i Vm (A, A)) “1 /2 суть “полурадиусы" круга.

Отметим, что последнее утверждение следует из У^ЦА, А) + У"1(А,А) = 2J.
которое является следствием тождества

П.(м,А) = + Vm(₽.A) ֊2Vm(P,r)JV„(₽.A).

Пусть теперь Um(X) и t/„(A) - полиномиальные матрицы и m < и. Тогда для 
произвольного фиксированного А € С+ имеем

-iVm(A,A) =
m —1 n — 1

Im A £(I/r-(A)Cryr(A)) < Im А£(£/;(А)С,.1ЦА)) = -iV„(A,A). 
r=0 r=0

Отсюда и из (13) вытекает вложение П(А,тп) Э П(А.п). Следовательно, при п —> 

оо существует предельное множество И(А, оо). Если при этом оба “полурадиуса’ 

предельного множества ЩА,оо) невырождены,что равносильно

оо
-tVoo(A,A)= Im A^t/;(A)CS[7,(A) <00, А € С+, 

5=0

ЭС
= Ini А ^2 L1 s (X)Csl\(A) < оо, A t

5=0

то имеет место случай предельного круга.
Для произвольного натурального п из представления (14), положив 2 = О, 

получим
Ш(Х) = J- к՜1 (А,А) = К՜1 (А,А) - J.

Следовательно

Im (J - V„-’(A,A)) = Р+-/’-+ (-•V„(A,A))՜1 > О,
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11п (Р,֊1(А. А) ֊ 7) = (»УДА, А))՜1 - Р+ 4֊ Р_ > 0. 

Отсюда для произвольного А ЕС и натурального п получаем

((—гУп( А. А))-1т_. х֊) > (1.Л.), х- € ЛГ_,

((гУп(А,А)) 1х+,т+) > (х+,.т4), € ЛГ+.

Таким образом, полурадиусы (г1'ос(А.А)) и (—гУоо(А, А)) ։'‘ невырождены 

на многообразиях /У+ и Л/՜. соответственно
Рассмотрим последовательность и?о( А. п). п = 1,2,... дробно-линейных преобра

зований (12) при А' = 0. Имеем

и0(А,п) ֊ 7 = (Р+ип(Х) 4- Р-Г1(Р+и,М ֊ Р-)-1 = 2ЦР+ип(Х) + Р_) 1Р_ =

= 2г
(^п(А))н1 ֊((7п(А))й1(ап(А))12'

0 Р-
Р_ = 2г

0 ֊(^п(А))н1(С/п(А))12
0 Р-

Аналогично получаем

= 2г Р+ о
-(Сп(А))2"2‘(Сп(»)21 (Сп(А))й։

_ Р+ 0
-(иМ^'Ц/Мг, 0 •

Следовательно, для предельной точки с^о(А) последовательности оДА.п) имеем

и>о (А) — 7 — 2г
0
0

(А) , <Д(А)֊7 = ֊2г ’+ 0
+(А) 0 ’

где

Н-(А) = Пт (1/„(А))н1(С„(А))12, =+(А) = Пт (СП(А))221(СП(А))։1. 
П—>ОО Л—>оо

Заметим, что Е1(А) = Н+(А). Обозначив

Ф,.(А) = [/П(А) Ф„(А) = ип(Х) р
0

и отметив, что

и0(А) - сио(А) = 2։
Р+ 

֊Н+(А)
-ЕДА)

из равенств (13) для произвольных х± € и А €С+ получим
ОО

1т А = ^(СГ(ФГ(А) ֊ Фг(А)Н_(А))х_,(ФГ(А) - Фг(А)=_(А))ж_) < 2(т-,1-), 

г=0
ос

1т А = £(СГ(<ЫА) - Фг(А)=;(А))х+,(Фг(А) - Фг(А)=;(А))х+) < 2(х+,։+).

г=0

Таким образом, доказана следующая
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Теорема 2. При 1т Л > 0 существуют по крайней мерс п - (Ьтп№ линейно 
независимых решении {у,- = (Фг(А)с._ (А) — Фг(А))х }^0,X- 6 /V- рекурентного 

соотношения (2), принадлежащих пространству т.е. удовлетворяющих

({Уг}?1()> {Уг}~о)с = 52(СГ?/Г,1/Г) < ос. 

Г=О

При 1т А < 0 существуют п+ = (Итп1У+ линейно независимых решений {у, = 
(ФГ(А) - Фг(А)Е+(А))я+)^0, X- 6 соотношения (2), принадлежащих про
странству 12с.

§3. СПЕКТРАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ
Преобразование Г(А./) элементов / = {/г}^1 6 ЛР” определяется по формуле

т- 1
ЛА,/)= £(/;(л)с,/г.

г=0

Ясно, что Р(А,/) является полиномом порядка < тп с векторными коэффици
ентами. Обозначим через Ь множество таких преобразований и определим в £ 

скалярное произведение равенством

(к(Л,/),К(Л,у))ь = (/.9)с.

Тогда Ь становится эвклидовым пространством с порождающим ядром

гп — 1
Ф(А,д) = 52 СГ'(А)СГУГ(Д) <1г = 

г-0
Д- А

2У(А,Д) 
Д-А

(15)

Это означает, что имеет место тождество

(р(А),Ф(А.М)*)£ = (Г(р).т)л'։ Г € Ь. х € ЛГ, (16)

и поэтому множество {Ф(А,Рк)х} к=Л , х € Рк £<֊' плотно в Ь. Следовательно, 

система векторов {ит(рк)х} к_0, х € Рк €С плотна в Л .

Из тождества (15) следует разложение Ь — $ А’(|, где

Мд = {е(А)6Ь/Е(р) = 0}, = {ф(А,д)ж/х е лг}.

Ортопроектор на подпространство Л/р имеет вид

РрГ(А) = Г(А)-Ф(А,^)со, где со = Ф ։(я՝Д)^(я) €
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Предложение 1. Условие В(р, /) — 0, где / € /У՜”’ и р С С. эквивалентно 
условию
Г(Х,/) = (А - /х)/р(А, г/), где у = {з/гК^о1 является решением граничной задачи

( Уг+\ ~ (АЛГ 4՜ Вг)уг 4- Аг/г, г = 0,1, • •, т — 1,
I У о ~ Ут ~ 0.

Доказательство. Решением уравнения при условии уо = 0 является

г
рг+1 =-7^2 {7;(Д)С/Л, г = 0,1,•••>«*-1.

з=О

Поэтому условие = 0 эквивалентно условию у1П = 0. Принимая во

внимание, что

.4* 7уг+1 = Л* 7[(рЛг + Вг)уг + Яг։/г] = -СгУг

и уо = ут = 0, получаем

т-1 7/1-1

^(Л. /) = 52 у;(А)сг/, = £ и;(А)в;7[Уг+1 - (даг + в.)^] = 
г=О г=О

т-1 т—1 т-1

= -р £ и:(А)сгУг + £ {/г-(А)в;7[։/г+1 - вгуг) = £ и;(х)СгУг+
г=0 г=О г=0

т-1 т —1 т— 1

+ £ (и‘+1(А) - ав;(А)л;)уУг+1 ֊ £ с/;(А)7»г = -д £ и;(х)Сгуг+ 
г=О г=0 г=О

т —1 т —1 т —1

+ £ - £ и-г(\)}Уг - А £ и;{\)А^уг+х = (а -^^(а,»).
г=0 г=0 г=0

Доказательство Предложения 1 завершено.
Следствием Предложения 1 является следующее утверждение.

Предложение 2. Для любого / = {/г}^=о € М,п и цЕС вектор

Г(А,/)-Ф(А,д)со 
А ֊ Р

= ЛА.у), со = Ф \р,р)Г(р}

принадлежит пространству Ь. Вектор у = {|/г}"=01 является решением гранич
ной задачи

Уг+1 — (АЯГ + Вг)уг +

УО = Ут = 0,

Г=1,֊֊֊,7П- 1,
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и поэтому допускает представление

г—1
«г+1 = £с.։(А)С.(/։ - и,(я)со) =

®=о 7

— ^г(д)7 (7, (р)Св/я — - ------(иг(р) — (/г(/х) 1со.
«=о Д “ Р

Доказательство. Ясно, что

Г(А,/) ֊ Ф(Л,д)с0 = К(Л, {/г ֊ СМДЬ}^1). Г(д,{/Г ֊ иг(М^) = 0.

В силу Предложения 1. тождества Кристоффеля-Дарбу и соотношения (4), имеем 

г՜։ ,
С, (д).7 £ 1/;(ДС,С,(А)со = — (у,(м) - ^(мНс#.

Доказательство завершено.

Определение 2. Матричная мера <т(£), -оо < £ < ос называется спектральной 
функцией линейного отношения , если оператор сужения функции Я(А, /) € Ь 
на вещественную ось является изометрическим вложением Д в £2(—оо, ос;(1о). 

При этом, если рассматриваемое вложение является унитарным оператором из I 

на всё Л2(-оо, оо; Ио), то спектральная функция а(£) называется ортогональной

Наша цель дать описание всех спектральных функций линейных отношений XX 
Обозначим через П(С+) образ множества аналитических в верхней полуплоскос
ти, нерастягиваюшихся гп-функций К(Х) при дробно линейном преобразовании 
(12), а через Оо(С+) - образ унитарных операторов К(А) при том же преобра
зовании (12). Функции си(А) € П(С+) являются Я-функциями. и. следовательно, 
допускают интегральное представление (см., например, [4]) 

си(А) = Д + ХВ <**(£),

где А - эрмитова, а В - положительная матрица, причем спектральная функ 
ция ?՝(£) является неубывающей т-функцией, удовлетворяющей условию

пН? ■'՛■«> <«=•

Обозначим через Е(и») и Ео(и’) множества спектральных функций <т(£) ( — ос < 
£ < оо) 77?-функций си(А)/2. при и?(А) € П(Сц.) и о?(А) € По(С+), соответственно. 

Определение и свойства Яо “функций см. [4].
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Лемма 1. Пусть си(А) € ЩС^.) и <т(£) € - её спектральная функция

Определим оператор Я\/ соотношениями (10) и (12). Тогда для фиксированного 

/ € №п числовая функция (Я\/1/)с является Яо-функцией, и выполняется

равенство
(ЖЛ,^(£)Ж/)) 

€֊А (17)

Доказательство. Пусть у(Х) = Яд/ 6 1Ут есть решение задачи (8). Имеем

1т (Дх/,/)с = = 1т х(у у}с + Р.)
21 2.1

Второе слагаемое неотрицательно, поскольку у(А) удовлетворяет граничному 

условию в (8) с нерастягивающим оператором К՜(А). Поэтому

1т (ЛА/,/) > 1тА(!/,^)с = 1т (Яд/, Яд Л-

При А = ։т/, г] > 0 имеем

Г)||Я.Л1г < 1т (Я,,/, /)с < ||Я„/|| • 11/11 => ч||Л.,/|I < ||/||.

Следовательно, т?||Яи/|| • ||/|| < 11/Ц2- Отсюда вытекает (см. [4]), что (Яд/,/) 

является Ло-функцией и

Пт7/ 1т (Я,п/,/)с < (/,/)с-

Гак как (Ях/,/)с является Яо-функцией, то она допускает представление

(Я*/,/)с = Г ֊аг1^' 
2 — ос ч *

при этом

(/г/(£) = Втт> 1т (Я։„/,/) < (/,/). 010

Для произвольной пары точек непрерывности а и Ь функции г/(^), в силу 

формулы обращения Стилтьеса, получим

г/(6) - г/(а) = 1 Вт 1т (Я^+։с/, /)

С другой стороны, в силу (11) имеем

(Я*/, /) = 1 (^(А)Я(А, /), Я(А, /)) + (Сл/, /),

(18)

(19)
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где й’л есть оператор в /V"1, действующий по формуле

»п-1
(Сл/)(г) = £С(г,»,А)/(»)</». 

г=0

а
С(г,5, А) 1 Г ~^г(А)7С7*(А)С։ при 5 < г

2 1аг(Л)Л/;(А)С, при з>г.

Легко проверить, что (<7А/, /) = (<7А/,/). В силу (19) и обобщённой формулы 
Стилтьеса (см. [4]) приходим к равенству

Й? [ 1т /))>
* (1 J а

(20)

где а и 6 произвольные точки непрерывности функции гД£). Сопоставляя (18) и 
(20) и учитывая, что общие точки непрерывности функций гД£) и а(£) плотны 
на вещественной оси, получим

т,(Ь) - г,(а) = Г(Р(1,л,/)), а, Ь € (-00,ос), 
а

откуда вытекает (17). Лемма 1 доказана.

Замечание 1. Из равенства (19) следует, что при произвольно фиксирован
ных А € С+ и / € М’п множество (Т?А/, /) описывает круг П(А. /) (окруж
ность £1о(А, /)) в верхней полуплоскости, когда и»(А) пробегает множество О(С^) 
(9о(С+)). Параметрическое представление этого круга (окружности) имеет вид

(Яа/,/)с = ((-^(А,А)-1/։2(1К(А,А)-։/2Р(А,/),Г(А,/))л +

(21)

где 2 пробегает единичный круг 0 (окружность 0о)-
Теперь обратимся к рассмотрению множества спектральных и ортогональных 
спектральных функций линейного отношения IV, обозначаемых через ^(И ) и 
Е0(И/'), соответственно. Отметим, что если <т(А) € Е(И ), то преобразование, 

обратное к ^(А,/), имеет вид

/= / Г
-ОО г=0
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Действительно, имеем

m «./).֊։՛(«. /■)*)

N

Ur(£)d<WF(t,f), {Ur(a)X}'՞^

Ясно, что для фиксированной спектральной функции <?(£), (-оо < £ < сю), опера
тор умножения на функцию (£ —Д)/(£~м) ( 1т А* > 0) унитарен в Л2(-оо, оо; (1о) 

и отображает М„ на Мд. Функция

-——Ф(£,д)г € L2(-oo.oo;da) 
€ “Р

ортогональна подпространству Мд. Действительно, для любого Е € Мд функция 
(Л - дх)/(А - /7)Г(А) принадлежит Мд и

(֊«>(«, я>*. ле՝) = (ф(См)։.֊ле)՝) =

/£2 \ /д2

Ф(А,Н)։,^—-FW) =0.
А-Я J L

Обозначим через ортопроективное отображение £2(-оо, оо; с/а) на £. Для 

произвольного т Е .V существует у <= X такой, что выполняется равенство

Л.т—-Ф(А,д)г = Ф(А,Д)г/, х,у е N. 
А ֊ М

Для каждого а € £ рассмотрим оператор Хм(<т), действующий в М по формуле 
Л^(а)т = у. Имеет место неравенство

||Ф(А, Д)Хр(<т) т|| < ||Ф(А,//) х||. (22)

которое можно понимать в смысле метрики как пространства L2(—оо, oo;dcr), так 
и пространства L. Неравенство в (22) достигает равенства для всех х € N тогда 
и только тогда, когда <т(А) является ортогональной спектральной функцией. В 
силу определения скалярного произведения в L имеем

»п-l л։—1
^2 [ur(n)Xt,((7)x, CrUr(p)X(l((j)x^ < ^2 ([7г(Д)т, CrUr(p)x 
r֊o r-o
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В силу (15) и (16). имеем

^’(<7)Ф(Д.А)А'м(ст) < Ф(р,/х). (23)

Неравенство (23) определяет круг, который обозначим через Е(/х). Окружность 

£0(/г) получается в случае, когда в (23) стоит знак равенства. Параметрическое 

представление круга £(/х) (окружности Ео(м)) задастся формулой

х„(<7) = Ф-1/2(/-.,д)гФ1/2(м.д). ге<-) (гей0). (24)

Обозначим через £(/'՝, р) множество, описываемое при фиксированных Г € Ь и 

р € С + точкой
г» (ло,<47«)^(«)) 

А

когда <т(£) пробегает множество всех спектральных функций линейного отноше

ния IV.

Теорема 3. Множество спектральных функций ог(Х) € П(С+) совладает с мно

жеством спектральных функций линейного отношения И’. Спектральная функ

ция из IV ортогональна тогда и только тогда, когда она отвечает некоторому 

П(Л) е п0(С+).

Доказательство. Покажем, что множества Е(7?,р) и \о(Е,р) совпадают с 

кругом 0(Л, /) и окружностью По(А./), соответственно. Для этого представим 

/г,м(<т) в виде

( Г«,/)-Ф(Ср)со <ЬЩЕ(М^ 4-

֊ 1) (ф(С/*)со, Жт(€И(С/))-

Согласно Предложению 2

с!(т(£)Е(£,т = (ЛА,!/), ЯА./))ь = (!л/)с =
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Далее

—^(ео.ЛД./))-
/X - /А /

(ф({./')<*./)) (Ф(Л,Д)Х„(<7)со,К(А,/))
р - Д

_ (Хр(<7)со,Г(д,/))Л, 

р-й

Г (ф(См)со, = (ф(Л.^)г-"’Л(А’/))(- =
м - я У-оск 7 д - д

= ——(со, Лд./)} 
д — д х /Л'

Следовательно

------ г (Хм(<т)со, Г(д. 
д - д X

т —1 / г —1 '
- £ к/г(/х)7^е;(д)С։л, Сг/Г 

т=0 \ в=0 >

Подставляя значение Х„(сг) из (24), а также Со = Ф 1(д,д)Р(д) и

Ф ։(д,д) = ^-։(Д,А),
д - д

получим выражение для (Да/,/)с из (21) с заменой 2 на -։£. Теорема 3 
доказана.

Теперь опишем ортогональные спектральные функции линейного отношения XV. 

Ясно, что эти функции порождаются линейными отношениями XV/< или, что 

эквивалентно, граничной задачей (8) с унитарным оператором К.

Функция си(А) € По(А), определённая преобразованием (12) при унитарном /<, 

удовлетворяет условию и*(Л) = и(А). Следовательно, рациональная тп-функция 
о;(А) имеет простые полюса в точках Ап € 8р\Ук и может быть представлена в 
виде

оДА) = (А - Ап) 1 Рп + члены, регулярные в окрестности точки А = Ап.

Матрица Р□ эрмитова, поскольку А можно устремить к Ап вдоль вещественной 
оси. Имеем также

|(Р+1/,„(А„) + Р_) + Я(Р_С„,(Л„) + Р+)]Р„ = 0.



Об одном классе дискретных линейных задач 53

Отсюда следует, что rang Р„ < кп. Покажем теперь, что Рп = У хр^’р Для 
этого заметим, что р 1

m —1

?/г(р>Ан) = (Лл - А) R(r, з; Х)ув(р. А„). 
г=0

В окрестности точки А = А„ ядро /?(г, з;А) имеет представление*

Я(г,з; А) = (Ап - A)-l[/r(An)Pnl/;(An)C + ■ •,

поэтому, устремляя А к Ап, получим

т-1
Vr(p,A„) = U,(X„)P„ 52 U:(X„)C,y,(p.X„).

г=0

Отсюда следует, что

гл — 1
= р„ 52 c;(A..)ci/։(A„)xp, 

г=0 

т.е. и,1/2тр = (ит/2Рпит/2)и,п/2а:р. Поскольку {иК^р}^ образует ортонорми- 
рованную систему в /V, заключаем, что и^2Рпи,/ является ортопроектором на

1 /2подпространство ит' Пп. Следовательно

= 52(Uj/2Xp)(U,‘fzp)-.

р=1

Таким образом, ортогональная спектральная функция \равнения (11 пред- 

ставляется в виде
= ^2 Лм

An(€SpWKK(

а система и-функций

V(p,A„) = {t/r(A„)xp}’’iol, p=lv.K», A„€5pWK

образует ортонормировании« базис в прог транс тве Л
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§4. СПЕКТРАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ С РАСПАДАЮЩИМИСЯ 
ГРАНИЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ
В этом параграфе даётся описание спектральных функций граничных задач 

%
с распадающимися граничными условиями. Напомним, что граничное условие 
называется распадающимся, если в разложении К = К+ ф К_, оператор К 

имеет представление
тг Го Кт
К՜ Ко 0 '

Следовательно, граничное условие в (8) принимает вид

где Кт : К_ •—> и Ко : К+ »—> АС - произвольные нсрастягивающие
операторы. В разложении N = ф К_ матрицу и,п(А) представим в виде

(/т(А) =
О)

.ад (А)

ад(А>

ад2(А>

тп-функцию си(А) можно представить в виде

и’(А) =
Ьги(А,т) + Кгп[/21(А,т) 

Ко
С/12(А,т) + КтД22(А,т) -1

1Р_

X

Положим

Т(А) = [а1։(А,т) + ^С/21(А,т)]-1[[/12(А,т) + К,У22(А,т)],

ы+(А,т) = >(Р+ - Г(А)К0)-‘(Р+ + Т(А)ТСо).

Ясно, что о'+СА) является матричной Я-функцией, действующей в ^+. Для о?(А)
имеем

о,(А) = и7+(А)[Р+ - Ко’] +
О <К0*'

-1К0 О

Зафиксируем некоторое граничное значение в нуле, задав унитарный оператор 
Ко, и рассмотрим задачу описания спектральных функций линейного отношения 
АУд-д, определенного граничным условием

Р.уп 4֊ КоР+!/о = 0, 1/т=0.
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Чтобы найти резольвентное ядро рассмотрим (2п х п) матричные функции

Ф,(А) =
И(А)
Ф?(А) = (/г(А) ФГ(А) = #(А)

0г(А) = С/Г(А) ~'Р+ 
֊«А'о

Имеем

и ( (Фг(А) + «МА)а,+ (А))ф;(Л)Ся, 0 < в < г - 1. 
Я/с(г,з, А) = < V /

I ФГ(А)[Ф;(А) + ш+(А)Ф;(А)]С5, г < $ < т - 1.

Множество О(А) матриц а»(А) (А 6 С+) задаётся неравенством

2 1ш си(А)
1т А

т-1
> (<д'(А) + ./) £ и;(Л)Сгиг(А)(ш(А) - 7).

г=0

Тогда матрицы о>+(А) заполняют круг П(А,#о), задаваемый неравенством

2 1П} Ш+՝(Л> > У>г(А) + ФГ(А)Ш+(А)|-СГ[ФГ(А) + Фг(А)и>+(А)).
1,11 Л

Окружность По(А,/<о) задается равенством

2 1т <*Ч-(А) 
1т А

ш — 1
= £ (ФГ(А) + Ф,(А>ы+ (А)]'Сг[Фг(А) + Фг(А)и/+(А)], 

г=0

когда Кт пробегает множество унитарных операторов.
Положим А = 1т А Ф'(А)С, ФГ(А), В = 1т А£2Г_О ФГ(А)СГФГ(А), В - 

1т А$27=о1 Ф;(А)СгФг(А). Теперь рассматриваемый круг можно представить в 

виде
ы;(А)Ли+(А) + о,-(А)+(/? - ։/+) + (В- + </+)ы+(А) + О < О,

или в параметрическом виде 

ц?(А) = С7 4՜ 2 Лг (И-г </+),

где

С =-А֊'(В-ИЛ Я1 = А-'/\ ВГ^((В- + И+)А-'(В֊И,}-В)'2.

Соотношение (21) можно записать в виде

(Яа/./) = 5(^(а)^(Л'ЛГ‘(А’^) +
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где

:/<0* 
О

F(A./),F(Â./)^ + (<?*/./)■

* т — 1

f։(a,/) = (p+ -K;]^u;wcrfr.
r=.O

Используя рассуждения доказательства Теоремы 2, получим 

(F, ({,/). <b+(ï)Fi К,/)),

где <т+(£) спектральная функция матричной Я-функции о»+(А). Таким образом, 

справедлива следующая

Теорема 4. Множество спектральных функций линейного отношения XV/<0 сов

падает с множеством всех спектральных функций а+(£) матричных Я-функций 
а>+(А), когда Кт(Х) пробегает множество всех нерастягивающих тп-функций, 

аналитических в верхней полуплоскости. Ортогональные спектральные функции 

определяются постоянными унитарными матрицами Кт.

Abstract. The paper considers the so-called linear relations and gives a description of 
their spectral functions, as well as of orthogonal spectral functions. Spectral functions 
of boundary value problems with decaying boundary conditions are described.
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