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О СУЩЕСТВОВАНИИ НЕПРЕРЫВНЫХ И ГЛАДКИХ СЕЛЕКЦИЙ 
МНОГОЗНАЧНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ

Р. А. Хачатрян
Ереванский государственна ш университет

Резюме. В статье доказываются теоремы существования непрерывных и ло
кально липшицевых селекций для выпуклого многозначного отображения с гра
фами, лежащими в банаховом пространстве. Рассмотрены также вопросы су
ществования непрерывных и гладких селекций для многозначных отображений. 
Метод шатров является удобным аппаратом для исследования таких вопросов.

§1 . ВВЕДЕНИЕ
Пусть X и Y - некоторые топологические пространства. Обозначим через 
совокупность всех непустых подмножеств пространства Y. Отображение a : X -> 
2^ называется многозначным отображением из X в Y.

Множества gra = {(х,у) € X х У/у € а(х)} и doma = {хЕ X/а(х) ± 0} назы

ваются, соответственно, графиком и эффективным множеством многозначного 

отображения а.
Селекция для а : X -» 2Г определяется как непрерывная функция у( ) : X ֊> Y 

такая, что у(х) € а(х) для всех х E X.

Определение 1 [1]. Многозначное отображение а : X -> 2^ называется 

полунепрерывно снизу в точке Хо € X, если для любого уо € а(хо) и для 

любой окрестности V(у0) точки у0 существует окрестность 17(х0) точки х0 такая, 
что а(х) П У(уо) / 0 для любого х Е 17 (х0).

В дальнейшем нам понадобится следующий результат из [5].

Теорема (Майкл, [5]). Пусть X - метрическое, а У - банахово пространства, 
на: X -4 2У - полунепрерывное снизу многозначное отображение такое, что 
множество а(х) непусто, выпукло и замкнуто для каждого х € X. Тогда а 
допускает селекцию, т.е. для любых хо, уо € а(то) существует непрерывное 
отображение у(-) : X -> У такое, что у(т) Е а(х) при любых х Е X, у(х0) = уо-
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Пусть У* - пространство сопряжённое к У и у* € У*. Через < у*,х > 

обозначим значение линейного функционала у* на элементе х. Доказательства 

нижеследующих трёх лемм опускаются.

Лемма 1.1. Пусть /(т0) - непрерывная функция, определённая на X. Тогда 
для любого фиксированного уо € У многозначное отображение а(х) = {у £ 

У/ Цу - у о || < /(т)} полунепрерывно снизу.

Лемма 1.2. Пусть X, У ֊ банаховы пространства, и а : X -> 21 ֊ много

значное отображение, полунепрерывное снизу в точке хо- Если а(то) выпукло и 
замкнуто, то для каждого уо 6 У функция Дх) = с1(у0,а(х)) = /п/‘у€а(1)||уо ~ у|| 

полунепрерывна снизу в точке хо-

Лемма 1.3. Если gra выпукло, то функция f(x) = d(yo՝a(x)) выпукла по х.

§2 . ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ
В этом параграфе доказывается теорема существования непрерывных и лип- 
шицевых ветвей многозначного отображения a : X -> 2՝ , график которо

го есть выпуклое замкнутое множество. Пусть 6 > 0 и zo € У. Положим 

Ь6{х) = {у € У/ ||у - Zoll < d(z0, а(х)) + <5}, а6(х) = а(х) П Ь6(х).

Теорема 2.1. Пусть X и У - банаховы пространства, и a : X —> 2} - 

многозначное отображение. Если grа выпукло и замкнуто и doma = X, то для 
любых точек то- Уо € Qö(xq) существует непрерывное отображение у() : X Y 

такое, что у(х) € as(x) для любого х 6 X, у(т0) = Уо-

Доказательство. Известно [1], что a полунепрерывно снизу на внутренности 
doma. Тогда a обладает аналогичным свойством в каждой точке xq € X.

Согласно Леммам 1.2 и 1.3 функция f(x) = d(zo,a(x)) полунепрерывна снизу 
и выпукла. Следовательно, в окрестности точки т0 выпуклая функция /(т) 

ограничена сверху. Поэтому f(x) непрерывна в точке хо-
Для того, чтобы показать, что a^(x) полунепрерывна снизу, выберем уо 6 0,5(10) 

и е > 0, и докажем, что существует окрестность U(x0) точки хо такая, что для 
всех х G U(xq) существует ух € а^(т)П(у0+£ В(0,1)). Очевидно, что существует 

окрестность U(xq) точки х0 такая, что Ъь(х) С B(zo,«5o) для всех х G С/(хо)> гДе 
<50 = /(то) + 2<$- Предположим, что е < 26о Ясно, что если т < 2<5О, то

т Д(0,1) С a(x) - bt(x) для всех х 6 X. (2.1)

Положим а = т • е/(2(5о - е) и выберем г настолько малым, что а < е/2- 
Поскольку а(х) и Ь^(х) полунепрерывны снизу, то можно найти окрестность
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(/1(хо) С и(хо) такую, что для любого х € £Л(то) существует у'х € Ь&(х) такое, 

что 14 € уо4-Л(0,о/2). Аналогично, для каждого! е С/։(т0) существует у” € а(х) 

такое, что у" € ?/о + 5(0,а/2). Следовательно, для каждого! € СЛ(!о) существует 

у'х € 6,5 (х) такое, что

€ а(!) 4֊ а ЩО, 1). (2.2)

Полагая в = т/(а + т) < 1, из (2.2) получаем

0 ух € 0 а(х) 4- в а В(0,1) = 6 а(х) + (1 - в) т В(0,1). (2.3)

Из (2.1) следует, что (1 - 0) т В(0,1) С (1-0) а(х) - (1 - 0) Ьл(х). Отсюда и из 

(2.3) получим 0у'х е а(х) - (1 - 0)Ьб(х). Поэтому существует элемент у' € Ь{(х) 
такой, что 0 у'х + (1 - 0) у' € а(т). Так как у'х, у' € 6,5(1), то в силу выпуклости 

6,5(!) имеем ух = 0ух 4֊ (1 - 0) у' € 6д(!). Следовательно, ух 6 а<5(х).

Проверим, что ||ух - уоII < £- Действительно

Н1/о ֊17x11 = ||1/о -(^ + (1 ֊ 0) у')Ц < 0 ||уо ֊ 14Н + (1 ֊ 0) 111/0 ֊ !/'|| <

Следовательно, мы доказали, что отображение полунепрерывно снизу. Теперь 

применяя Теорему Майкла, получаем требуемый результат. Теорема 2.1 доказа

на.

Лемма 2.1. Многозначное отображение а^(х) локально липшицево. т.е. для 
любого хо существует окрестность и(х0) точки х0 и число Ь > 0 такие, что

а<5(г') < а<5(х) 4֊ Ь||г ֊ г'|| В(0,1) для любых г',г€и(го).

Доказательство. Так как а есть выпуклое замкнутое отображение, то для 
Уо € а(20) существует (см. [1]) 7 > 0 такое, что для любого г € 2о + 7 В(б, 1) 

и у € 1т а

<Цу,а(х)) < -<1(г,а 1 (у))(1 4- ||у - уо11)- 
7

(2.4)

Для г е 20 4- 7^(0,1) положим Ь = 6,5(2) ; М = а(г) и

^(х) =
х - М,

0,
! € Ь 
х(£ Ь.
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). Очевидно, что - В(0,1) СПусть точка Хо € М такая, что хо € 63/2(2

Ь А (хо 4- Р(0,1)) - М для любого г € В(2о,7)- Рассуждениями, аналогичными 
использованным при доказательстве Предложения 8 из [1], стр. 139, для каждого

х € Ь, у Е -В(0,1) и г 6 В(хо,7) имеем 
4

с/(х,Р *(։/)) < -Лм{х - у)(1 4- ||х - х0||). 
О

В этом неравенстве положим у = 0, и так как / ։(0) = Ь О М, то

</(х, Ь П М) < т<Дх, М)(1 + ||х - хо||). 
о

Так как х,хо € Ь = 6з(х) и 63 ограничено в окрестности В(хо,7), то существует
число С) > 0 такое, что для каждого х € £ и г 6 В(хо,7) имеем

^(х, М А Ь) < С1 -с/(х, М) = о/(х, М), (2-5)

где с = с> 4/7. Заметим, что число с не зависит от г.

Пусть теперь и - произвольная точка из У. Тогда если х 6 £, то

<1(и, М А £) = щГ^пуи||и - р|| < ||и ֊ х|| + </(х, Ь П М).

В силу (2.5), получим с/(и, М Г» Ь) < ||ц - х|| 4- а/(х, М). Отсюда получаем, что 

(1(и,МС\Ь) < (1(и, Ь) + сс1(х, М) < (1(и, £)4-с(||х-и|| 4֊||и —։/||), для любого։/ € М. 

Следовательно

(1(и, М О £) < А(б/(и, £) + с1(и, М)), где А = с+1. (2.6)

Пусть теперь г' € В(г0,7) и у € аз(х'). Подставляя и = у в (2.6) и используя 
(2.4), получим

а(у;£ПМ) 4- <^(?/,6з(2)) • (2.7)

С другой стороны, </(у,6з(х)) < |/(х') - /(х)|.

Гак как выпуклая непрерывная функция / локально липшицева, то не умаляя 

общности, можно предположить, что |/(х) - /(х')1 < £'</(.?', х) для некоторого 
£' > 0 и любых х, х' € П(хо,7). Отсюда и из (2.7) получим с/(т/, £АМ) < £ сЦх, г1), 

где £ = —- 4- А£', т.е. аз(х') С а^(х) 4- £||х — х'|| В(0,1). Лемма 2.1 доказана.
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Теорема 2.2. Пусть a : X —> 25 - многозначное отображение с выпуклым 

замкнутым графиком и doma = X. Для любого (xq,J/o) € gra существуют 

непрерывное отображение у(х), определённое в некоторой окрестности U(x0) 

точки х0 и с > 0 такие, что для любого х € U(x0) имеем у(х) G а(х) и 
||!/(*) - J/oll < с||х֊х0||.

Доказательство. Пусть х0 € X. Рассмотрим многозначное отображение as. Со

гласно Лемме 2.1 as удовлетворяет условию Липшица в некоторой окрестности 

U(xo) точки х0. Положим F(x) = ад(х) П В(у0,с||х - х0||), где с = 2L. Аналогич

ными рассуждениями, использованными в доказательстве Теоремы 2.1, много

значное отображение F полунепрерывно снизу. Применяя теорему Майкла для 
F завершаем доказательство. Теорема 2.2 доказана.

Пусть /(х,у) - непрерывная функция, заданная на X х Y. Предположим, что 
при фиксированном х функция /(х, •) выпукла по у. Пусть Е С X и F С Y. 
Обозначим а(х) = {$/ € F/ f(x,y) < 0}.

Теорема 2.3. Предположим, что а(х) / 0 для любого х € Е. Тогда существует 
непрерывное отображение j/(x), заданное на Е такое, что у(х) € а(х) для любого 

х € Е.

Доказательство. Существует отображение (не обязательно непрерывное) из Е 

в F такое, что /(х,у(х)) = min f(x,y). Пусть e > 0. Поскольку f(-,y) непрерывна 
yeF

% 
по х, то существует окрестность В(х,г/(х)) точки х такая, что f(z,y(x)) < 
/(x,j/(x)) -I- е для любого z € Л(х,г/(х)). Так как Е компактно, то оно может 
быть покрыто п шарами Л(х,, 7}(х,)). Пусть gt, (t = 1,...,п), соответствующее 
непрерывное разбиение единицы. Рассмотрим функцию у(х) = £"=1 gd,x) y(xi). 

Очевидно, что у(х) непрерывна. Далее, поскольку у -> f(x,y) выпукла, д,(х) > О

п
и S öi(x) = ТО имеем

/(*,!/(*))< дМ f(x,y(xi)), 
»€/(»)

где Z(x) = {t/<7,(x) > 0, » = 1,2,...,п}. Отметим, что /(х) непусто, так как 

£ g,(x) = 1. С другой стороны, если gt(x) > 0, то х принадлежит носителю 
|=1
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содержащемуся в шаре В(х։,т/(х։)). Если д,(х) > 0, то х E B(xi,ri(xi)) и, 

следовательно

< /(i,,!/(*,)) + е = min/(xi,j/) + е < тал min/(z, у) + e = V' 4-г, 
уЕг j/€F

где V* = maxjgs пйпуер f(x,y). Из этих предположений вытекает, что V* < О

Следовательно, при достаточно малых е > 0 имеем

/<х.у(«)> < £ + e) = V' + е < 0.
<€/(х)

Поскольку Г выпукла, заключаем, что у(х) 6 F. Теорема 2.3 доказана.

Следствие. Пусть множества E, F и функция f(x, у) удовлетворяют условиям 

Теоремы 2.3. Положим д(х) = пппуег f(x,y); a(z) = {у G F/ f(x,y) < g(x) +c} 

для некоторого e > 0. Тогда a(z) / 0, и следовательно существует непрерывное 
отображение у(х) такое, что j/(z) G a(z) для любого х G Е.

§3. МЕТОД ШАТРОВ

Имеет место следующее очевидное утверждение, которым мы будем пользоваться 
в дальнейшем.

Лемма 3.1. Пусть X и Y - гильбертовы пространства, а А : X —> Y - линейный 

непрерывный оператор такой, что АХ = Y. Существует непрерывный линейный 

оператор В : Y -ь X такой, что АВ = I, где I - единичный оператор.

Теорема 3.1. Пусть X и Y - гильбертовы пространства и a : X 2У - 

многозначное отображение, gra - подпространство и doma = X. Существует 
линейное непрерывное отображение Р : X -» Y такое, что Рх G a(z).

Доказательство. Пусть Hi = gra и Нг = Н±. Существуют непрерывные 

линейные операторы Р2 и Рг (проекторы) такие, что для каждого z G X х Y, 
z = Piz 4֊ P2z и КегРг = Н\. Следовательно, для z = (х,у) G Hi имеем 
0 = P2Z = Р2 Z] + Р2 z2, где zi = (х, 0), z2 = (0, у). Положим P2z\ = А^х и 
Ргг2 = А2у. Очевидно, что Aj : X —> Z, А2 : Y -♦ Z суть линейные непрерывные 
отображения. Следовательно

z = (х,у) G Hj <=> Aix + А2у - 0. (3.1)

Так как doma = X, то Im А2 = Н = X х 0.
Согласно Лемме 3.1 существует правый обратный линейный непрерывный опе

ратор В : Н —► Y. Следовательно для каждого х G X, у = -ВА^х является 
решением уравнения (3.1). Полагая Р = -В А\, получим требуемый результат. 
Теорема 3.1 доказана.
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Определение 3.1. Выпуклый конус К С X называется шатром М С X в точке 
х€М, если существуют отображение г(х) : X —> X, определенное в окрестности 
нуля и £ > 0 такие, что

1. -> 0 при х —> 0 ;

2. V’(s) = х + х 4- г(х) Е М для х Е К П 5(0, £).

Шатёр А называется гладким или строго дифференцируемым, если отображение 
г(х) обладает соответствующим свойством.

Пусть /(х) ֊ выпуклая непрерывная функция. Обозначим через Р(х0,х) произ

водную функции / в точке хо по направлению х, а через д/(х0) - субдифферен
циал в точке то-

Лемма 3.2. Пусть М = {х Е IR'1/ f(x) = 0}, где /(х) - выпуклая непре-

рывная функция и 0 д/(хо), хо Е М. Подпространство Н = {х/ р(хо,х) <

О, /'(хо, —х) < 0} - строго дифференцируемый шатёр для М в точке хо, т.е. 
существует отображение г(х) такое, что
1) г( ) строго дифференцируемо, т.е. для каждого £ > 0 существует 6 > 0 такое,

что при Xi, х? Е 5(0,6) имеет место неравенство

||r(xi) -г(х2)|| <е||х1 -т2||,

2) хо 4- х 4- г(х) Е М, если х Е К П 5(0, е) при некотором £ > 0.

Доказательство. Так как 0 <9/(то), то существует вектор а такой, что
/'(хо,а) < 0. Без ограничения общности предположим, что х0 = 0 и |/'(0, а)| = 1, 

||а|| = 1. При А > 0 имеем

/(Ао) = /(0) + /'(0, Аа) + о(А а) = А(/'(0, а) +
А

При достаточно малых А выражение в круглых скобках становится отрицатель
ным. Следовательно, существует Ао > 0 такое, что /(Аа) <0 при 0 < А < Ао. 
Поскольку /(х) непрерывна, то существует окрестность нуля 5(0,60) такая, что

/(х4-А0а)<0 при хЕ5(0,<50). (3-2)

Положим 54о(0) = ЯП5(О,(5о). При хЕ Sjo(O) имеем f(x) - /(0) >< х*,х >>0.

Отсюда следует
/(*) > 0. (3.3)
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Обозначим р(х) = inf{t/1 > 0 : x 4֊ ta E }, где Mi = {х//(x) < 0}. Из (3.2) 

и (3.3) следует, что существует единственная точка £ Е [х, х + Ао а] такая, что 

/(£) = 0, т.е. существует 0 < в'х < 1, такое, что f{x 4֊ OxXqo) = 0. Полагая 

р{х) = вх Ао, получим f(x + p(x)a) = Ои/(х4-Аа)<0 при р(х) < А < Ао.

Докажем теперь, что р(х) - выпуклая функция. Для этого положим epip = 
{(а,х)/а > р(х)} и предположим, что (xi,ai) Е epip, (х2,а2) Е epip. Нужно 

показать, что выпуклая комбинация этих точек тоже принадлежит epi р. Пусть 

< Ао, а2 < Aq. Имеем Xi 4- «i a Е Mi, х2 4- а2 а Е М\. Следовательно

ß(x\ 4- aj а) 4- (1 - ß){xi2 4֊ аг а) = ßx\, 4- (1 - ß՝) х2 4- (ßai 4֊ (1 - /?)а2) a E

E0M։4-(l-0) Afi

По определению p(x) отсюда следует, что p(ßxi 4- (1 - Д)х2) < ßai 4- (1 - Д)а2, 

т.е. (ßxi 4- (1 — 0)х2, ßai 4- (1 - 0)а2) Е epip.
Пусть теперь ах > Ао либо а2 > Ао. Выбирая числа 1 > ti > 0 и 1 > i2 > 0 

так, что р(хг) < ti ai < Ао, р(х2) < t2a2 < Ао, и в этом случае доказательство 

аналогично предыдущему. Покажем теперь, что р(х) = о(х), т.е., linijf_,o 
/>(*) 
11*11

0. Пусть х Е S«5o(0). Поскольку пространство конечномерно, то имеет место 

неравенство (см. [4])

/(* 4֊ р(х) а) < /(0) 4֊ (0, х 4- р(х) а) 4- си(х + р(х) а),

где iv(j/) > 0 и ш(у) = о(у). Следовательно, 0 = /(х 4- р(х)а) < /'(О,1) +

р(х) /'(0, а) 4- аДх 4- р(х) а), или р(х) <
ш(х 4- р(х) а)

/'(0,а)
. Отсюда следует, что

|р(х)| а»(х 4- р(х) а) 
||х 4- р(х) а||

Для любого £ > 0 существует <5 > 0 такое, что
gu(x 4- р(х) а) 
||х4-р(х)а||

Следовательно, имеем

£ 
2^7

Р(^) £ Л Р(Д) \
11*11 2 к 11*11) ’ или р(*) 

11*11
при £ < 1.
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Мы доказали, что для х € 5<$о(О) функция р(х) является выпуклой и р(х) = о(х). 
Пусть Р - оператор проектирования пространства 1ИП на подпространство Н. 
Обозначим г(х) = р(Р(х))а; <р(х) = р(Р(х)).

Для х € Н П В(0,е) имеем Цх + г(х)) = 0 и

||г(т)|| = |Р(Р(х))|

11®Н ЦР(х)||
||Р(т)|| |р(Р(х))|

— < ,, „ ,,------> 0 при х —► 0.
1И1 - ||Р*||

Покажем, что <р(х) является выпуклой функцией. Действительно

<р(ах XI + (1 - а)х2) = р(Р(ахг 4֊ (1 - а)х2)) = р(а Р хх 4- (1 - а)Рх2) <

< ар(Р(х1)) 4֊ (1 ֊ а)р(Р(х2) < а<р(х1) 4- (1 - а)<р(х2).

Так как у/(0) = 0, то при любом е > 0 существует 6 > 0 такое, что ||г(х1) -

г(х2)|| < е ||т1 - х21| для ц, х2 € В (0,6). В самом деле, имеем

<р(*х) ֊ <р(х2) =< 1/*,Т] - х2 > (3.4)

при некотором у" 6 5<р(г?) и т] 6 [Х1, х2].

Поскольку д<р(х) непрерывна снизу по х, то для любого е > 0 существует 
6 > 0 такое, что для любого х € В(О,Й) д<р(х) С д<^(0) 4- В(0, е). Так как 
д<р(О) = </?'(0) = 0, то д<р(х) С В(0,е). Значит ||у*|| < Е для любого у* € д<р(х). 

Отсюда и из (3.4) получаем

||г(х1) ֊ г(х2)II < ||у*II • ||Х1 - х2II < е ||Х1 - х21|.

Лемма 3.2 доказана.

Теорема 3.2. Пусть X и У - гильбертовы пространства и подпространство 
К — гладкий шатёр к gгa в точке ~ (^<ь!/о) лля некоторого а . X —> 2 . 

Положим вот = Х.гта^х') = {у/(х.у) ё К}. Тогда существует гладкое 
отображение у(х), определённое в окрестности (/(хо) такое, что у(х) € <։(х) для 

любого х € и(х0) и у(хо) = уо-

Доказательство. Согласно Теореме 3.1 существует линейное непрерывное ото
бражение Р : X У такое, что (х,Рх) 6 К для любого х € X. Не умаляя 

общности, можем предположить, что Хо = 0. Так как К - гладкий шатёр к $га 

в точке Хо> то существует гладкое отображение 1/?(г) такое, что



74 Р. А. Хачатрян

1) 0(0)= О,

2) 01(0) = Л,

3) 0(7) € кг а при г € К П В(0, е). ч
Так как 7 = X х У, то 1р(г) можно представить в виде = (01(^1 у),

и

^<°)=(о։ Д-
т.е.

^,(0,0) = л, ^„(0,0) = о, ^,(0,0) = О, ^,(0,0) = 4-

Положим д(т, г) = 0](х + г, Р(х + г)) - х и рассмотрим уравнение д(х, г) = 0. 

Так как

5; (0,0) = 0^(0,0) + 01,(0,0) • Р - 1Х = 1Х ֊ 1Х = 0, 

^(0,0) = 01։(О,О) +01,(0,0)Р = /г,

то выполнены все условия классической теоремы о неявной функции. Значит 

существует гладкое отображение г(х) такое, что г(0) = 0, г'(0) = 0 и д(х,т(х)) = 

0 при достаточно малых х. Обозначим х(х) = (х + г(х),Рх 4- Рг(т)). При 

малых х имеем г(х) € К. Следовательно, 0(х(х)) 6 &са. Так как 0(г(х)) = 

(01(г(т)),02(г(7))) = (х, 02(х(х))), то 02(г(х)) € а(т). Наконец, так как 02 и 

з2 суть гладкие отображения, то у(х) = 02(г(х)) также гладко и у(х) € а(х). 
Теорема 3.2 доказана.

Замечание. Если множество К в Теореме 3.2 - строго дифференцируемый 

шатёр, то используя соответствующий вариант теоремы о неявной функции (см. 
[2], стр. 161) можно аналогичным образом показать, что существует непрерывное 

отображение у(х), определённое в окрестности С7(хо) точки хо такое, что у(х) € 
а(х) при любом х € С/(то), !/(^о) = Уо, причём существует производная у'(хо) в 

точке Хо-

Из Теоремы 3.2 вытекает следующий результат, который обобщает классичес

кую теорему об обратном отображении.

Теорема 3.3. Пусть X и У - гильбертовы пространства и /: X У - гладкое 
отображение. Пусть

Т №о) = уо;

2. 11п/'(х0) - У.

Тогда существует гладкое отображение д(у), определённое в окрестности С7(1/о) 

точки у0 такое, что д(уо) = хо и /(д(у)) = у при любом у € и(уо).
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Теорема 3.4. Пусть

1) функция /(г) — /(х,у) : Ш," х 1Н"' —> Щ выпукла и при фиксированном у 

дифференцируема по х;

2) Пусть а(т) = {у £ У//(х,у) = 0} и уо € а(хо)- Предположим, что субдиф

ференциал Эу/(Х0,Уо) по у выпуклой функции у -> /(хо,у) содержится в 

некоторой гиперплоскости, не проходящей через нуль ; •

Гогда существует непрерывное отображение у(х), определённое в некоторой 

окрестности и (то) точки хо такое, что у(хо) = уо, и существует производная 
у'(х0) и у(х) € а(х) для любого х € П(х0).

Доказательство. По условию теоремы существуют вектор ы € ПР* и число 
/ 0 такие, что < у*,ш >= (3 для любого у* Е Эу/(хо,уо). Следовательно, 

/у(2о,-ш) = -/у(г0,ии) = ~(3, где /'(хо,™) - производная выпуклой функции 

У -> /(хо,у) в точке уо в направлении Согласно Лемме 3.2 подпространство 
К = {*/ /4*0»*) < 0,< 0} является строго дифференцируемым 

шатром для бга в точке го. Очевидно

/'(хо,г)= тал < у*, у > + < /'х(г0),х >= /'(го,у)+ < Гх(го),х > .

Легко проверить, что вектор
< ГтЫ՝х >——————————————— • 

/£(*о,и>)
является решением системы

уравнений /'(г0,у)+ < ТхЫ,х >= 0, /'(го,՜!/)՜ < ГХЫ,Х >= 0 Для любого

х. Следовательно, линейное непрерывное отображение Р х =
< ГхМ,х>

/у(го,п)
(֊Д')

удовлетворяет условию (х, Рх) С К для любого х € ПР*. Теперь требуемый 
результат следует из Замечания к Теореме 3.2. Теорема 3.4 доказана.
Следующий результат, который вытекает из Теоремы 3.4, содержит условия, 
при выполнении которых для выпуклой (не обязательно дифференцируемой) 

функции, существует (локально) обратная непрерывная функция.

Теорема 3.5. (Теорема об обратной функции). Пусть /(х) : 1ИП -> 1Я 
- выпуклая непрерывная функция и /(хо) = уо- Если субдифференциал <9/(то) 
содержится в некоторой гиперплоскости, не проходящей через нуль, то сущес тву- 
ет непрерывное отображение д(у), определённое в некоторой окрестности 13(у0) 
точки уо, и дифференцируемое в точке уо такое, что /(д(у)) = у для любого 

у € и(у0), и у(у0) = го-
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Abstract. The paper proves theorems on existence of continuous and locally 
Lipschitz selections for convex multivalued mappings with graphs lying in Banach 
space. Questions of existence of continuous and smooth selections for multivalued 
mappings are also considered. The method of tents provides an appropriate technique 
for approaching these questions.
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