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ФОРМАЛЬНО ГИПОЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ : 
ОЦЕНКИ РОСТА ДЛЯ ПРОИЗВОДНЫХ РЕШЕНИЙ

В. Н. Маргарян

Бюраканская астрофизическая обсерватория, Бюракан, Армения

Резюме. В статье найдены достаточные условия, при которых решения фор
мально гипоэллиптических уравнений принадлежат мультианизотропным клас
сам Жевре.

§1 . ВВЕДЕНИЕ
Через Ш." обозначим п-мерное евклидово пространство, 72^ - п-мерное множес
тво мультииндексов а = (а1։ ...,ап) с неотрицательными целыми компонентами, 
и

С" = ПГ х Ж", ГО." = {£ = (6. •••.€») е R" : С > 0, ; = 1,...,п}.

Для ц € и € Ш." и а е 2+ положим

4° = signf = (signf։,...,signf„),

՝ / " \1/2 
иен = Ld

V=i /

П(п) = {р е : р 0, р # V, либо р} = V; либо р} = 0, 1 < ; < п},

т.е. П(ц) - множество проекций точки и на координатные гиперплоскости. Далее 
д . д .

Ба = где либо = — либо 7 — 1,—.«•

Пусть Р(£) - ненулевой многочлен. Известно (см., например, [2]), что поведение
решений уравнения Р(Б)и = 0 зависит от поведения на бесконечности функции

/(о = 52 |р»(е//’«)11/|°|. р(с + о- 
а#0
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Если /(£) -֊> 0 при £ —> оо, то скорость убывания определяет некоторый класс
Жевре, которому принадлежат решения уравнения Р(О)и = 0. Аналогичные

ч

результаты имеют место для дифференциальных операторов с переменными 
коэффициентами, близких к операторам с постоянными коэффициентами.
Некоторые условия, при которых решения уравнения Р(х, D)U = 0 принадле
жат классам Жевре были получены И. Г. Петровским [1], Л. Хермандером [2], 
Ф. Тревом [3], В. И. Буренковым [4], М. Ду рантом [5], Л. Родино [6]. Поведение 
решений гипоэллиптических уравнений рассматривалось в работах [7] - [9]. Г. 
О. Акопян и В. Н. Маргарян [9] определили мультианизотропные классы Жевре 
и доказали, что при некоторых условиях все решения уравнения Р(т, Р)[7 = 0
принадлежат некоторому мультианизотропному классу Жевре, который опреде
ляется оператором Р(т, Р).
В настоящей статье аналогичный результат доказан для ЗШрмально гипоэллип
тических уравнений.

Определение 1. Ограниченное множество А С называется многогран
ником, если существуют натуральное число г, векторы {А;}[ С П<" и неотри
цательные числа {р7}! такие, что А = {ц € : (ц.А7) < 1 < j < г}.
Многогранник называется вполне правильным, если {А-,}[ С Ш." ПП^', где 
П^ = {€€1Яп:6,..-.^=0).
Для многогранника А, через А0 обозначим множество его вершин, А(£) = {ц : 

А} для £ > 0, А(0) = {0} и А(£) = 0 при £ < 0. Известно, что многогранник 
совпадает с выпуклой оболочкой своих вершин.

Определение 2. Выпуклое множество В С IR^ называется вполне регуляр
ным, если для любого v' € П(и), v € В существует окрестность нуля U в IRn 
такая, что v' + г sign v' € В для всех г € U.
Легко видеть, что многогранник А является вполне регулярным тогда и только 
тогда, когда А является вполне регулярным множеством.

Определение 3 [2]. Многочлен Р с постоянными коэффициентами называется
гипоэллиптическим, если для любого a € 2Z" имеем

|Р°Ю/Р«)| s |р?р«)/р«)| ֊► О, О/о, Р(С#0,

IKII -> оо.
Для многочлена Р с постоянными коэффициентами и для любого £ G IRn
ПОЛОЖИМ

D(P) = KgC": Р(С)=0}, dp(O= inf
<eD(P) Ik֊ <11,
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а также определим регулярное весовое множество гипоэллиптичности
многочлена Р

Мр = <! v € IR” : sup 
еепг-

ieiv
1 + dP((,)

Легко проверить, что для любого многочлена Р множество Мр является вы
пуклым. Известно, что если Р является гипоэллиптическим многочленом, то су
ществует число 6 € (0,1] такое, что {V € : |и| < <5} С Мр.

§2 . ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Лемма 1. Для любого гипоэллиптического многочлена Р с постоянными коэф
фициентами множество Мр является вполне регулярным.
Доказательство. Достаточно показать, что для любого v' G П(v) и для каждого 
v € Мр существует число <5 > 0 такое, что v' + г sign v' € Мр для всех г Е IR2, 
|г| < <5. Для простоты предположим, что

m

>=i

Покажем, что для любого £ € 1ИП существует функция г?(£) € Ш.п такая, что для
достаточно малых г имеем

|СГ+г ai9n v' < С!к + п(ОГ < с2(</р(€ + т?Ю) +1) < c3(dp(€) +1), (1)

где С1,сг,сз - некоторые постоянные. Для любого £ € ПГ1 рассмотрим функции

ъ(0 = < 1К1Г + 1
[ о

при / О,
ПРИ £> = 0« J = ^ + l» —1
при j = 1,k, j = m + 1,..., n,

где г Е (0,1) некоторое число, для которого

sup 
ceiR"

(l€l + 1)г 
1 + dp(€)

Существование такого числа г следует из гипоэллиптичности многочлена Р. Для 
любого £ € ПГ имеем ||г/(£)|| < (п? - &)(||£|| + 1)г < Х1(^р(£) + 1)> где Х1 > тп ~ 
~ постоянная. По определению <1р(£), при любом <$ € 1Н имеем

^р(€ + п(0) < + 1НО11 < (за + + Ч- №
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Так как V € Мр, в силу неравенства (2) для некоторой постоянной Х2 и любого 
£ 6 ПТ' имеем

Х2|< + пЮГ < + иЮ) + 1 < (Х1 + 2)(<М0 +1). (2')

Для завершения доказательства оценки (1) нам остаётся показать, что для 
любого ( Е К" и для достаточно малого г 6 Ж՞ имеем

14 + ч(4)Г > хз14Г +г •'9՞ •'

где Хз ~ постоянная. Для любого г € Ж" , удовлетворяющего условию

V'! = Г £2 V, # О

и любого ( € Ж" имеем |< 4֊ г?(£)|г > К|У'(|С| + Отсюда,
в силу (2՛) вытекает (1). Этим утверждение Леммы 1 доказано.
Пусть (Р) С Ж" - конечное множество мультииндсксов, а аа(х), а € (Р) - 
бесконечно дифференцируемые функции в некоторой области И С Жп. Положим

р<1-4)= 52 °«(1)4<։. Р(։.О)= 52 ао(1)0°.
а€(Р) о€(Р)

Определение 4. Многочлен Р(х,£) с бесконечно дифференцируемыми коэффи
циентами называется формально гипоэллиптическим в П, если

а) Р(х,£) имеет постоянную силу в П (см. [2], Определение 7.1.1),
Ь) Р(х,£) гипоэллиптичен в некоторой точке х° 6 П.

Дифференциальный оператор Р(х, О) с формально гипоэллиптическим символом 
называется формально гипоэллиптическим.

Согласно [2], Лемма 7.1.1, если многочлен Р(х,£) формально гипоэллиптический 
в области П, то для любого х° € Я имеем представление

г(г°)
Р(х,0 = Р(ХО,О + £ а)(х1>,х)РМ. (3)

где г(т°) - натуральное число, Р(х°,4) - гипоэллиптический многочлен, а много
члены } = 1, ...,г(т°) слабее Р(®°, 4) (см. [2], Определение 3.2.1). Легко видеть, 
что для формально гипоэллиптического многочлена Р(х,£) множество Мр(г ( не 
зависит от х € Я.
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Пусть А С IR” - вполне регулярный многогранник, и пусть {A;}j С IR", 
min А, = 1, ] = 1> •••> к ֊ внешние нормали (п— 1)-мерных некоординатных граней I
А. Будем рассматривать многогранники, удовлетворяющие условию

1 > 0, = sup(v,AJ), j = 
v€A

Обозначим n
ы«) = £ Пп + Ф1'"'2- tе и*" 

v€A°j=l
Легко проверить, что для любого <5 > 0 существует постоянная с(6) > 0 такая.
что при всех € Ш.” имеем

п

\hAtf) ֊ hA(Tj)\ < 6hAtf) + с(6)
mzxpi/X]

(4)

Предложение 1. Пусть А С Ш.՞ - вполне регулярный многогранник, и СС Q С
7 € СЭС(П) и Р - многочлен с постоянными коэффициентами. Для любого

с > 0 существует постоянная *(с) = > 0 такая, что

||^F(7P(DM||I։ < fsuplil + e) ||AxF(P(D)(P)||I,։ + x(e)||F(F(D)v)||t։, (5) 
\ u> /

где F(V) - преобразование Фурье функции V и у? 6 Cq°(w).

Доказательство. В силу равенства Парсеваля и неравенства треугольника, для 
любого €Cq°(uj) имеем 

||ЛЛГ(7Р(ОМ||1.։ = ||Лл(Г(7^) X F(P(D)v>))||t։ < IIFfrVO х ft4F(P)(DM|£,+

/(Ы4) ֊ ЫчЯЛгЖС ֊ r))F(P(DMM dr) 

= ||F(70F-1(A4F(P(D)V>))1||i,։ +

I(Лл(е) ֊ A4(4))FW)(f ֊ r))F(P(DMM dr)

(6)

где ф € Cg°(ur), ф = 1 на supp <р. В силу неравенства Юнга, для любого <5 > О 

существует постоянная ci(<5) > 0 такая, что

1^А^)-НА(т]))Р(уФ)^-т))Г(Р(РШт1)(1т] <

<^11^(7^)112,. x||hAF(PV7)||£a+ci(<5)||(||dl + l)F(7^)|Ll х ||F(P(D)^)||i։. (7)

Из неравенства (6) в силу (7) получаем утверждение Предложения 1.
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Замечание 1. Иногда вместо оценки (5) будем пользоваться следующей более 
слабой версией оценки (5) :

||ЛЛГ(7Р(ОМ||1։ < с||ЛлР(Р(О)(р)||1„ <р £С0“(<д), (8)

где с - постоянная.

Замечание 2. В условиях Предложения 1, Лд(£) -> оо при ||£|| -> оо. Следова
тельно, в силу (5), для любого е > 0 существует постоянная с(е) = с(е, у, Л) > О 
такая, что для € Сд°(си) имеем

||ЛлР(7Р(ОМ||Г։ < (дирМ + й ||ЛЛР(Р(£>)М>)||1,։ +Ф)||Р(¥>)||£։.
X и /

Лемма 2. Пусть А С 1Я" ֊ вполне регулярный многогранник и Р(х, О) 
- формально гипоэллиптический оператор в 9 С Ш.п. Для любого х° € 9 
существуют окрестность си С 9 точки х° и постоянная с > 0 такие, что

||ЛлР(Р(1°.Р)¥>)||,,։ <с[||/>лР(Р(1,РМ||Д։ +||Р(<Р)||£,։], ¥>ес?(и,). (9)

Доказательство. В силу (3) оператор Р(х, И) можно представить в виде 
г(х°)

Р(։,Р) = Р(т°,Р) + £ а/^.^РДД), (3’)
>=։

где многочлены Pj слабее чем Р(х°, •) и а;(т°,х) ֊ бесконечно дифференцируемые 
функции, ] = 1,...,г(т°). В силу Замечания 2 для любого £ > 0 существует 
постоянная с(е) > 0 такая, что при всех 6 Со°(си/)։ х° € ш' СС 9

г(։°)
||ЛлГ(Р(т,Р)у>)||Г։ > ||АлР(Р(1о,Р)^)||£։ - £ ||ЛлР(а,(х“,х)Р>(О)<₽)||г։ > 

7=1
г(х°)

>||ЛлР(Р(х°,РМ|к։- 52
7=1

Учитывая, что Р} < Р(х0,-) и а^(х°,х°) = 0 для j = 1,...,г(т°) и используя 
Теорему 3.2.6 из [2], завершаем доказательство.

зир Ы + И Н^(/ЗД||£а ֊ с(£)||^)||Ьа.

Лемма 3. Пусть А С Мр - вполне регулярный многогранник, а Р гипоэллип
тический многочлен с постоянными коэффициентами. Для любого натурального
тп существует постоянная с > 0 такая, что для любого е 6 (0,1) и Е Сдо(П<г։)
имеем

а#0
(еЛл)тР(Р|“’(Р)9’) (еАл)"’-1Р(Р(а|(О)у>)

Доказательство. Проводится аналогично доказательству Леммы 4.4.1 из [2].
Из Леммы 3 и Теоремы 3.3.2 работы [2], непосредственно вытекает следующее 
утверждение.
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Лемма 4. Пусть А С Мр - вполне регулярный многогранник, а } =0,1,..., Ас 
- многочлены с постоянными коэффициентами. Предположим, что Ро гипоэл- 
липтичен, а Р}, ] = 0,1,к - слабее чем Ро. Тогда для любого натурального тп 
существует постоянная с > 0 такая, что для каждого е € (0,1) и € Со°(1Яп) 
имеем

>=О а#0

(еАл)’"-1Р^в։(4)Г(»>)

Для области ш СС Ш." и числа <5 > 0 положим = {т € ы : р(х,дх) > <5}, где 
р(-,-) ֊ функция расстояния. Для натурального тп и € € (0,1) положим

= Х^-'/2 * (е/2) п^>(2«/е), / <р(1х = 1, <^€С0-(51),

где - характеристическая функция множествам, и51 = {х€ 1И" : ||т|| < 1}.

Лемма 5. Пусть А С Мр - вполне регулярный многогранник, и пусть Р(х, И) 
формально гипоэллиптический оператор, представленный в точке € П в виде 
(3). Пусть м СС П - окрестность точки х°, для которой выполняется (9). Тогда 
для любого натурального числа тп существует постоянная с > 0 такая, что для 

каждого е 6 (0,1), I = 1,2,... и и €Со°(П) имеем

7=0 а#0

(£лд)т^(р,(“’(Р)(с/4и,)) ’ < 
У Ьз

< с [||(еЛл)т-1Л(Р(*.О)УШ111,+

2

где к = огс! Р.

Доказательство. По Лемме 4 

2
(ЕЛл)тЛ^О’(0)(^^)) д.

(еЛлг՜1 г(Оот.,)) (10)
а
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где с* > 0 - постоянная. Следовательно, нам требуется оценить только последнее 
слагаемое в правой части неравенства (10). По Лемме 2 имеем

(еЛл)”-։Р(Р1!а>(О)(1/^>,)) ’ <

(И)

где с։ > 0 - некоторая постоянная. Так как

Р^Р«^) = ^.иР(х,Р)У + ^<5оР(’>(։,-0)(^»<֊), 
а#0

где 6а - постоянные, то из оценки (11) с некоторой постоянной С2 > 0 и е С (0,1) 
получаем

\ <С2 ||(£Л4Г-1^/’(х,Р)У)||2 +

(еЛл)т-1Р(Р<«>(х,Р)(Уе1"1р»^.„))
2

£ +комЛИ, (12)

Применив оценку (8) к правой части (12), из (10) - (12) получим утверждение 
Леммы 5.

Следствие 1. В условиях Леммы 5, для любого /3 = Л(тп) П Л(тп) = 
существует постоянная с > 0 такая, что для каждого е € (0,1), I = 1,2, 
и € С°°(П) имеем

||(еЛл)'"Г(£Ыр>?,и,Р(х,О)С/)||2։ + 
|-у|< гпк

(13)

2

^2 (оЛе(| - 1) )
Р,(“’(£>)1/

Доказательство. В силу равенства Парсеваля и из неравенства бгп|£|^
(еЛд)”1 имеем



Формально гипоэллиптические уравнения : ... 41

г(т°)<С1 22 22 е՜21“1
7=0 а#0

г(х°)
=<=12211Ил)галю^м,л||1։+ 

3=0
(14)

7=0 а#0

(сЛл)тР,(“>«)Р(и^) 2
1 

^2

где С1 > 0 ֊ постоянная. По Лемме 2 и того, что многочлены Р7 слабее Ро, для 
первого слагаемого правой части неравенства (14) имеем

||(£ЛлГР,(<)Г(1М.Л|11։ < с2 ||(еЛл)гаР(х°,«)Р({/^)|| 2

< сз [||(гЛл)“Р(Р(г,О)а^„)||2։ + ||Р(УО||’։], (15)

где С2,сз > 0 - постоянные. Используя Лемму 5 и неравенство ха < хь 4- 1, 
О < а < Ь, х € (0, оо), для второго слагаемого правой части неравенства (14), для 
каждого е € (0,1), I = 1,2,— и и €СОС(П) получаем

г(*°) 222 22 с-21“1 (еЛл)'"Р,1а)(ОР(^._) <
* £ 2
7=0 а^О22 ||(еЛл)”-։Г(£Мр'’<а,Р(։, О)У)|Г£։ + _1т|<п»к (16)

7=0 а^О

Р^а\О)и
2

£2(^(1- 1))

где С4 > 0 - постоянная. Из оценок (14) - (16) вытекает оценка (13). Этим 
завершается доказательство Следствия 1.

Замечание 3. Пусть выполнены условия Следствия 1. Предполагая дополни
тельно, что Л°(тл) С Ж”, и поскольку 7 - 0 6 Л(т - |/3|) при /3,7 € И", 0 < 7> 

7 € Л(тп), из оценки (13) получаем

г(х°)

7=0 а

ОрР^°\О)и
2

£2(^1)
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in
у У е“||Р"Р(х,О)£/|’ , ,+
Z-/ Z—< .11 ' • 1£з(и>։(։_։))
t=0 v€(A(i)/A(»-l)nZZ;)

(17)

г(ж°)
Е Е *-։|в| 

j=0 о#0
P\a\DW

2

1) )

Нам необходим следующий результат из [9].

Предложение 2. Пусть А С 1Л ” - вполне регулярный многогранник, вершины 
которого являются точки с рациональными компонентами. Пусть ш - натураль
ное число такое, что А°(тп) С Тогда существует натуральное число > т 
такое, что для любого ) > ]$ и а € Л(}) С имеет место представление

а = 0 + у, 0 € A(m) С ZZ", 7 G A(j — m) С ZZJ.

Для области Q С IR" и вполне регулярного множества А С IR" положим 
ГЛ(И) = {U GC°°(Q) :

VK СС Q, Зс > 0, sup 
к

ae 4(j)nZZÎ, j = l,2,...

Предложение 3. Для любых f G ГЛ(П) и ш СС П существует постоянная 
с = c(f.ai) такая, что

er sup |DQ/| < cr+lr!j г, ûGX(r), r,j = 1,2,..., ее (0,1). (18)

Доказательство. Так как ы ограничена, то ca£J = 0 для ej > dim ы/2 = a < оо. 
Поэтому достаточно доказать оценку (18) для ej < а. Так как f G ГЛ(П) с 
некоторой постоянной ci = Ci(/,cj) > 0, то имеем

sup|DQ/| < С;+1г!, абЛ(г)сИ;, г =1,2,.... 
и/

Следовательно, для любого j = 1,2,... и е G (0,1)

(£j/a)r sup |£)Q/| < (£j/a)r sup |Z)Q/| < Cj+1r!, a G 4(r) C 2Z՞, r = l,2,... .
a;

Отсюда получаем

er sup |D°/I < cj+1arr!j-r < c^+lP.j~r.
U^c j

Предложение 3 доказано.
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§3. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Для дифференциального оператора Р(х, О) и функции / через 1Ч(Р, обозначим 
множество всех решений уравнения Р(х,В)и = /.

Теорема 1. Пусть И С 1Н.П - область, Р(х, О) - формально гипоэллиптический
оператор в П с аналитическими коэффициентами, и пусть А С Мд - вполне ре
гулярный многогранник, вершинами которого являются точки с рациональными 
компонентами. Тогда 1Ч(Р,/) С ГЛ(П) для любого / Е ГЛ(П).

Доказательство. Так как утверждение Теоремы носит локальный характер, 
то достаточно показать, что для любого х° € П существует окрестность ы С П, 
для которой С Гл(и/). Пусть ш СС П такая окрестность точки х° € П,
для которой выполняется (9). Покажем, что для любого П € ГЦР,/) существует 
постоянная В = Ву такая, что для любого е € (0,1), I = 1,2,... и /3 Е А(1) Г> И” 
имеем

г(х°)
£,+</° 52 52е-|а| 

.1=0 а

ЛСр^ (19)

где (1о = ог(1 Р. В силу Предложения 2 существует натуральное число 7о > т
такое, что для любого 7 >70 и /3 € А (7՜) П И՞ имеет место представление

^ = 7 + и, 7бЛ(т)СЙ'р V е А(; - тп) С И".

Оценку (19) будем доказывать индукцией по 7. Так как оператор Р(х, И) - 
формально гипоэллиптический, то ЩР,/) СС°°(и»). Следовательно, (19) имеет 
место для (3 € А(;о) С И" и некоторой константы В = Ви1]0. Предположим, что 
(19) имеет место для / <7,7 > 7о и докажем, что она остаётся справедливой для 
I = >4֊ 1. Пусть /3 € А(7 +1) \ А(;) - произвольный фиксированный мультииндекс. 
В силу Предложения 2 можно представить /3 в виде (3 = у 4- V, 7 € А(тп) И И+,
V Е А(3 4֊ 1 — тп) П И". Рассмотрим выражение

р/Зрг«»)(Р)бГ£.)+1+</о

Р^Рг<«)(£))(Р1Т/) (20)
Ьз(<*'«о+։))

В силу оценки (17) имеем

г(х°)
£)^РГ(О)(Р)(£>1’[/)

£։(«>«(>+։))
г=0 а
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< с^+1-т^°
>11£ 52 ^11^^.0)0^111,^,+

1=0 г€(Л(»)М(։-1)ра;)
(21)

Рг(а)(Р)Р1’[7

Поскольку V 6 Л(}4-1-т) С 4(}), то в силу предположения индукции с некоторой
постоянной С1 > 0 и В > 1 имеем

г=0 а

Р'‘>|(О)(Р‘’О) (22)

Следовательно, нам остаётся оценить выражение
»1

1=0 и€(А(|)/Л(в-1)па^)

е\\П'Р(х,О)В"и |2

Так как Р(т, О)и = / и £РР(х, = £П+*Р(х, Р)С/ + 2ГР(х, £>)][/, То 
имеем

П1

V < ^+1-™+*, £ £ [|| 2Г+’/||

«=0 ®€(А(|)/А(։-1)ПЕ;)+ 11(0“, О’Р(х, 0)1011^, (23)

В силу Предложения 3, для первого слагаемого правой части неравенства (23)
имеем

т

£ £ е‘||£П+’/||

1=0 и£(А(1)/А(1-1)п2г;)

т

< в 52 △]+1-т+£+1(; + 1 - т + «)’(1/;),+1_т+1 < А?4՜1.,1=о (24)

где С - количество мультииндексов множества Л(тп), Д2 > Дх = Д1(/,о») 
- постоянная. Легко видеть, что члены второго слагаемого правой части (23) 
имеют вид О^а^х°,х)О^-^Р}(О)и, 1 = 1..... г(т°), 0 / р < 7 + V, а
количество мультииндексов ру для которых функция а; дифференцирована к- 
раз, не превосходит числа С* +у| < С^+1, и V 4- 7 - р 6 4() + 1 - т + ։ - к) С Л(». 
Следовательно, в силу Предложения 3 и предположения индукции для В > 2Дз, 
В > 1, где Дз - постоянная, получаем£ж-п.+<(.^ £ ?|||0”,^Р(1,д)]£/||£։|ио)<

։=0 и€(Л(։)/Л(»-1)ПИ^)
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гл

•=0 г€(А(|)/Д(1֊1)ПЖ-) О#м<Э+и

г(1°)

X £ ||(Р-Ч)Р>(Р)о^֊>‘а|| <
г=0

г(х°) т }+1 —т+։< 52 $2 52 △з+1ль_*в>+1“т+<~*+1 <
г=0 а=0 Л=1

т /> + 1 —т+1 \
< Н։0) + 1) £ В>+1-™+‘Д’ £ (Дз/В)‘-։1<

1=0 X *=1 /
т

< 2(г(х°) + 1)Д| 52 В>+1"т+< < 2т(г(х°) + 1)В>+1.
1=0

(25)

Из оценок (20) - (25) для В > 2Дз, В > 1 имеем

< сгВ}+1 + Д^+1 + 2т(г(х°) + 1)^+1.

Предполагая, что В > тах[сх + 1 + 2т(г(х°) 4- 1), Дг.ДзЬ получаем оценку (19) 
для 2 = ^ + 1. Этим завершается доказательство оценки (19).

Пусть Ь С С ш - компакт. Тогда имеем р(Ь,ды) = 6 > 0. Для любого натураль
ного числа ] положим е = дЦ и заметим, что Ь СС Из оценки (19) для
/3 € Л()) С 22" получим

г(х°)
(л/>?+։'° Е Ео/՛”'“’ 

г=0 а

Р^РГ(«)(Р)[/

откуда следует утверждение Теоремы 1.

Предполагая, что < 1, ] = 1, к, можно ослабить условия на коэффициенты

оператора Р(х, В). Справедливо следующее обобщение Теоремы 1.

Теорема 2. Пусть выполнены все условия Георемы 1, кроме условия на коэф- 
фициенты оператора Р(х, В) = ^2 Са^х^В0. Предположим, что со(х) € Г (П) 

а€(Р)
для любого а € (Р), где

Тогда для любого / € ГЛ (П) необходимо N(P, /) С ГЧ(П).
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Доказательство. Аналогично доказательству Теоремы 1.

Теми же рассуждениями доказываются.следующие утверждения.

Теорема 3. Пусть оператор P(x,D) удовлетворяет условиям Теоремы 1. Если
В С Ей.” вполне регулярное множество, а А С В Г> Мр ֊ вполне регулярный 
многогранник, удовлетворяющий Теореме 1, то для всех / € ГБ(П) необходимо 
ЛГ(Р,/)СГЛ(П).

Теорема 4. Пусть оператор Р(х, В) и вполне регулярный многогранник А С Мр 
удовлетворяют условиям Теоремы 1 и < > 1 - рациональное число. Тогда для 
любого / € ГЛ<։/‘)(Я) имеем 1ЦР,/) С ГЛ<1/‘>((1).

Abstract. The paper presents sufficient conditions, under which the solutions of 
formally hypoelliptic equations belong to the multi-anisotropic Gevrey classes.
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