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Резюме. Установлено соответствие между приводящими подпространствами 
косоэрмитового линейного пучка и аддитивным разложением характеристичес­
кой функции этого пучка.

§1 . ВВЕДЕНИЕ
Как доказано в [1], класс функций, позитивных и аналитических в открытой пра­
вой полуплоскости, совпадает с классом характеристических функций косоэрми­
товых линейных пучков операторов, действующих в гильбертовом пространстве. 
Таким пучкам операторов ставятся в соответствие операторные Е-узлы, вводят­
ся понятия эквивалентности для пучков и операторных узлов, и рассматривают­
ся преобразования, не выводящие операторные узлы из класса эквивалентности. 
Существование взаимно однозначного соответствия между инвариантными па- 
рами подпространств некосоэрмитового пучка АА + В и мультипликативными 
представлениями характеристических функций «(А) П-узлов установлено в [2], 
[3]. Мультипликативным разложениям сжимающих функций или ./-сжимающих 
матриц-функций посвящены также работы [4] - [6].

Наряду с функциями рассеяния и передачи, аналитическая теория цепей изучает 
функции сопротивления (импеданс), проводимости (адмиттанс) [7] ֊ [9] и гиб­
ридного отображения, которые обладают свойством позитивности, т.е. являются 
неванлинновскими в правой полуплоскости.

В настоящей статье доказано, что имеется соответствие между парами приво- 
дящих подпространств косоэрмитового пучка и аддитивными разложениями как 
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характеристической функции z(A) этого пучка и соответствующего ему опера­
торного Е-узла, так и связанной с ним импедансной системы.

§2 . ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ
Пусть X, Y, £ - гильбертовы пространства с индефинитными метриками jx, jy, 
Je, соответственно. Для х е Х,у EY, е е £ положим [х,х] = (jxx,x), [у,у] = 

Ьу!/,!/)» [е,е] = (Jre.e) (пространства М. Г. Крейна). Пусть Рх = ХфХф£

Грама

О 
jx

О

-Jx 
О 
о

О 
О 
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Гильбертово пространство Ру = У фУ ф£ определяется аналогично. Рассмотрим 
ортогональные проекторы, действующие в пространствах Рх и Ру :

Рх-.Рх^>ХфХ, Qx-Рх Py.Py^Y®Y, Qy-Py^C.

Определение 2.1. Оператор 

А 
С 
М

В 
D 
N

V = R
К

: Рх •—> Ру

с ограниченными блоками называется операторным узлом, а оператор-функция 
комплексной переменной А и)(У,Х) = К - (ХМ 4- 1Ч)(ХА 4- В)՜1 В называется 
характеристической функцией операторного пучка ХА + В и узла V.

Характеристическая функция ш(У, А) рассматривается на множестве

{А : А не является собственным значением пучка А А 4- В} Г)

П {А : функция Г(А) = (АА 4- В)՜1 Ь голоморфна} П

П {А : функции (цА* 4- В4 )֊1М+ и (рА+ 4- В՜*՜)՜1 1У+ голоморфны в /х = А}.

Характеристическая функция и)(У, А) операторного узла У голоморфна в области 
регулярности р — р(А,В) операторного пучка ХА 4- В. Пусть П_ = левая полу­
плоскость ( Де А < 0), а П + = правая полуплоскость ( Де А > 0). Предположим, 
что пучок ХА 4- В имеет хотя бы одну регулярную точку в П_ и хотя бы одну в
П+ (см. (I), (2)).
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Будем говорить, что линейная система Фу = {(/,т,д)} с входом / € £, с выходом 
</ € £ и внутренним состоянием х € X связана с операторным узлом V, если 
векторы её состояния определяются посредством уравнений

(XA + B)x = Lf, g = К f — (ХМ + N)x. (2.1)

Определение 2.2. [2]. Операторный узел V : Ух 1—* У y называется П-узлом, 
если он (Jx ,J} )-унитарен : VV+ = I, V+V = /, (р+ = JXV*JY).

Определение 2.3. [1]. Операторный узел V : Ух 1—* У y называется Е-узлом, 

если относительно индефинитных метрик J 4 hJ՝' выполняются соотношения

VQy + QxV+ = VPXV+ - PY, V+Qx + QyV = V+PYV - Px. (2.2)

В терминах блоков соотношения (2.2) эквивалентны следующим :

1) AD* + ВС+ = Z,

2) АВ+ 4- ВА+ = О,

3) CD+ 4- DC+ = О,

4) MD+ + /VC+ = -Я+,

5) МВ+ + NA+ = -L+,

6) О+ + NM+ = -(К 4- К+),

7) D+A + B+C = I,

8) С+А 4- А+С = О,

9) D+В + В+D = О,

10) D+L + B+R= -N+,

11) c+l + a+r = -M+,

12) R+L + L+R = -(K + K+).

(2.3)

Линейная система Фу = {(/,$,<?)}» связанная с операторным Е-узлом V, обла­
дает передаточным отображением г(А) = ш(У, А), имеющим физический смысл 
импеданса, адмиттанса или гибридной матрицы электрического многополюсни­
ка [10], и называется импедансной системой. Операторные (матричные) ко­
эффициенты уравнений (2.1), описывающих физическую систему на графе, явно 
выражаются через топологические характеристики этой системы (см. [10], [11]). 
Взаимная связь между П-уэлами, Е֊узлами и соответствующими системами рас­

смотрена в работе [1].

Теорема 2.1. [1]. В дефинитном случае ^х — I, iY — Р — I) характерис­
тическая функция г(А) Е-узла V позитивна всюду в П+ и негативна всюду в 
П_ :

{
>0, Re А > 0,
= 0, Re А = 0,
<0, Re А < 0.
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В [1] рассмотрены преобразования над пучками и над Е-узлами, которые не меня­
ют характеристическую функцию г (А) и соответствующие свойства импедансной 
системы.

Определение 2.4. Пучки АА + В, АА1 + 1Д : X »—> У называются унитарно 
эквивалентными, если существуют ограниченно обратимый оператор С) : У >—> 
У и унитарный оператор и : X »—> X такие, что при любом А имеет место
равенство

ХА1+В1 = СДХА + В)В*. (2-4)

Определение 2.5. Операторные Е-узлы V, Ц : 1—> ?у называются унитар­
но эквивалентными, если их (системные) блоки связаны соотношениями

А1 = (?АВ', 
ьд = мв\

Вх = С}ВВ\ Ь, = С)Ь, 
ГД=ХВ', Кг=К,

(2.5)

где О : У ।—> У - ограниченно обратимый оператор, а В : X »—> X - унитарный 
оператор.

Определение 2.6. Операторные Е-узлы V : Лх •—> Ту и V] : 7\։ •—> Уу, 
с одинаковыми внешними подпространствами 8 называются эквивалентными, 
если их характеристические функции совпадают :

ш(КА) = ш(Ц,Л), X € р(А,В) = р(А,,В,).

Определение 2.7. Операторный Е-узел V называется нормированным в точке 
I/, если еМ + ^ = 0.

Определение 2.8. Представление оператор-функции г(А) в виде характеристи­
ческой функции операторного узла V

г(А) = К - (АМ 4- 7У)(АА + В)-1£, Яе X > 0 (2.6)

называется реализацией функции г (А) в правой полуплоскости, а представление 
функции 0(() в виде

в(О = 5 + <С(/- СТ)՜1 Г, |<| < 1 (2.7)
называется реализацией в единичном круге.

Пусть и € П+ П р(А,В) - фиксированная точка. Применяя преобразование 
А — и

С = т—=. в [1] доказано, что существует преобразование х Е-узла V в блочный
оператор V : X ф 8 
реализации функции

X ф 8, блоки которого являются коэффициентами

*(<) = г

в единичном круге. Это преобразование задаётся формулой

Т Г] Г-(рА + В)-1(17Л֊В) <7(рА4֊В)-1£՜
У = *(Ю =

֊оЬДуА* - а*)՜1
(2.8)
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Теорема 2.2 [1]. Блоки оператора V — х(Ю 12-узла V связаны соотношениями

ТТ* = 1, Т*Т = Г, ТС = Б, Т*Б = С*, ССГ = ГТ = $ + $’. (2.9)

Обратно, пусть коэффициенты реализации в единичном круге некоторой функции 
образуют блочный оператор

(210)

и удовлетворяют соотношениям (2.9). Тогда для у € П+ 
у операторный Е-узел V = 7г(У) : 

нормированный в точке

где уА + В = I задаёт реализацию в правой полуплоскости для функции

г(А) =0

Определение 2.9. Операторный 12-узел V называется простым, если линейная
ОО

оболочка Хо = (ТпБЕ), где Т =—(уА +В)՜1 (уА - В) и Б = <т(уА +В)՜1 Ь,
п= —ОО

совпадает с основным внутренним пространством 12-узла : Хо = X.

Лемма 2.1 [1]. Операторы всякого косоэрмитов ого пучка ХА + В : X ।—> У 
допускают включение в некоторый простой нормированный 12-узел.

Теорема 2.3 [1]. Пусть характеристические функции

х(А) =ш(У, А) = К ֊ (ХМ + ЛГ)(АЛ + 
г,(А) =ш(Ц,А) = К, - (ХМ, +М)(А4, + В,)՜1!,,

косоэрмитовых пучков ХА + В и АЛ1 4- В\ : 2Бх 1—► построены по простым
12-узлам V и Ц. Если ?(А) = г^А) ( Бе А > 0), то пучки унитарно эквивалентны. 
Более того, если 12-узлы V и Ц нормированы, то эти узлы также унитарно 
эквивалентны.

Введённое отношение эквивалентности операторных Е-узлов разбивает множес­
тво всех Е-узлов на классы эквивалентности. В работе [1] представлены преоб­
разования групп эквивалентности, не выводящие операторные Е-узлы из своих 
классов эквивалентности.
Преобразование (тг о х)> определяемое формулой

А
(7Г о у)Т = (7Г о х)

в ь
О R

к
С 
м

(2.12)
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г А 
vA+B 

t^A + B 
vA+Ь
-L’

• vA*—B"

vA + B 
L 

vA+B 
K-(vM+N) L 

i/A+B

L

преобразует операторный Е-узел в эквивалентный Е-узел (я о у)У, нормирован­
ный в точке и € П+.
Преобразование эквивалентности [</>], где : У 1—* £> определяется формулой

(213)

Для любого ограниченного обратимого оператора (} : У ।—> У и унитарного 
оператора и : X ►—> X преобразование {(?. и], определяемое формулой

{Q, U}V = (Q ф Q’՜1 ф I£)V(U Ф U Ф ), (214)

является преобразованием унитарной эквивалентности.
В работе [10] приводятся аналитические представления (2.6) в форме реализации 
на плоскости для гибридных операторов (матриц) линейных структур на графах.
В работе [7] изучаются дробно-линейные представления таких матриц-функций 
и вопросы их реализаций. Аддитивные реализации рациональных вещественных 
симметрических матриц функций исследуются в [8], [9] и [12].

§3 . ТЕОРЕМЫ СЛОЖЕНИЯ И РАЗЛОЖЕНИЯ
Представление системы в виде каскадного [4], [5] или гибридного (параллельно­
последовательного) [8], [9] соединения более простых систем, отвечает множи­
телям или слагаемым соответствующего мультипликативного или аддитивного 
разложения проходной или импедансной системы.
Пусть Фп = {(/п։,Уп)}» п = 1, ...,Л7 - импедансные системы с одинаковыми 
внешними подпространствами £\ = £, и пусть Уп : Хп Ф Хп ф£ ►—> У„ Ф Кп ф£ 
- операторные Е-узлы такие, что

п(ААП + Вп)х дп — Knfn + Nn)xn. (3.1)

N
Определение 3.1. Сумма (или аддитивное соединение) Ф = £2 Ф,, определяет- 

и=1
с я следующим образом :

(3.2)
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При равенстве входов /п всех систем Фл, входом f суммарной системы Ф счи­
тается тот же вектор f = /п, а выход g определяется как обычная сумма со­
ответствующих выходов дп в пространстве £. Внутренним состоянием х для Ф 
считается ортогональная сумма внутренних состояний хп слагаемых Фп.
Пространство X внутренних состояний системы Ф и пространство Y определя­
ются формулами

N
х = 52 ФХп, Y = ©Гп. (3.3)

п=1 п=1

Индефинитные метрики в пространствах X и Y определяются прямыми суммами 
метрик в Хп и Yn, соответственно :

N N
[х,х] = Jx = J2©JXr։, = (jyy.y), Уу = ^ф7уп. (3.4)

n=l n=l

Рассмотрим ортопроекторы Pn : X ।—> Xn и Qn : Y ■—> Yn. Суммируя уравнения 
(3.1) и используя определение внутренних состояний суммарной системы Ф = 
{(/> х, у)}, получим

(АЛ + B)x = Lf, д = Kf- (ХМ + ЛГ)х,

где операторные коэффициенты выражаются через S-узлы Уп следующим
зом :

(3-5)

бра-

(3.6)

М = £ М„Р„ = [Л/։ • ■ ■ М„]. = = к =
п=1 п=1 п=1

(3-7)
По аналогии с (3.6) определим через блоки средних узлов Уп операторы С, В 6 
[Х,У] и Л € [£,У] :

N 
С — ФСП, 

п=1
(3.8)

Определение 3.2. Построенный по правилам (3.6) - (3.8) оператор 

В L
D R
N К

А
С 
М

называется полупрямой суммой L-узлов Vzn
N

v = Ё 

п=1

и обозначается символом

(3.9)

Операторные узлы Уп называются проекциями оператора 1 на приводящие пары 
подпространств (, Уп) •
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Так как операторы Уп являются Е-узлами, то проверив выполнение соотноше­
ний (2 3), убеждаемся, что оператор V является Е-узлом. Заметим, что пары 
подпространств (Х„,Уп), вместе с основным пучком АА 4- В, редуцируют вспо­
могательный пучок АС 4- В следующим образом :

Qn(AA 4- В) = (АА 4- В)Рп, Qn(XC + В) = (АС 4- В)Рп. (3.10)

Таким образом, имеем следующий результат.

Теорема 3.1. Пусть операторные Е-узлы Vn соответствуют системе Фп. Тогда 
N ~ ' N

операторный Е-узел V = £ 4-Ц» соответствует суммарной системе Ф = ^2 Фп. 
п=1 л=1

Теорема 3.2. Пусть пары подпространств (Xn,Yn), n = 1,...,N приводят как

основной пучок АА 4- В : X •—> Y некоторого Е-узла V = £ +Vn, так и 
п=1

индефинитные метрики jx и }y пространств X и Y так, что выполняются 
соотношения (3.3) и (3.4). Тогда система Ф, связанная с узлом V, разлагается 
в сумму систем Фп с внутренними пространствами Xn, Yn, а передаточная 
функция z(A) системы Ф разлагается в сумму передаточных функций zn(A) 
систем Фп :

N \
2(Л) = £ ։„(А), Хер(А,В). (3.11)

п=1

Доказательство. Пусть заданы Е-узел V с внутренними пространствами X, 
У и связанная с ним система Ф = {(/, х,<?)}. Пусть пары подпространств 
(Хп, Уп) из разложений (3.3) приводят основной пучок АА 4- В. Тогда выполнено 
первое соотношение из (3.10), а второе может и не выполняться. Следовательно, 
представление Е-узла V в виде суммы (3.9) некоторых узлов-проекций Уп, 
вообще говоря, невозможно. Однако, мы можем заменить блок-строку [С, С, Я] • 
на другую [С, О. R] так, чтобы выполнялось и второе соотношение в (3.10), а 
оператор

Г А
V = С В R

М N К
(3.12)

был бы Е-узлом. При этом, не меняется ни характеристическая функция, ни 
связанная с ним импедансная система. В качестве блок-строки можно взять

(С Ь Я] = [д'дВ д*дА д*д(֊АМ+ - ВЛГ+)], (3.13)

где д = (1/А4-В)՜1, В = *^-А + В, А = 1/йА — *^В, ар- регулярная точка пучка 
Нетрудно проверить, что блоки оператора V удовлетворяют условию

(2.3). Теперь искомые проекции Ц, Е-узла оператора V на приводящие пары
подпространств (Хп,Тп) находятся согласно Определению 3.2 :

An = QnAPn, B„ = QnBPn, Ln = QnL, Cn = QnCPn, 
Bn = QnBPn, Rn = QnR, Mn = MPn, Nn=NPn.
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Отметим, что последний угловой блок Кп : £ ।—> £ проекции Уп определяется 
неоднозначно, так как соотношениями

Кп + = -Мп^ ֊ Ыпм+ = ֊ £ + Лп

однозначно определяется лишь вещественная часть Яе Кп = |(Я + К+), а 
мнимая часть оператора Лп может иметь любое значение 1т Кп = — 7С+),

удовлетворяющее условию суммирования 1т К = £ Ьп Кп. Это обеспечивает 
п=1

выполнение последнего условия в (3.7) для искомых операторов 'Кп = Яе Кп + 
։ 1т Кп.
Наконец, легко проверить, что блоки операторов Уп удовлетворяют условиям 
(2.3), и поэтому Е-узел оператора У разлагается в сумму Е-узлов оператора Уп. 
Системы-проекции Фп = {(/„, хп, $/п)}, п = 1,ЛГ определяются однозначно по 
проекциям узлов У„ уравнениями (3.1), где /п = /. По построению, характе­
ристическая функция г(А) Е-узла У равна сумме характеристических функций 
Е-узлов Уп всюду в области регулярности пучка ХА 4֊ В. Теорема 3.2 доказана.

Замечание. Легко видеть, что Е-узел У, определённый по (3.12), со средней 
строкой (3.13) получается применением к исходному Е-узлу У преобразований 
Х,7Г, {<?,/} и [<р], определённых по (2.8), (2.11), (214) и (2.13), соответственно, 
причём = нА + В, (р = (нМ 4֊ Х)(нА 4֊ В)՜1, V = [7] о {(}, 7} о (тг о х)У. Так 
как каждое из этих трёх преобразований в скобках не выводит Е-узел из класса 
эквивалентности, то оператор У является Е-узлом.

Далее в работе рассматриваются лишь дефинитные Е-узлы (} = 7, 3 = 7). Узел 
У называется одномерным (конечномерным), если с/»т X = 1 ((Нт X = п < 
оо). Отметим, что всегда (Нт у — (Нт X, так как мы рассматриваем лишь 
регулярные пучки ХА 4֊ В (т.е. пучки, у которых есть регулярные точки).
Характеристическая функция х(А) конечномерного Е-узла У является рациональ­
ной матрицей-функцией, позитивной в правой полуплоскости : х(А) 4֊ г*(А) > О, 
Яе А > О (Теорема 2.1). В силу Теоремы 3.2, разложение функции г (А) в сумму 
простейших позитивных дробей связано с разложением Е-узла в сумму одномер­
ных узлов Уп.
Пусть н € П+ - некоторая регулярная точка косоэрмитового пучка АЛ 4- В. 
Покажем, что хо является собственным вектором косоэрмитового пучка ХА 4- В 
тогда и только тогда, когда хо является собственным вектором оператора Т — 
-(нА 4- В)՜1(нА - В). Действительно, пусть Ао - собственное значение, а х0 - 
соответствующий собственный вектор, т.е. АоЛ 4֊ Вхо = 0. Очевидно, что имеем 
(нА 4- В)хо = (н - Ао)Лто и выполняются равенства

Ахо = ——-— (нА 4- В)хо, Вхо —------т~(уА + В)хо-
н - Ао - Ао

Отсюда вытекает, что хо 

собственному значению £о = 

мнимым числом, Ао = »То.

- собственный вектор оператора Т, отвечающий 
^° + —. Кроме того, так как |£0| = 1, то Ао является 
Ао - н
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Обратно, если £0 собственное значение, и 1о - соответствующий собственный 
вектор оператора Т, то имеет место равенство —(РА — В)хо = (нА 4- В)^о^о-
Отсюда следует, что

Следовательно, число Ао = —----- — является собственным значением, а х0 -
<° - 1

соответствующим собственным вектором пучка ХА + В.
Заметим, что косоэрмитовый пучок А А + В не имеет присоединённых векто­
ров, а собственные векторы, отвечающие различным собственным значениям, 
ортогональны. Говоря о полноте, мы учитываем и собственные векторы Хоо, от­
вечающие бесконечно удалённой точке А = оо, аннулируемые оператором

Теорема 3.3. Для того, чтобы косоэрмитовый пучок АА -1֊ В : X •—> X обладал 
бы полной системой собственных векторов, необходимо и достаточно, чтобы его 
характеристическая функция г(А), построенная по простому Е-узлу, допускала 
разложение в сумму простейших позитивных дробей гп(А) :

(3.14)
Re А > 0, где N = dim X < оо, v ֊ регулярная точка пучка АА + В, Re и > О,

Вп = В*, Лп > 0, rang Лп = 1, а сходимость понимается по норме в пространстве

Равносильным условием является разложимость Е-узла V = (я о в сумму 
- N ~
V = £ +К» одномерных Е-узлов Vn. 

п=1
Доказательство. Необходимость. Согласно Лемме 2.1, операторы косоэрмито- 
вого пучка АА 4- В : X •—> X допускают включение в простой Е-узел V. Е-узел 
V՜ = (л՜ ° X)V, пронормированный относительно точки и, имеет вид (2.12). Его 
основные операторы А = (иА + В)՜1 А и В = (^А + В)՜'В порождают пучок 
АА + В, отличающийся от исходного пучка АА + В обратимым левым множите­
лем. Поэтому оба пучка имеют общую систему собственных векторов. Допустим, 
что эта система полна в X. Тогда можно выбрать полную ортонормированную 
систему собственных векторов {^п}п=1 ֊ отвечающих собственным значениям Ап 
пучка АА + В.
Введём одномерные линейные оболочки = span{hn} и ортопроекторы Рп : 
X ।—> Хп. По построению, включая Ап = оо, имеем

1
р Ап

Ahn = («/А + B)-JA/in = ։ Bh„ = (u4 + BY'Bh,, = — 
P — A,|
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СЛ„ = М + В)֊1 Р—^А + в} н„ = Р֊^-хЛ
X2 / \ 2 / " Ап

— 1 / I/ — у \ / // — 17 \Р/1П = (М 4- В) шА------—В Лп = ( ш7 4֊ —֊—Ап I ------—Ьп.
\ 2 / к 2 / ь* - Ал

Следовательно, все ортопроекторы Рп перестановочны с операторами А, В, С, 
Ь, и подпространства Хп приводят пучки АА 4- В и АС 4- Ь. С учётом полноты, 

А’
ортогональное разложение X = фХл обладает всеми свойствами разложения 

п=1
(3 .3). По Теореме 3.2, проекции на пространства Хп оказываются одномерными 
Е-узлами Уп такими, что

N к
г(А) = Ш(К А) = £ ш(У„, А). 

п=1
(315)

Пучок АЛП 4- Вп имеет единственную точку спектра - собственное значение Ал, 
а операторы Ап, Вп являются скалярными в Хл :

(3.16)

Блоки Ьп и Ял являются вектор-строками, а Мп и Агп - вектор-столбцами. Из 
условия косоэрмитовости пучка АЛП 4- Вп следует, что собственное значение 
Ап является мнимым числом : Ап = —Ап. В силу нормированное™ Е-узла Уп 
в точке V и соотношений 4) и 5) из системы (2.3) выполняются соотношения

Мп = ֊&£*, где £п = Кп| = 1 и Я„ = Из равенства
АГ| *

12) из (2.3) получаем равенство Ь*пЬп = ^р=(Яп + ^п)- Из простоты узла 
V (эквивалентно, из простоты узла У) следует, что Ьп 0 при любом п. 
Действительно, предположим, что Ьп = 0, т.е. РпЬп — 0- Оператор

Т = -(нА 4֊ В)~1(йА - В) = -М 4- ВГ1(»А - В)

приводится подпространством Хп. Поэтому при всяком к имеем равенства

РпТкР = ТкРп(иА 4- В)~1Ьа = ТкРп1 = 0.

Но тогда РпХ0 = 0, где Хо = \/(ТкГе), е € £, что противоречит соотношению 

к՝1
РпХо = Хп, вытекающему из определения простоты Е-узла 1 (А<> = X).
Таким образом, одномерные Е-узлы Уп из разложения (3.15) имеют вид

(3.17)
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г„1,п =-^(К„ + к;,) * 0- Х„ = <т„ =-Х„ / оо, 
Хп - V I/ + I/

ч
а соответствующие характеристические функции гп(Х) = ш(Уп,А) имеют вил 
слагаемых в сумме (3.14), где обозначено

Вп — Ini Kfii -^n — rung An !• (3.18)

Вид одномерного Е-узла (3.17) и вид его характеристической функции из (3.14) 
являются универсальными для всех собственных значений Ап = пучка АА + В, 
включая А,, = оо.
Достаточность. Пусть функция z(A), представимая суммой (3.14), является ха­
рактеристической функцией косоэрмитового пучка ХА + В, построенного по прос­
тому Е-узлу У. По каждой дроби zn(А) построим реализующий её одномерный 
Е-узел из (3.17) Уп : Хп ф Хп ф 8 ►—> Хп Ф Хп Ф 8, где каждое Хп является копи­
ей одномерного комплексного пространства С1. С учётом (3.18), вектор-строка 
Ln = (/3J,/?J,...) и матрица Кп размерности dim 8 имеют вид

= (A)ro>, Кп = = гВп 4- А,,. (3.19)

Ясно, что строка Ьп определяется не единственным образом. Гильбертово про- 

странство X = 52 фХп при = оо является комплексным пространством /г- 
п=1

Построим узел Уп : Хп Ф ф£ »—► Хп ФХП ф£ как сумму узлов Уп вида (3.15).
Ограниченность диагональных матричных операторов А, В : Хп 1—> Хп

Хп — 1Тп (3.20)

следует из ограниченности последовательностей диагональных элементов. Блок

К определяется как сумма ряда К = 52 Кп — сходящегося по условию 
п=1

А'
(3.14) в равномерной операторной топологии. Оператор В = 52 ограничен, 

п=1
так как для вектора е = € £ С /2 справедливы равенства

N N N

= j= (-Д€,е) < ||-А|| * 11^’11 •
ш=1

Здесь учтено, что А = Ап = Ке К € [£] и ряды ЛП|; = 52 (Лп)ш^ сходятся. 
п=1 п=1

~ 1 - л'
Аналогично проверяется ограниченность оператора М* = — = — 52 Ф£пЬп-

п=1

По построению пучок ХА + В имеет полную в X систему {Лг»}г։=1 собственных 
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векторов, равных ортам подпространств Х„. Однако, не известно является ли 
Е-узел Уп простым.
Выполнив преобразование х (2-8) над Е-узлом Уп получаем

*(V) = V =

где
Т=-(^А + В)-'(РА-В), F=^^^A + B)-՝L. 

£

Унитарный оператор Т имеет ту же систему собственных векторов
ОО ”

полных в X и приводит подпространство Хо = \/ (TnF£). Поэтому, в соот-
п=-оо

ветствии с ортогональным разложением, имеем Т = То + 7\. Индуцированный 
оператор То обладает полной в Хо системой собственных векторов. Кроме того, 
операторы Е и О имеют блочную структуру :

G = [Go 0]:Xo®Xi—►£.

Поэтому блоки оператора

Vo = То 
Go

Fo 
S : Ао Ф £ 1—► Xo Ф £

удовлетворяют (вместе с блоками оператора V) соотношениям (2.9). Используя 
преобразование тг (2.11), заключаем, что блочный оператор 1о = тг(Ро) : Хо Ф 
Хо ф £ ।—> Хо Ф Хо Ф £ является простым Е-узлом.
Ясно, что характеристические функции £-узлов I и V совпадают : и»(1^ ,А) = 
ы(У, А). Так как собственные векторы оператора То и пучка АДо + Во : Хо >—> Хо 
совпадают, то пучок имеет полную систему собственных векторов в простран­
стве Хо.
Возвращаясь к исходному Е-узлу V и пучку АД + В : X ।—> А заметим, что так 
как ю(У,А) = ги(У, А) = г(А), то по Теореме 2.3 из равенства ш(У, А) = и>(Ц), А) 
для простых Е-узлов V и вытекает унитарная эквивалентность пучков АД + В 
и А До 4- Во- Следовательно, пучок АД + В также обладает системой собственных 
векторов, полной в X. Теорема 3.3 доказана.

Abstract. A correspondence between the reduction subspaces of the skew-Hermitian 
linear operator pencil and the additive decomposition of the characteristic function 
of this pencil is established.
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