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Резюме. В статье доказывается, что для любой полной ортонормальной сис-ООтемы {(ргДх)}^ существует ряд вида £2ал-<р*(х), |а<:Г < <х> для любогок=1г > 2, который обладает следующими свойствами : I) он универсален во всех £’о ։| при 0 < <7 < 1 одновременно относительно перестановок и частичных рядов в смысле сходимости по метрике Ь’о II) он квазиуниверсален во всех при 
р е [1,2) одновременно относительно перестановок и частичных рядов.
§1. ВВЕДЕНИЕНастоящая работа является продолжением работ автора [16] - [18], посвящённым ортогональным в Лр рядам. Напомним следующие определения.Определение 1. Пусть Е С [0,1] - некоторое измеримое множество, 1 < Р1 < Р2 < оо и <рк(х) € ПР€(Р1 >ра] ^[0,1].
1) Ряд ОО^2а*<рк-(х) (1-1)

*=1называется универсальным во всех ЬР(Е), р\ < р < рг относительно перестано
вок в смысле сходимости по метрике ЬР(Е), если для любого р € [рьРг) и для 
каждой функции /(х) € ЬР(Е) члены ряда (1.1) можно переставить к —> а(к) ООтак, чтобы £ Да(<.)^<т(л)(г) сходился бы по метрике //’(Е) к функции /(т). Л=1
2) Ряд (1.1) называется универсальным в пространстве РР(Е), р1 < р < р? 
относительно частичных рядов в смысле сходимости по метрике ЕР(Е), если 
для любого р Е [р1, рэ) и для каждой функции /(х) € ЬР(Е) из ряда (1.1) можно 
выделить частичный ряд аП։։(рП1е(х), который сходится к функции /(х) по 
метрике ЬР(Е).
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3) Ряд (1.1) называется универсальным в обычном смысле в пространстве LP(E), 
Pi < Р < Р2> D смысле сходимости по метрике LP(E), если для любого р € [pi,p?) и для каждой функции f(x) £ ^(Е) существует последовательность 
возрастающих натуральных чисел тц такая, что у ряда (1.1) последовательность 
частичных сумм с номерами nfc сходится к функции f(x) по метрике LP(E).Определение 2. Ряд (1.1) называется квазиуниверсальным во всех L^iE), 
Pi S Р < Р2 относительно перестановок в обычном смысле или относительно 
частичных рядов, если для любого е > 0 можно найти измеримое множество 
Е, С Е, |Ее| > |Е| -£֊ такое, чтобы ряд (1.1) был универсальным во всех Lp(Ee), 
Pi < р < р2 относительно перестановок, в обычном смысле или относительно 
частичных рядов, соответственно.Квазиуниверсальность ряда (1.1) в пространстве всех непрерывных функций С[0,1] определяется аналогично.Вопросам существования различных типов универсальных рядов в смысле сходимости почти всюду или по мере посвящено много работ [1] - [11]. Первый тригонометрический ряд, универсальный в обычном смысле в классе всех измеримых функций, сходящийся почти всюду был построен Д. Е. Меньшовым [1] (см. также В. Я. Козлов [2]). Этот результат был распространён А. А. Талаля- ном [3] на произвольную ортонормальную полную систему. Им также доказано [4], что если {(^(х)}^!, х € [0,1] есть произвольная ортонормированная полная ООсистема, то существует ряд 52 ах ^(х), универсальный в смысле частичных Л=1рядов в классе всех измеримых функций в смысле сходимости по мере на [0,1]. Существование функциональных рядов, универсальных относительно перестановок в классе почти всюду конечных измеримых функций, сходящихся почти всюду, было доказано Орличем [10]. Отметим, что Риман доказал (см. [11], стр. 317), что любой неабсолютно сходящийся числовой ряд универсален относительно перестановок в классе всех целых чисел.Ни при одном р > 2, (р > 1) и ни по одной ортонормированной (ограниченной ортонормированной) системе {<р„(х)} не существует ряда, универсального в Lp[0,1] либо относительно перестановок, либо относительно частичных рядов в смысле сходимости по метрике £Л[0,1].В работах [17], [18] автором доказано, что если ортонормальная система {<р„(х)} полна в L2[0,1] и для некоторого ро > 2, ||м?пПь^о(o.i) < const, то по этой системе можно построить ряд 52 с><р*(т), который квазиуниверсален в Lp[0,1] при р € [2,ро] относительно перестановок. Возникает следующий вопрос : можно
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ООли по этой системе построить ряд £2 а&^ч(х), который квазиуниверсален в Ьр[0,1] относительно частичных рядов ?Отметим, что существует ортонормальная система {а/п(т)}, х Е [0,1], по которой можно построить ряд вида (1.1), универсальный одновременно относительно перестановок и в смысле частичных рядов, в каждом Тр[0,1] при 1 < р < 2, в смысле сходимости по метрике в Ьр[0,1], 1 < р < 2 и в классе всех измеримых функций для сходимости почти всюду. Ограниченные ортонормированны? системы этим свойством не обладают. Сформулируем основные результаты работы.Теорема 1. По произвольной полной ортонормированной системе {у?п(г)}^1 

существует ряд

ОО ОО |ал|г < оо, при всех г > 2, (1.2)
к=1 *=1

удовлетворяющий следующим условиям :
1) Ряд (1.2) универсален во всех при 0 < д < 1 одновременно относи

тельно перестановок и относительно частичных сумм в смысле сходимости по 
метрике Т/о 1).

2) Ряд (1.2) квазиуниверсален во всех при р € [1,2) одновременно 
относительно перестановок и относительно частичных рядов.Теорема 2. По произвольной полной ортонор мированной системе {у?п (т)} ! 
существует ряд (1.2), удовлетворяющий следующим условиям :

1) Ряд (1.2) квазиуниверсален в С[0,1] в обычном смысле.
2) Ряд (1.2) квазиуниверсален во всех при р > 2 в обычном смысле.Замечание. Утверждение 1) Теоремы 1 является усилением следующего результата А. Талаляна, см. [12] : для каждой функции /(г) € 1| при р € (0.1)существует ряд по любой полной ортонормированной системе {^(г)}^!, сходящийся к /(г) в метрике 1рУтверждение 2) Теоремы 1 является усилением одного результата автора (см. [14], [15]) : для любой ограниченной полной ортонормированной в системе {</3п(^)}^1 можно построить ряд вида (1.2), удовлетворяющий следующему свойству : для произвольного с > 0 существует измеримое множество Е С [0,1] с мерой |Е| > 1 — е такое, что ряд (1.2) универсален относительно частичных рядов в классе 1 < р < 2, в смысле сходимости по метрике Ь\ЕуВ настоящей работе рассматриваемые выше вопросы исследуются в двумерном случае. Отметим, что ряд классических результатов (например. Теоремы
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Л. Карлесона [19], М. Рисса [20], А. Н. Колмогорова [21]) невозможно распространить на двумерный случай (см. Ч. Фефферман [22], С. В. Конягин [23]). В этом случае сферические, прямоугольные и квадратные частичные суммы резко отличаются сходимостью в Ьр, р > 1 и почти всюду (по этому поводу см. обзорные статьи Л. В. Жижиашвили [24], Б. С. Голубов [25] и М. И. Дьяченко |26|).Теорема 3. По любой ортонормированием полной системе {<рп (х)} сущест

вует ряд вида 
ОО ОО52 Ск,п<Рк(х)у>п(у), 52 |с/ь,г»|г < ОО, (1-3)

К-,п=1 Дг,п=1
обладающий следующими свойствами :

1) для каждого р € (0,1) и для каждой функции Цх,у) Е члены
ряда (1.3) можно переставить (соответственно из ряда (1.3) можно выделить 
частичный ряд) так, чтобы вновь полученный ряд сходился бы к /(х,у) в метрике 1р как по сферам, так и по прямоугольникам.

2) для любого е > 0 существует измеримое множество Ее с мерой |ЕГ | > 1 — е такое, что для всех / Е Ьр, р € [1,2), члены ряда (1.3) можно переставить 
(соответственно из ряда (1.3) можно выделить частичный ряд) так, чтобы вновь 
полученный ряд сходился к /(х,у) в метрике ГРЕ] как по сферам, так и по 
прямоугольникам.Таким образом, существование ряда £2 щ. </?*(х) с указанными свойствами зависит от заданной ортонормированной системы {^(х)}, числа р и типа универсальности.§2. ОСНОВНЫЕ ЛЕММЫЛемма 1. Пусть {։рп(я)} - полная ортонормированная система в Ь20 ц. Тогда 
для любых No > 2, е Е (0,1), 0 < < <?2 < 1 и для каждой ступенчатой функции

"О
/(х,у) = £ 7* • Хд*(я); Лк = ((к ֊ 1)/2",к/2п), 1 < к < 2П = р0 существуют Дс=1измеримое множество Е С [0,1] и полином

Н(х) = 52 ^кЧ>к(х), (2.1)
удовлетворяющие условиям : 1)|Е|>1-е0, 2) 53 |с*,.|2+е < е, 

к = К0
/(х)\2(1х <€2,4) I \Н(х) ֊ Цх)\ч <1х < е2, для всех де [91,92],-/о

3) / |Я(х) -
Е
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для всех 96(91,92),

6) гл ах 
Ыо<т<Н

4- б, для всехр € [1,2),Ор

где Е С Е - любое измеримое множество.Доказательство. Положим
х 6 (0,1/(т 4- 1)];
х € (1/(т 4֊ 1), 1] (2.2)

и при любом фиксированном т продолжим функцию /т(х) с периодом 1 с отрезка [0,1] на всю ось. Очевидно, что
[ 1т(х)с1х=0, тп=1,2,..../оПо лемме Фейера (см. [27], стр. 77) из (2.3) будем иметь

Вт / /1($х) <1х — 0, тп, к = 1,2,....в֊*со Уо
(2.3)
(24)

Следовательно, в силу (2.4), можно найти натуральное число $1 > такое, что
Л(2’։т)] 1рк(х)с1х

тш{е; |№)|<М * = 1,2.......No. (2.5)
ОВозьмём натуральное число ЛГ, > No настолько большим, чтобы

(я) - 91(*)|2^ < (^/4)2,
где 91 (х) = /(х) • Л(25'х), = /01 [91 (х)уп(х)(1х. Отсюда и из (2.5) вытекает

Продолжая это рассуждение мы можем, по индукции, опрелелить последовательности чисел 51 < я2 < ... No < ^ < ..., функций
9т(х) = /(х) • /,„(2։тх); т = 1.2,... (2.6)



8 Р. Г. Арамянпричём = сужение порождающей плотности Д(9) тела К на 8^.
Подчеркнём, что Ь(П) может принимать как положительные, так и отрицательные значения. В (1.1), Ап_2(</ц) ֊ сферическая мера Лебега на 8^ = большая (п - 2)-подсфера с полюсом ш € 8П՜1. Обобщённая форма уравнения (1.1), не требующая дополнительных условий гладкости, полученная в [14], использует понятие порождающих распределений. В действительности, (1.1) обобщает известный результат Бляшке [8] для п = 3 на выпуклые тела в пространстве ШУ*. Целью настоящей работы является описание подхода к исследованию уравнения (1.1), основанному на новом выражении для радиусов кривизны проекций. Для двух различных взаимно перпендикулярных направлений (Е 8П-1, си ± £ определим Я(и\£) = радиус кривизны дК(о;,£) в точке, с направлением нормали и/, где К(о>,£) = проекция К на плоскость, содержащую начало координат и направления и и £. Это выражение имеет видЛ(си,^) = 2 /* соз2(и,^)/ги,(и) Ап_2(с2и). (1.2)

Уз^Отметим, что интеграл / со52(ц,^)Ли,(и) Ап_2(</и)
У 5^часто используется в теории выпуклости, например, Вейль [30], где неотрицательность интеграла играет существенную роль. Выражение (1.2) даёт ясную геометрическую интерпретацию этого интеграла.Уравнение (1.1) даёт начало рассмотрению задачи Функа на 8П-1 для порождающей плотности Л(Ц). Решение этой задачи имеет различную природу для чётных и нечётных значений п (см. Хелгасон [18]). Для чётного п и гладкой границы <ЭК имеем (см. Теорему 4.3)

ГЛ(П) = Спрп(£)( / V Н^)АП_2(<М), (1.3),= 1где интегрирование распространяется на (п —2)-мерный экватор с полюсом О, £ - оператор Лапласа-Бертрами, действующий на 8П-1, Рп ֊ некоторый многочлен, а Сп постоянная. Мы получаем характеризационное условие для зоноидов : правая сторона уравнения (1.2) должна быть неотрицательной для всех Ц € 8"՜1. Аналогичный вопрос рассматривался в [14] в более общей формулировке.
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/ м
Н(х) = т-1/(2+с։) . Кт(х) = ^2 С։ <р,(х), (2 17)

т=1о 1=тогде
С, = О,

. = гп-1/(2+£1).а(-)։
։ € [М). Л/() — 1], Л/о — Мо-ь
»Е^Лт), т е [/о,/]-

М = /V֊/; (218)
Из (2.11) и (216) имеем |£'| > 1 — е. В силу неравенства Бесселя и (2.12) имеем

1=^-1
(219)

Отсюда и из (2.15) и (2.18) следует
/

I — — 1

ш-1/(2+л)

т=1о

(т)а\ €.

Из (2.2), (2-6), (2.9), (216) и (2.17) получим

Угп ■ Хе,п (*) • /(*) + /(*)/\/™ • Хе„ (*)» х € [о, 1]Поскольку /(х)/у/тп = дт(х)(см. (2.6), (2.10), (2 2)), для любого д € (0,1) имеемЛ„(х) - 4^ ’ ах < [' |Л„(։) - 9т(х)|’ ах + 2т’/2 ■ [ |/(х)|’ах < V"» .Го Уе„



10 М. Г. ГригорянСледовательно, из (2.14) - (2.18) для всех д Е (<71, <72) получаем

Теперь проверим утверждения 5) и 6) Леммы 1. Прежде заметим (см. (2.13), (2.18), (2.19)), что для каждого т € [1оД] и для всех N € рУт-1Лт] имеет место следующее неравенство :
(2.20)

Пусть € [Мо, М]. Тогда для некоторого тпо £ [<7о> <?] имеем Мто-1 < < Мто.Следовательно, из (2.17) и (2.18) получаем

Отсюда и из (2.13) — (2.15), (2.9), (2.20) для всех то € [<7о, </) получаем
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Принимая во внимание равенство 4т(х) = /(х)/ч/тп для х € Е (см. (2.2), (2-6), (2.10), (2.16)) из (2.20), (2.14) для всех р € [1,2) и У € [МъМ] и для любого измеримого множества Е С Е будем иметь

Лемма 1 доказана.Лемма 2. Пусть {о/п(т)х - полная ортонормированная система в £:[0,1]. 
Тогда для любой функции /(х,у) € и для любых чисел е > 0, АГ > 1, 
0 < <42 < 1, р € (1,2) существуют измеримое множество Е С Т = [0.1]2 и
полином (Э(х, у) вида

м
О(х,у) = ск<пик(х) и>п(у)
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такие, что(4)для всех

(1) |Е| > 1-е, 2) Ц/(х,у)֊<2(х,у)||р(Е) < е, 3)

р € [1.2] и всех С С Е, тах АГ<*,п<М
тах 

V2N<R<<V2M
ск,пшк(х)

(6)

2№<к2 + па<н։

/(х,у)\Ч (1хс1у <€,

л/
Е |ск։ПГ6<е.

к,п=К

К-,п52 Ск,п^к(х) ’ ^п(у) 
к\п=/^

< 2 • Н/(я, у)Н£₽(о + е>

/ога// д 6(71,72),

<1х (1у+

тах ,/2ЛГ<Я<՝/2Л/ 5 4 ск п шк{х) • ип(у) 
2№<к2 + п2<Д2

Их (1у <

Ц \/(х, у)\ч <1х (1у + е, для всех 76(71,72).
я

Доказательство : аналогично доказательству Леммы 3 работы [18].
§3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ОСНОВНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВДоказательство Теоремы 1. Рассмотрим множество пар {7, △ }, где 7 пробегает множество всех рациональных чисел, а △ пробегает множество всех интервалов вида △д.‘) = ((г — 1)/2л,»/2*]. Пронумировав все ступенчатые функции »'О9(1) = 52 7к • ХДк(г), (7к-, △*) € {7, △}, мы можем представить их в виде после- *=1довательности {А(х))Г=1- (3.1)Используя Лемму 1, можно найти последовательности множеств иполиномов вида

Nl,-l
0^х)= 52 (3.2)

i=N|t.x



Об ортогональных рядах ... 13где произвольная полная ортонорм и рован ная система в £?0 ։р которые удовлетворяют условиям :
|Я»|>1-2՜“ (3.3)

|Л(х)-(?<..(1)|2Л:<2-“,для всех р € [1,2], и всех Е С Ек имеем

Рассмотрим ряд (ап = а^)
ос оо оо А\-1
^ап<рМ = ^2<Эк(х) = Ык-1 <п < 1Чк.
п=1 4=1 4=1

(3.4)
(3.5)
(3.6)

(3.7)
(3.8)

(3.9)
ОООчевидно, что 52 |а,,|г < оо для всех г > 2. Покажем, что ряд (3.9) удовлетворяет г=1требованиям Теоремы 1. Пусть д 6 (0,1) - произвольное число. Тогда длянекоторого натурального к0 будем иметь

(3.10)
Для /(х) € Ь’о ц выберем функцию (т) из последовательности (3.1) такую, что /01 |/(я) - (ж)|’ (1х < 2՜2, щ > ко. Отсюда и из (3.6), (3.7), (3.9), (3.10)вытекает *) “ ֊ в1 ¥>1(х)|’<йг <2 2и + |а1|9,
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dx < 2 [ \ft,x(x)\qdx + 2~kl. 
JoПредположим, что уже определены числа 2 < < ... < 1 = з(1),..., «(д - 1),

' /V., -1
п (I/ )функции и полиномы (^„(х) = £ а, <*>.(я),

։=^п-1
п = 1,2, ...,д ֊ 1, удовлетворяющие условиям

1 < j < т - 1,
I9,

(3.11)(3.12)я

где s(j) = min |n € IN : n $ - l}j=1 U {s(n)}£=j j j, s(l) = 1.Рассмотрим функцию /„m(x), ыт > из последовательности (3.1) такую, что
(3.13)

Выбирая построим полином (см. (3.4)) QPm(x) = и определим числоs(m) = min {n 6 IN : n £ W„,_։ + 1.......Nn - 1}™ , U {»(*)}£.-,*}} •(3.14) Из (3.11) и (3.13) вытекает, что Jj |Am(z)|4 dx <2 ֊ 2m+4 + |a<(m_,)|e. Отсюда и из условий (3.5),(3.6), (3.13) будем иметь
<fa<2-’" + 2.|a,(m_l)|’, (3.15)т Ч№) ֊ £ [<?-.(*) + <։.<„>¥’,(»»С®)] <Ь < 2-<™+’> + |а.(го)|«. (3.16)

П=1Таким образом, мы можем, по индукции, из ряда (3.9) выбрать последователь- ности полиномов (см. (3.2), (3.14)) (^„(х) = £ а1"т>99|(х), т = 1,2,... ифункций {ав(т)<р,(т)(х)}~=1, тп = 1,2,..., (5(1) = 1), удовлетворяющие условиям (3.14) ֊ (3.16) для всех т > 1. Учитывая выбор (^Рг71(х) и аЛ(т)<р։(т)(х) (см. (3.12), (3.14)) имеем, что ряд



Об ортогональных рядах ... 15получается из ряда (3.11) перестановкой его членов. Обозначим его через
ОО

а<т(к)1Рог(к) (х)- 
к=1

(3.17)
Из равенства (см. (3.8), (3.9), (3.14)) Нт а,(п։) = 0 и из (3.15) и (3.16) вытекает, >П-»00что ряд (3.17) сходится к функции /(х) в метрике £’[0,1]. Следовательно, ряд (3.11) универсален в £*[0,1] относительно перестановок.Теперь покажем, что ряд (3.9) универсален в £’[0,1], д € (0,1) относительно частичных рядов. Используя (3.1), (3.2) и индукцию, мы можем для каждой функции /(х) е £’01| выбрать подпоследовательности и (^(х) =
^.-1 Ж ( к12 а1 Ь,^«(ж)» ^ь_։ < удовлетворяющие условиям — 1

п — 1

Отсюда и из (3.6), (3.5) и (3.2) для всех п > 1 получаем
ч с/х < 2՜՞,

ч
ах<2~п, п>1.

Следовательно, ряд (3.11) универсален в £’о относительно частичных рядов.Этим заканчивается доказательство утверждения 1) Теоремы 1.Теперь докажем утверждение 2). Пусть е - произвольное положительное число.
ОСРассмотрим множество Ео = р| Еп, где п0 целая часть числа 1о§1/2 е. П = ПоОчевидно, что |Е0| > 1 - е. Учитывая неравенство (см. (3.4), (3.5))

' КЫ*)֊
Ео

Л(։)Г < 2-*,

имеющее место для всех р е (1,2), получаем
тах / 

л^_,<лг<л\ ]Е

Используя рассуждения, приведённые при доказательстве пункта 1), завершаем доказательство пункта 2). Теорема 1 доказана.



16 М. Г. ГригорянДоказательство Теоремы 2. Пусть
(3.18)последовательность всех алгебраических многочленов с рациональными коэффициентами. Используя Лемму 1, можно найти последовательности множеств №}Г=1 и полиномов

Nh-1
QtM = 52 

n=A'fc_։
1 < NQ < ... < Nk < /Vfc+i < t= 1,2,....,(319)удовлетворяющих следующим условиям :

1/2 (3.20)
Положим

ОС
5 = 5 ($)> ’
п=1 Jh=l

Nk-t <n<Nk, к > 1,
Ек = {z € [0,1] : |Л(։)-£<М®)|<2-‘}. 

i=l

(3.21)
(3.22)

ОО ___Очевидно, что 52 |ak I’ < оо для всех q > 2, |Ejt| > 1 - 2~2к. Пусть е > 0
*=1положительное число. Рассмотрим множество

Е=( П Е*ПВ), 

\П=По /

- любое
(3.23)

где В с [0,1] - измеримое множество с мерой |В| > 1 — е/4 такое, что все функции </?*(т) непрерывны на В, и по - целая часть числа log^ е. Теперь рассмотрим произвольное замкнутое подмножество Е С Е с мерой |Е| > |Е| - 
е/2. Очевидно, что Е\ > 1 - е/2. Пусть f(x) - любая непрерывная функция, определённая на Е. Нетрудно видеть, что из последовательности (3.18) можно выбрать подпоследовательность fn„(x) такую, что шах|/(х) - /Пи(т)| < 2~2к, 

х£Е
к = 1,2,.... Отсюда и из (3.22), (3.23) получаем



Об ортогональных рядах ... 17Таким образом, ряд (3.21) универсален в С(£), и, следовательно, квазиунивер- сален в Аналогично можно доказать, что ряд (3.21) квазиуниверсален в £Л[0,1] для всех р > 2. Теорема 2 доказана.Доказательство Теоремы 3. Доказательство следует из доказательства Теоремы 1, используя Лемму 2 вместо Леммы 1.
Abstract. The paper proves that for any complete orthonormal system {(^„(x)}^..
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