
РАСХОДИМОСТЬ ДВОЙНЫХ РЯДОВ ФУРЬЕ-ХААРА ФУНКЦИЙ ИЗ КЛАССА ОРЛИЧА
Г. Лепсверидзе
Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, том 36, К? 6, 2001
В статье рассматривается вопрос расходимости двойных рядов Фурье-Хаара функций из класса Орлича £у>(£). Получены точные оценки сверху роста прямоугольных частичных сумм этих рядов.

§1. ВВЕДЕНИЕПусть X = {Х1}^=1 = {ХоО) и ит=0 и?=1 Хт (®)}, * € [0, 1] - ортонормированная на [0,1] система Хаара (см. [1], стр. 54). Для функции / Е 1<([0,1]п), (п > 2) ряд

где
ОС ОО п
52 ••• 52 

А=1 1„ = 1 1 = 1

называется кратным рядом Фурье-Хаара функции / в топке х = (Т1,...,гп) 6 [0,1]". Через 5„։,......т„(/, я) обозначим прямоугольные частичные суммы этогоряда в точке х Е [0, 1]’* :
т1 П1 п и

•$п։|,...,тл (/։ 2) — 5 ск1...ка ]2[х£.(-г>)*
А։ = 1 Л, = 1 1 = 1Известно [2], что кратный ряд Фурье-Хаара функции / Е Ь(1п+£)п-1([0.1]п) сходится к функции / почти всюду на [0, 1]п по прямоугольникам, т.е. в смысле Принсгейма. Этот результат окончательный [3], в том смысле, что в любом классе Орлича I у?(£)[0, 1]", более широком, чем £(1п+ Ь)"՜1 ([0, 1]п), существует такая функция /, что соотношение

Нт 5’>ц и (/» — Ь 20IIII и ( Ш ) —* 90 
1 < I < п



58 Г. Лепсверидзе
выполняется почти всюду на [О,1]". Пусть {?Д1, т2,..., ?пп} - некоторая система натуральных чисел и пусть {тр т?,..., >п* } - такая перестановка этих чисел, что т\ > ггЦ ... > »п‘.Г. А. Карагулян [4] получил принципиально новые результаты, касающиеся вопросов сходимости кратных рядов Фурьс-Хаара. В частности, он установил, что для / € £([0,1],։) имеем 

(п \Л гг(гп*) I почти всюду
1=2 /при тп* —)• ос. где <т(£) : (1, Н֊оо) -> [0, +оо) такая возрастающая функция, чтоГ1 (И/о М1/*) < °°’Примерами таких функций могут служить следующие :<т(/,) = 1п/ 1п 1п(£)... (1п1п ... 1п<)р, р > 1.В работе [5] получены оценки сверху на порядок роста прямоугольных частичных сумм кратных рядов Фурье-Хаара для функций из классов Орлича.Будем говорить, что неотрицательная функция Л/(/.), I > 1 удовлетворяет Д2- условию, если существуют постоянные к. 1$ > 1 такие, чтоМ(2/) < /г. М(2) при < > <о- (△з)Ниже через

<р : [1, +ос[—> [0, +оо[будем обозначать строго возрастающую, непрерывно дифференцируемую функцию такую, что ^>(1) = 0, причём <р(с*) выпукла и | ос при I | оо. Положим
В работе [5] доказано, что если

<р(<), е<ли £ > 1,О, если 0 < I < 1.
и : [1,-1-оо[—>]0,+оо[ возрастающая к бесконечности функция, удовлетворяющая Дз-условию и 

= О(^(еп)),
то для любой функции У Е Ь Ь)([О, I]2) соотношение5„։|,П|2(/,х) = о(и(тп;))выполняется почти всюду при —» оо.Примерами функций могут служить, например, следующие функции1п+(<), 1п+(1п+(0 + 1)« М1п(*)), (1п+(/.) + 1)^ - 1 « (1Г+ 0 < /3 < 1, « Т <»•Основными результатами работы являются следующие две теоремы.
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Теорема 1. Имеют место следующие утверждения :(А) Для любой функции / € Ь([0, I]2) и любого А > О

{* е (0,1р : «ир > А} < с [ Ш,
>П1 тг€П'< 111(2т^) у А

где с — абсолютная постоянная, причём
X) = О(1п(п^)) При Гт£> ֊֊> ОО.

(В) Пусть V : [1, +оо[—>]0, +оо[֊ возрастающая к бесконечности функция,удовлетвор щая Ао-условию и у(<) = о(1п(<)) при I —> ос. Тогда существует неотрицательная функция / € £([0,1]2) такая, что соотношение

выполняется почти всюду на [О, I]2 при тп% —> оо.
Теорема 2. Имеют место следующие утверждения :(А) Для любой функции / € £<£•(£)([(), I]2) и любого А > О

{г 6 (О, I)2 : аир г~7^—гг
гл ] п> 2 Е1Г\ 111\ -^4 )

$...,т։(|/|,х)> А} <с У՜ +

где с зависит только от <р. Более того, если у>(<) = о(1п/), I | оо, тс припочти всех х Е [О, I]2 имеем
При ТПо —> ос.

(В) Пусть ф(1) : [0,4-оо[—> [(),+ос[ - возрастающая функция такая, что 
ф(1) = о(11П), 1 ֊> оо и и : [1, +оо[—>]0, +оо[ - возрастающая к бесконечности функция, удовлетворяющая До-условию, причём ։/(<) = о(1п(£)/<£(<)), 
I —> ос. Тогда существует неотрицательная функция / Е ^0{Ь)([О, I]2) такая, что соотношение

8ПРт* —юо
ш 1 >» у 12 > X

выполняется почти всюду на [0, 1 2 при —> оо.Полученные оценки для порядка роста частичных сумм 5,ГП1ГПз(/, х) в некотором смысле окончательные.



60 Г. Лепсверидзе§2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯЧерез С обозначим множество веса двоично-иррациональных точек из [О, I]2. Для
х 6 С через О(х) обозначим семейство, содержащих точку всех двумерных 

чдвоичных интервалов I вида
(Ьл — 1 \ / Ан — 1 к'2 \ . -а—х-4------,7—) х —-------—), 1 < Л, < 2т'։ ^,7П,СГЧ, 1=1,2.Отец ’ От։ / \ 2т2 2^3 / — — ” 1 ’Положим £> = и 1)(г). Через 6(Е) будем обозначать диаметр ограниченного тесмножества Е. Для интервала I = («1,61) х («2,63) через т(1) обозначим ееменьшую сторону : ?п(7) = гтп {6, — а,}.Доказательства Теорем 1 и 2 опираются на следующие леммы.Лемма 1. Пусть I = {Д - система двоичных интервалов из Р таких, что Д С Л не выполняется ни для какой пары Д,// 6 Т. Тогда для любого у 6 и™=1Д имеем У֊ ХЦ (у) < .£Ип(2/т(Л)) ֊

• * «мм Ау(2/т(7,,))^1П(2/т(/*))Х,1'(у) ֊
Лемма 2. Пусть / 6 £([0, 1]?). Тогда

։т3епч 1п(2т1) /еД(г) р|Ь(2/т(/)) 7/
для всех х € С

П»1Т>1а(|/|! ®) 1 у—7 1
------- ;------ :------- -> — 11П1л(/։-,и ■—■---------------------։/(7711) к '€»(«•) |/| р(1/тп(/)) для всех I Е С,где к, — постоянная из условия Дз.Лемма 3. Пусть 7. г 6 1И, 7 > г и Я(7,г) = и7-ог/(г), где

И

Тогда |Я(7,г)| =Интервалы /(г) будем называть составляющими интервалами множества Н(7, г). Для произвольного п—мерного интервала I и числа о > 1 через а • I обозначим интервал с тем же центром симметрии что и /, а рёбрами в о-раз длиннее. Доказательство нижеследующей леммы можно найти в [3].
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Лемма 4. Для любого семейства (/тел) п-мерных интервалов в IRn и 
а. > 1 имеем игела/т < ап игел 1Г .Доказательство Леммы 1 : Докажем второе неравенство (первое доказывается аналогично). Обозначим через Z1 подсистему интервалов 1^1. для которых |(/)2| > 1(-^)1|» и пусть Z֊ = Z\Z1. Нс умаляя общности будем считать, что Z1 и 
Т2 непусты. Пусть {//։ ,..., }, (1 < 1у < тп) - те интервалы из I1, для которых/ 1Пх/> (1/) = L 1 = 1Аналогично, пусть .., Z2 } - те интервалы из Z2, для которых

h м = к
Допустим, что {&i,..., А:/, } такая перестановка набора ... ,1^}, что

1(^)21>...>1(Л<։)2|.Пользуясь структурой двоичных интервалов и вышеуказанным свойством интервалов Т получим, что при > 2
Ю21>...> 1(^/1 и 1(л11)11<--<кл\։)11-Следовательно, |(Д.։ )։| < + и так как // £ то тем более |(/*։ )2| < 2_/1 + 1.Имеем ш«с {т^}} = тах {|(Л,)2|} < |(/Д)2| < 2"'*+1.Аналогично получим, что

шах 0«(О < 2*'։+1-
Так как у>(е*) выпукла вверх и <р( 1) = 0, то функция не возрастает приА > 0 (см. [б], стр. 68). Следовательно, при / > 1 нс возрастает также и функция ^(А)/1п(<). Поэтомуу. Н2/т(Л)) , V- V -V՝ ■■ /.и.^1п(2/т(А))ХД<У) Е1п(2/т(Г4,))Х/г((у)

sp(2/m(7’)) , ь»>(2ь)^ln(2/m(Z-’t,))X/‘,l?/' ֊ ln(2՛.) lu(2<.) -log4(2'-) log4(2'«) -< 2у>(2,։) + 2$р(2/э) < 4у>(2^*֊1 < 4р (c£"=i v*(y)) .Лемма 1 доказана.
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Доказательство Леммы 2 : Как показано в [1], стр. 57, для любой пары (771!, т2) натуральных чисел таких, что т,- = 2*'՜ 4֊ 1 < < 2*', з,- £ ГМ, : = 1, 2 имеем

(1/1» = ± [ |/|, 
р| У/где I £ Р(г) и (7)1, ։ = 1,2 суть интервалы вида (д, 2՜*՛՜, (д,- 4֊ 1)2՜*՛՜) или же вида (д, 2՜*'՜1, (д, 4- 1) 2՜"՜1).Без ограничения общности предположим, что = т^. Тогда 31 > з2 и, следовательно, < 7п(1) < 2՜*1. Имеем

1 . 1
2^1 = 2’"1

Так как при £ > 1 функция д?(£)/1п(<) не возрастает, тоу?(2/т(/)) > у>(4т;) > у>(2?та;) > ^(2^1) 1п(2/т(/)) ~ 1п(2(2т;)) ~ 1п(2(2т;)) ~ 21п(2т;)՜Следовательно УМ; (, ,, , 1?(2/т(0) (1п(2гп;) ' - |/|1п(2/т(/)) ],
что завершает доказательство первой части Леммы 2. Для доказательства второй части предположим, что т'2 > 2£0, где /,0 > 0 - положительное число из условия Дэ. Тогда для соответствующего двоичного интервала I будем иметь 1/771(1) > /о- Так как и(1) возрастает, то из неравенства (/(т}) < 2/(2/тп(7)) < 
к, 1/(1/7п(/)) при т(1) < 1/<0 получаем®) > 1 Г . -| 1 11/(774) ֊ |7|И2/гп(/)) Л 1/1 - к |/|м( 1/тп(Л)
Отсюда непосредственно следует искомое неравенство. Лемма 2 доказана.
Доказательство Леммы 3 : следует прямым вычислением.
§3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ОСНОВНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВМы докажем Теорему 2; Теорему 1 можно доказать аналогично.Доказательство Теоремы 2 : Положим

£(/,А) = {хе[о,1]’: ^(2/^(7))/еом |/|1п(2/нц/)) /|/|>л},
у>(2/’МЛ) 

|/|1п(2/т(/))



Расходимость двойных рядов Фурье-Хаара ... 63В силу Леммы 3 для доказательства пункта (А) достаточно показать, что для любого А > 0 имеем
J Л х \ л / /где с зависит лишь от р. Доказательство этого неравенства следует из доказательства Теоремы 2 работы [5], поэтому мы приводим его с минимальными подробностями.Будем считать, что система I состоит из конечного числа интервалов таких, что Д С // не выполняется ни для какой пары Д,Д Е Т. В силу результата А. Кордоба и Р. Феффермана [7] о экспоненциальной интегрируемости характеристических функций интервалов (см. также Р. Багби [8]), существует подсистема 

{Ц- С Т и положительные числа р, (/ такие, что[ е«ЕГ.,■«'.։»> <1у < || М ■/и"* ак = I

И I 1\ < р| иГ=1 А1-Рассмотрим функцию У»(/) = 9?(с‘), /• 6 [0, +оо[. Так как производная не возрастает (см. [6], стр. 67), то без ограничения общности можно считать, что 
т1/(1) < 1, I > 0. Пользуясь неравенством (см. Лемму 2, [5])и <«’*■■<'>-1 + с(в)(1 + *,+(/)),
которое справедливо для любых действительных чисел / > О, < > О, 0 < А < 1 ипостоянной с(0), зависящей только от 6, получаем 10^=։ ^-1

< ||иг=1л| + 4ф) / т(1 + *’+(^))-Отсюда следует|Е(/,А)| = |и/ет Л < 2р|О™=1 Л1 < с I
где с = с(р, д) постоянная. С помощью стандартной техники из полученного неравенства легко можно вывести соответствующее предельное соотношение. Утверждение (А) доказано.
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Доказательство утверждения (В) : Разобьем доказательство на несколько этапов.1. В силу Леммы 2, для доказательства (В) достаточно построить неотрицательную функцию / € £</>(Т)([0,1]2), для которой соотношение

Нш/€О(») -----у— / / = 4-00

выполняется почти всюду на С. Будем считать, что »/(/) | оо при I —> оо и
р(^) = £(<)1ойз(<)/^(/), (£■(<)-> 0, Пос).

Рассмотрим последовательность натуральных чисел (7т)ж=1’ удовлетворяющую следующему условию :
е։/2(27") < 2—֊, 21- > > 242’“,т=1,2........... (1)у ф(2 ’•-+1)Предположим, что (£1/2(2'п )71)/<^(2՜1'*) >4и</>(2‘,։) > 1. Определим натуральныечисла гт„ по формулам С 1/2(27՞* )7т 

ф(21п՝)
т = 1,2,...

и положим и Д|ц — ЛГ(7»п » Т’ш ) •Так как 7т/гш -> ос, то можем считать, что 7„, > г։п, тп = 1,2,.... С помощьюЛеммы 3 для |ф„։| = 2՜27"՛ получаем|НП>| = 1 (7т-гж)2^-г"»|Сп,| _2^М(2^)|3„։| 2 2^(2^)К?т|_ 11об2(2^/2г~) 1 1о8з(2^^(2^)/7т)2 2г” ф(21") > 2 2г-<^(2՜'-) >> 1 1062(2^"</>(27’")/7ж) 1 1ой,(2^/2) 1 12 б1/2(27.„)7։п > 2 е1/2(2^)7га > 4 £1Г-(2^)‘Для каждого т выберем натуральное число яп, так, что
1 < лт |Нж | < 2, т = 1,2..........г •

(2)

(3)
Очевидно ят |Д^>»։| — 4-ос, и в силу леммы Кальдерона (см. [9]) существуют последовательность точек (яж)дД1։ т = 1,2,... единичного куба и множество 
Н С [0,1)" полной меры такое, что

! и*ст...я;,,



Расходимость двойных рядов Фурье-Хаара ... 65где = Нш 4- и Т,„ = {1,2,,.., я,,,}. Рассмотрим интервалы
-т(<') ~ Лп(^) + ®т> т Qm + Тт, А Е Тт, 4 — 0,7т ~ гт-

2. Положим /(х) = вир шах 27"‘ Хд*п1 (х), х € [0,1]2.П1>1Покажем, что функция / принадлежит классу Орлича Ьф(Ь). Из (2) и (3) получаем

3. Пусть 6 - фиксированное положительное число и 6 < 1/2. Рассмотрим квадрат Я(5) = [б, 1 — б] х [6,1 — д]. Так как 6(Н*п) < 21՜’՜™ и гп։ | оо, то существует натуральное число Мб € ПЧ такое, что <5(Н[*н) < &/А при т > Мб, к 6 Тт. Положим Т,п(6) = {к : к € Тш, Я,* П Щ6) 7 0) при т *> Мб- Ясно, что |Я(<У)| = |СЧ<5)Ь где Н(6) = П“ л/. и~=, и4ет„(<|Я‘.4, Для каждого составляющего интервала /*4(г.), т > Мб, к £ Тт(6), с = 0,7т — Тт построим другой двоичный интервал •/*(*), который обладает следующим свойством :
(4)

Рассмотрим сдвинутый интервал /,*,(/•) = (а1Л1) х (аз,&з). Для к € Тт(6) имеем 30 < -6 < 6 — 6(Н^н) < а, < 1 - 6. Предположим, что Ь, — а, = 2՜'"', з, € ГЧ,«I > гт и ^7^ <“<<577. 1<Я.<2'֊, 4€1К, « = Г2.
Так как Ь, < а, 4-2՜*' < (</4 4֊ 1)/2՜՝', то

(я.-» Ь. ) С
((1,-1 Л, <^1 4֊ Ц . _I ’ 2*; / и \2«- ’ 2Л< )' ' ~

Заметим, что интервалы, стоящие в правой части, являются двоичными интервалами, т.е, ((с2, - 1)/2*՛՜, г/,72’') € Д и (гА/З"', (</, 4֊ 1)/2’') € Д- Действительно
(1,4֊ 1 4-1 2 6 6•— — ---------4՜ ------- < 4՜ тг 1 — о 4" ~ 12’» 2*> 2Г"՛ - 2 - 2
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Значит г/, < 2*'' - 1, I = 1,2 и, очевидно, интервал (^,/2''', (1,/(2՝4 4- 1)) является двоичным.Рассмотрим четыре двоичных интервала :

т/ = 1, 4,
где а, принимает значения 0 или 1. Ясно, что (с) С и?,=1Д/- Так как функция / неотрицательна, то

2*Тт 2^,пОтсюда следует, что для некоторого интервала 1 < т/ < 4 имеем
2Г-

Интервал, удовлетворяющий этому условию обозначим через 7^ (а). Заметим, что его мера совпадает с мерой интервала /„,(<-), т.е. равна 2՜*1 х 2՜°. Следовательно
14(01 = |4(01, т(4(0) = ™(4(0)- (5)

5. Рассмотрим множества " 'Ам(л)» 7/1 > €.Т։м(£) и покажем,что |Ь(<5)| = |Я(д՝)|, где к(8) = П^л/# и^=// и*.етт(^т- Вместе с каждым составляющим интервалом ./,*(/•) множества /а*, рассмотрим интервал имеющий тот же центр симметрии, но в два раза меньшие рёбра чем Заметим, что
/*,(,) с 6 • 7;/՜(а), 7п>м4, ьетгп(6), а = о,7,п -тт. (С)

Рассмотрим множества
Л™‘ = иёо՜’՝"՛4'(0, гп >м>, 1с е

а также множества Т^‘и(6), где тп > ги^ > М& суть натуральные : Т”‘о°(5) =Тто(6), а при тп > ггц)

7™ (6) = {к 6 Т,„(6): С [0.1р\и:.-=т0 ик.етш,(<1
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Ясно, что при фиксированном т0 множества яирд.€Тт (<5) т = то, то + 1,... взаимно не пересекаются. Так как для любого т множества содержатся в единичном квадрате, получаем

ОО (б) \*!‘1 < !• т
?H = r/lQ

Из (6) вытекает Uker™o(S)Hm С Ufc6T”‘r(^) C?=o՜ Гт с ’ в силу Леммы 3получаем

Следовательно, |£(£)| = 0, где 2 = У™0=м>2то (д') и 2то(6) - П^П1о и~=р и*ет" (^)Я*։. Для того, чтобы показать, что |/1(<5)| = |С7(<£)|, достаточно проверить включение Я(<5) \2(6) С Ц6). С этой целью, зафиксируем точку х 6 Н(6) \ 
2(6) и покажем, что для всех то € 1Г\ и то > .% имеем х С и^=П1о С*€Тт(*) ^т- Из включения х С Н(6) следует, что

хея^., ^СТ,„5(д), т;>^, 7 = 1,2........... (8)
Кроме того, из х 6 [О, I]2 \ 2(6) следует, что для любого натурального то > 
х € [0,1]п \ 2п,0(д) имеем

X 6 [О, I]2 \ П“ и~=у
Следовательно, существует номер т(х), тп(х) > то такой, что х С [0,1]п \Um = т(х)°° U;.eT™ (d) Я*ж. Отсюда и из (8) следует, что существуют натураль-•ные числа m, k и т > т(х) такие, что х 6 Я,-,, k € T’m(j) \ ^.’п0(^)՛ Но тогда из определения множеств (<5) следует

^‘rif П (и»н = т0 Ол-етт(б)
Следовательно, П К’։^ И для некоторой пары т', А:', при то < т1 < т — 1, 6 Тт<(£). Более того, для некоторого составляющего интервала 0 <4 S 7m' — Гщ՛ имеем nJ,Tt 0. (9)
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Очевидно 1 12 2^'’ (10)
Используя (б), получаем

с и71ч0-гл с • -Г*(‘) = 3 ■ 4Ю-

Следовательно, л£ия£, си7^о֊г*։-Л-»М-
Отсюда следует 0Л(Л^ия!) < 4(и?‘0-г* 3 • л («)) = 3<ф4) = < 2^.
Учитывая (1) и гт Е1/2(27т )7т у 

ф(2^) ь получим
Г 7 С I ДО^-н) 1сН,ь) < 2?^7 < у г1/2(2^п.'+>)(7т,+1) < 42^-'*

Из (9) и (10) вытекает 6(к^ О Н^) < 1/2 • (118Ь(^',(/), 7^'(/.')) и
^ия1с4'.(И)с^.

* * 9Поэтому х е и С С иш>„։о Оьет,п /‘т что и требовалось доказать.6. Пусть х £ К{6). Тогда х € (7^,; (/•»))~=1 Для некоторой последовательности 
(тт^.кп,>.п), 1 < кп < зт„, 0 < ц. < 7т,. ֊ гт„- Обозначая эти интервалы через,/п, из (4) находим1 17П Е1/2(27гПг> )7т„4 0(27гп")Вспоминая включение (^,"г։ С ^тпп(/)’ с СИЛУ ($) получим, что тп(./п) — "О) >2՜^" и

|Лк(1/т(Л)) 1 Е1/2(27"'")7т,./^(27-՞)4 е(2*'՛՞- )7.п„/<М27т") = е 1/Г2 (2‘1'т") | оо.
Для завершения доказательства утверждения (В) остаётся заметить, что 6(7П) —й^Лп"п(4п)) < 2-Гт»+1 | 0. п | оо и |М<5)| | 1 при д' | 0. Теорема 2 доказана.
§4, ЗАМЕЧАНИЯНегативные части (утверждения (В)) Теорем 1 и 2 можно усиливать. Для формулировки соответствующего результата дадим определение (см. [10], стр. 20) : непрерывная вогнутая функция М(1), < > 0 называется /У-функцией, если 1)гп<_4о Л/(/)/< = 0 и Гпп(-»с<» = +эо. В частности, утверждение (В)Теоремы 2 можно обобщить следующим образом.



Расходимость двойных рядов Фурье-Хаара ... 69Пусть t$(t) : [0,+оо[—> [0,+оо[ является TV-функцией, удовлетворяющей △2-условию и ф(1) = o(lnt), t —> оо. Далее допустим, что и : [1,+оо[—> ]0,4-оо[ — возрастающая к бесконечности функция, удовлетворяющая △з-условию и i/(i) = o(ln(t)/^(t)), t —> оо. Множество функций f Е L<£(L)([0,1]2), для которых соотношение
Ihnsup 
mJ —юс

Hi| 7П2 (Л $)

выполняется почти всюду на [О, I]2 при т2 —> оо, образует множество второй категории в пространстве Орлича Ьф(Ь)((0,1)2).Доказательство опирается на следующую лемму.
Лемма 5. В пространстве Орлича £</»(£)([0,1_2) существует такая неотрицательная функция /, что для каждого натурального Аг найдётся множество £(.№) С С и положительное число а = а(/>1) такие, что1) |£(АГ)| > 1-1/ЛГ,2) для каждой точки х Е Е(1У) существует такой двоичный интервал I Е Д(х), что 6(1) < 1/АГ, |/ > а и1 |/| у(1/т(1))Доказательство Леммы 5 аналогично доказательству Тсоремк 2 (В) и поэтому опускается.Обозначим через М множество всех функций / из пространства Орлича Ьф(Ь), для которых соотношение

11ГПг€о(г) —-ут- / / -

выполняется почти всюду на С.Легко видеть, что П~_хМ(т, 1/т, 1/т) С ЛГ, где
М(тп, 1/гп, 1/т) = {/ € Ьф(Ь)([0У I]2) : |©(/« т, V771)I <

Э(/, т, 1/т) = {т Е G : for allZ Е Е(х), 6(1) < 1/т,
|Z|Hl/m(I))AВ силу Леммы 2 достаточно показать, что М образует множество второй категории в пространстве £ф(Ь). С этой целью мы покажем, что множества 

Ьф(Ь) \ м(?п, 1/ш, 1/тл) нигде не плотны в Ьф(Б). Для этого, в свою очередь, 
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достаточно показать, что для любых фиксированных т € ИМ, Е > 0 и для любой функции Г Е ЬФ(Ь) \ М(т, 1/т, 1/т) существует функция /' Е Ьф(Ь) и число 
6 = 6(Е,е) такие, что В(/'.6) С В(Е,е) П М(т, 1/т, 1/т), где В(/'.£) и В(Г, е) обозначают шары в пространстве Ьф(Ь)с центрами в /' и Е и радиусами 6 и Е, соответственно.Так как ф(1) удовлетворяет Дэ-условию, то множество {д ՛. д Е Ь™} всюду плотно в пространстве Орлича Ьф(Ь) (см. [10]. стр. 98). Следовательно, множество {/ -р д ; д Е £°°}, где / - функция из Леммы 4, также всюду плотно в Ьф(Ь). Тогда существует функция д Е Ь°° такая, что ЦТ*՝ — (/ + д)I1ьф(£) < ^/2- ПустьTV Е IN и W > 2т + 1Ы1~ , 1 

р(1) И1)’Обозначим через Ф(/.) функцию, дополнительную к t и пусть с — ||Х[о,1]а1|ф՛Далее пусть а =■ a(N) - постоянная из Леммы 5 и 6 = min(a/c, е/2). Ясно, что
B(f + д.а) С B(F, е) и остаётся показать, что В(/ 4֊ <у, 5) С М (т, 1/т, 1/т).Пусть E(N) - множество из Леммы 3. В силу неравенства |2?(./V)| > 1 — 1/N 1 — 1/m достаточно показать, что для любой функции h. Е Еф(Ь), ||/i||l^>(L) < <5 идля любой точки х Е Е(№) найдётся такой интервал I Е О(х), что 6(1) < 1/т и _^¥/(/+,+л)>т.
Действительно, в силу Леммы 5 для любой точки х £ Е(№) найдётся такойинтервал I Е В(х), что 5(7) < 1/№ < 1/т, |7| > а и 

________ 1________  [ ф > ^

Следовательно, для любой функции К Е ЬФ(Ь), [|М1дф(£) < д имеем _______1__ /(/ + „ + /.) =________ 1________ь__1к!кг_________________!_______!!%
Используя неравенство Гёльдера (см. [10]), имеем

IPdli < |1М1ьф(Ь) < с11^11ьф(Ь) <откуда получаем|1| 1/(1/т(Л) /,(/ " 'J + ֊ N " Т(ТГ “ Й1) -”*• 
Доказательство завершено.
ABSTRACT. The paper considers a question concerning divergence of the double Fourier-Haar series of functions from Orlicz class L <p(L)- Sharp upper bounds for the growth of rectangular partial sums of these series are obtained.
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