
О ЕДИНСТВЕННОСТИ ГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ
Г. Г. Геворкян
Известия Национальной Академии Наук Армении. Математика, том 36, К5 6, 2001
Рассматриваются гармонические в единичном круге В функции Г(£), £ € В, удовлетворяющие условию НпнпГд-юо А • д{т? € дВ : ту) > А) =О, где М^Е, т?) - нетангенциалъная гармоническая функция функции Е. Доказано, что такие функции можно восстановить через радиальные предельные значения при помощи некоторого обобщения А-интеграла.

В теории гармонических функций хорошо известен следующий результат (см., например, [1]). Пусть D - односвязная область в IR2, и сё граница dD - спрямляемая жордановая кривая. Тогда для любой непрерывной на dD функции 
/(*?), V G dD существует единственная гармоническая в D функция Е(<$), которая непрерывна на замыкании D и F(i/) = /(г/), т/ € dD. Кроме того, для каждой такой области D существует функция Ep(Crj)- £ G D, г/ € dD такая, что

F(() = [ fMKD(i.y)<ls, f€Z>, (1)
JODгде ds - элемент длины на dD.В частности, если D - круг радиуса R с центром в начале координат, то Кр(£, 7?) совпадает с ядром Пуассона 1 R2 - г2

Рп(«, Ч) = 5֊S • Ъ-2 -,Ъ------- й> 7Г7 2' <2>2я R R~ — 2/?7cos(0 - t) 4- г-где £ = (г cos 0,7-sin 0), 77 = (Л cosi, Л sin/.). В случае, когда R = 1, будем писать Рл«,ч) = р(с>-/).Известно (см., например, [2]), что ядро Лр(4,7/) удовлетворяет условиям :
/ Ко (£, 77) ds = 1 для любого ( € D,

JdD (3)Кр(£,77) > 0 для любых ч € D и т) G dD.



О единственности гармонических функций 27Для заданной функции /, определённой в круге радиуса R и для числа 0 < а < 1, нетангенциальная максимальная функция 71^(7, т?) функции / определяется как (см. [3])
= sup ;/(^)|, |т/| = п. 

<€П,(Ч)где ИДт?) - область, ограниченная двумя касательными, проведенными из точки 
9

т) к окружности |z| = a R и максимальной дугой этий окружности, заключенных между точками касания. При а = 0 область Q^(r/) вырождается в радиус круга. В этом случае максимальная функция называется радиальной, и
Л^о(/,Л)= «up Н| = Д.

Для чисел А и А > 0 положим
Иа = { А.

О,
еслиесли |А|<А, |Л| > А.Напомним, что //-измеримая функция f называется А֊интегрируемой, если

1/{V : !/(’?)I > М = о(МА) ПРИ +ос
и существует предел 1ш1 (х йь. Этот предел называется А-интегралом А—►Ч-оо ‘ лфункции / и обозначается через (А) / /В дальнейшем будем использовать следующие обозначения : р - мера Лебега;через С, С1, Са,... обозначим постоянные, зависящие от соответствующих параметров, через Ес обозначим дополнение множества Е относительно единичной окружности. В [4] А. Б. Александровым была доказана следующая теорема.Теорема А1. Если радиальная максимальная функция гармонической в единичном круге функции Д(ч) удовлетворяет условию

lim А /х{т; : A/q(F, 7?) > А} = ОА—>4-оои lirn F(rrj) = f(y) почти всюду на единичной окружное гч 1 — О
(4)

ти. то длялюбого i^| < 1
1 Эту теорему можно переформулировать следующим

ds.образом :



28 Г. Г. ГеворкянТеорема А2. Пусть тригонометрический ряд
(5)

суммируется методом Абеля к некоторой функции /(х) почти всюдуна [0. 2тг], и пусть мажоранта Абеля

удовлетворяет условию
Кт

А—>4֊ оо
А • 6 [0, 2тг] : А’(х) > А) = 0.

Тогда для коэффициентов ряда (5) имеем
р2к7Г ип = К1П / [/(г) СО8Пх]дс/х,

А-*ос Л
(7)

= 11П1 / [/(х)
А ֊♦ ос ,/ 0

8111 Пх]д С/Х. (8)

Будем говорить, что ряд (5) суммируется методом Римана к числу 5 в точке хо,
если

Функция
5*(х) = вир л >о нназывасгтся мажорантой Римана ряда (5).В [5] доказана следующая теорема.Теорема Г1. Если ряд (5) суммируем почти всюду методом Римана и

1шГш(А • /1{х 6 [0, 2тг] : 5՜ (ж) > А} = О,

то все коэффициенты этого ряда равны нулю.Следующая теорема была доказана в [0].



О единственности гармонических функций 29Теорема Г2. Если для некоторой последовательности Ад. f -|֊оо выполняется lim inf Ад. • /i.{z 6 [0,2тг] : S* (х) > Ад.} = О 
к —►Ч-оои ряд (5) почти всюду суммируем методом Римана к функции /(х), то1 Г2г

ап = — Нт / [/(ят) сояпх]д4б/х,7Г k-+<x>J01 /'2’Г • !
bu = — lim / [/(х) sin пх]дй dx.7Т fe-»3C Jq

(9)
(Ю)Многомерные аналоги теорем Г1 и Г2 доказаны в работах [7], [8]. В работе ]9] высказана гипотеза, что если вместо условия (С) потребовать выполнение более слабого условия

lim inf Ад. • ц{х Е [0,2т] : Л'(х) > Ад} = О, А—> + оото имеют место формулы (9), (10) восстановления коэффициентов ряда (5).Отметим, что метод Александрова не даёт ответа на гипотезу. Гипотеза всё ещё ждёт ответа, однако имеет место следующее утверждение.Теорема 1. Пусть для гармонической в единичном круге В функцииЕ(£), 141 < 1 существует последовательность Ад | + эс такая, что длянекоторого <т > О Нт Ад • /i{t) Е OB : M&(F, г/) > Ад ) = О Аг —► оо (11)
и Нт Г(г т?) = /(77) почти всюду на дВ. (12)г—>1 — 0Тогда для всех £ Е В имеет место (формула восстановления)Г(^) = Нт [ [/(т/)]а„ Р(£,Л) Лз. (13)

А-4ооВ частности, если Нт F(r•л) = 0 почти всюду на ОВ, то -^(ч) = 0. Г-41-0Теорему 1 можно переформулировать в терминах тригонометрических рядов.
СОТеорема 2. Пусть суммы Абеля Л(г, х) = ао/2 + 52 (а» соз пх + Ьп 8шпх)гл и = 1ряда (5) при г —> 1 — О для почти всех х сходится к /(х). Если длянекоторой последовательности Ад- 7 +оо выполняется

lim Ад ■ /1{т/ € дВ : > Ад } — О,
А—* со

(14)



30 Г. Г. Геворкянто имеют место формулы (9) и (10). В частности, если функция / интегрируема по Лебегу, то
I лЗя » | /-2тг

ап = — / /(х) соаптс/х, 6„ = — / /(х) в'тпх(1х.
./о п уоПрежде, чем доказать Теорему 1. сделаем некоторые замечания, и получим следствия из этой теоремы.Замечание 1. Очевидно, что для любой функции / имеет место неравенство Л4о(/, у) < М0(/,т}), и, вообще говоря, нс верно обратное неравенство. Однако, если У - гармоническая функция и Мо(/, •) € Р > 0, то Л/<г(/, •) € и II(/՝')Пр < Ср • ||М0(/,-)||р (см. [10], стр. 170). Нам нс известно, будет ли выполняться (11), если Г гармоническая функция и 1ппш(А • : Мо(/, Г)) >

А->ос •А} = 0.Замечание 2 (см. [3], стр. 516 и [11], стр. 51). Если Г ֊ гармоническое продолжение в В интегрируемой на дВ функции /, то
ЛЛ(Г,7/)<М(/Л), (15)

где М(/, у) - максимальная функция Харди-Литтлвуда функции /. Известнотакже, что для интегрируемой функции / имеет место
р{т1 € дВ : М(/, т/) > А) = о при А +оо. (16)

Следовательно, классы тригонометрических рядов, удовлетворяющих условиям Теорем А2 или Теоремы 2 содержат в себе класс рядов Фурье. Поэтому из Теоремы 2 вытекает следующее утверждение.Теорема 3. Ряд (5) является рядом Фурье некоторой интегрируемой функции / тогда и только тогда, когда ряд (5) почти֊ всюду методом Абеля суммируется к функции / и выполняется (14).Замечание 3. Ниже мы построим пример тригонометрического ряда гармонической функции, которая удовлетворяет условию (11), но не удовлетворяет условию (6), и формулы (7) и (8) не восстанавливают коэффициенты ряда (5). Таким образом, классы тригонометрических рядов, удовлетворяющих условиям Теоремы А2 или Теоремы 2, содержат в себе ряды Фурье, однако эти классы не содержатся один в другом.



О единственности гармонических функций 31Замечание 4. Из условия (14) следует, что почти всюду существует предел рт (см. [12], стр. 297). В Теореме 1 условие (12) дано лишь для указания <€Л,(ч) предельной функции /.Замечание 5. Легко проверить, что для ненулевой функции Р(£) = £ = (г, ?) 6 В выполненоНт вир А • /ф е дВ : М„(Р, т/) > А] < ос А—юои Ип! Г(г7?) = 0, у Ф (0,1). Следовательно, условие (14) необходимо, чтобы Г-4 1֊0имела место формула восстановления (13).В нижеследующей лемме П является криволинейным прямоугольником П ={(г, в): Я(1 - а) < г < R, |0 - 0О| < 0), тЛх{а,0] < ֊. 
£Лемма 1. Пусть область 2? со спрямляемой границей дВ лежит в кругерадиуса Л, 1/2 < 7? < 1. Тогда для любого £ Е В имеемГ г, „ тпах{а,/Я/ (17)7адпп 7£ ~ К1Доказательство : Не умаляя общности можем считать, что #о = 0. Обозначим 7 = тах{а,/3) и рассмотрим функцию

Р(г.0) = ___________(Л+ 7)2 ֊ т2___________
(R + 7)2 ֊ 2г(Л + 7) сое 3 + г2 ‘Ясно, что функция Г (г, в) совпадает с ядром Пуассона /’я+-г(ч,^) при г/ — 

(R 4-7,0). Следовательно, функция Г(г, в) гармонична, неотрицательна в круге радиуса R + 7. Кроме того, Г(г, 2) непрерывна в В. Пусть (г, Я) 6 П. Тогда, учитывая, что 7?(1 — 7) < т < R и |0| < 7, получаем(7? 4֊7 ~ г)(Т?4-7 4- г)(7? 4-7 _ 7՜)2 + 4г(7?-|-7) зш2 2/2
47 С> (7? + 1)272 + 4Л(Л+ 1)вш27/2 > 7 'Полагая £ = (г, 2), имеем

R2-г2 27? _ 27?
< (R- г)2 < R- г ~ R- И|‘

(18)
(19)Так как функции Р и 7<р(£,-) положительны на дВ՝ то из (18) и (19) получаем-Д- > ЖО = / ^(ч) Кв («, ч) л., >

И - К1 1оо> [ ^(т/) 7Сд«, 7/) с(л > — ( KD{^т)}ds.
}дйг\П У -1оог\ПНаконец, из (20) вытекает (17). Лемма 1 доказана.

(20)



32 Г. Г. ГеворкянДоказательство Теоремы 1 : Пусть £ - произвольная точка из В и £ > 0.Выберем такое к, чтобы
А» -/.{чё дВ : > А1) < е(1 - |«|). (21)

Поскольку Нт Г(гт?) = /(т/), то можно выбрать множество Ек и число г0 < 1 г—>1 — 0такие, что Ек является объединением конечного или счетного числа открытых дуг окружности дВ< причём 1 - |ч1г0 1 > (1 ~ 1£|)/2
ЛММ/) < А а- если г/ £ Еку (22)

ц(Ек} < 2,.{ч е дВ : М^Р,т1) > Аь },|е(гп)-/(ч)|<е «ли т)^Ек и г0 < г < 1,|Р(г 1ч) — Р'(«)|<£ если го < г < 1.
(23)(24)(25)Из (2) и (21)-(23) получаем

' 1/«ле,11)л- №) р<4. Ч) 4»
дВ Уе*

' (/(ч)]а.Р(6ч)^-
дВ

<1е < Ад. ■ р(Ек) шах Р(£,т/) < < 2£.
(26)

Пусть
Положим

/(Г/),0, если г) дЕк если т/ € дЕк-

*(()=[ »>(ч)Р«.ч)^-
Уов

(27)
(28)

=

Поскольку |<р(т/)| < А/., т/ € дВ. то (см. [3])
|ф(«)1<Аь «ев. (29)Нгн Ф(г7/) = у?(г/) почти всюду на дВ. г-+ 1 —ОСледовательно, существуют множество Е С ОВ и число £ (го, 1) такие, что

Е— гдс/„։ открытые непсресекающиеся дуги окружности дВ,

(30)
ц Е < 2ц Ек, Ек С Е, (31)|Ф(гг/) - у>(7?)| < £, т/^Е, Т1<г<1. (32)



О единственности гармонических функций 33Для г > Г1 рассмотрим гармоническую функцию
*(() = Ф(гС)-Г(гС), (33)

Из (24), (31) и (32) имеем
|Ф(г?)| < 2е, если г) (£ Е. (34)

Из (29) следует, что ЛМ^л) < 2АЬ если г) £ Е. (35)Построим область Д следующим образом. Для каждого т из концов дуги /т (см. (30)) проведём те касательные к окружности радиуса а, которые пересекаются. Из круга отбросим область, ограниченную этими касательными и дугой 1т. Полученную область обозначим через Д. Она имеет спрямляемую границу £. Через Ьт обозначим ту часть контура Ь, которая лежит в секторе с дугой 1т. Очевидно, что лежит в криволинейном прямоугольнике
Тогда, в силу Леммы 1. имеем

[ Ко (С, ч) л, < - 
11 а

14.. I
։ ֊ 1С1'

(36)
Из (35) следует, что ;Ф((?)| < 2Ад- при ; € Поэтому, последовательноприменяя (34), (3). (30), (30), (31). (23), (22) и (21), получим

т
Ф(։;)Я-£,(г-1{.г/)</«

т

т
< ~ + <г(1 - |г- 41) А* ՛ /'<£) < С՞'е՛

Следовательно (см. (33), (27) и (28)) |Д(ч)->/'ав[/(^))д1( /’(Ст?) Отсюда,с учётом (26), получим |Д(^) — /01}[/(г/)]д* Р(£> ^) < СЕ. Теорема 1 доказана.Теперь построим ряд, представляющий гармоническую в единичном круге функцию Д(^), которая удовлетворяет условиям Теоремы 1, но не удовлетворяет условиям Теоремы А1, и граничные значения которой не интегрируемы в смысле Л интегралов. Докажем следующее утверждение.



34 Г. Г. ГеворкянЛемма 2. Для любых к € (0:0,01) и £ > 0 существует функция /(£), определённая на периодическом отрезке [—я. я] такая, что
/(/) = 0, если |t| > Л, (37)|/(/)| = i если |/.| < Л, (38)

пAf0,5(^e։<) < £, если |t| > 4Л, (39)где F - гармоническое продолжение функции /, т.е.1 Г” 1 - г2
?№) = ֊ № - 1 dt' <40)2я J_п 1 — 2г cost. + г-|Р(г,0)| < £, если г < 1 — 4h. (41)Доказательство : Нетрудно видеть, что если построить функцию /, удовлетворяющую условиям (37). (38), и для которой |К(г, 0)| < £ вне криволинейногопрямоугольника Щ = {(г,Й): |в| < 2/., 1-2Л <г < 1}, (42)то функция f будет удовлетворять условиям (37) — (41).Отрезок [—Я. К] разделим на 21: равные части △tm = [—h+h(m— 1 )/fc; —h+hrn/k), 

m = 1,2..... 2fc. и рассмотрим функцию(_l)’'*֊i//l. если t G △in,,(I, если t £ [—h, h).
A(0 = {

Через Гд (г, 0) обозначим гармоническое продолжение функции Д, а через
Очевидно, что 4-1>(<) = 0 ПРИ (43)о </д֊1,(<) < т при <6 [-я, я]. (44)Учитывая, что при фиксированном г функция Рг(<) = (1 - г2)/(1 — 2гсое< + г2) убывает на [0, я] и возрастает на [—я,0], получаем

1 /*0 ч
+ ^] ,ПГ"[в +1)>1Р,щ + — ] /р1|(0 + = Л(Ч + Ш + Л(*)-(45)



О единственности гармонических функций 35Из (44) следует, чти при любых г и 8 имеет место следующая оценка
1Л(*)1 < |.

гС
(46)

Пусть |0| > 2А и 1 — 2Я < г < 1. Тогда учитывая (43), монотонность функцииРг(<) и теорему о среднем значении для интегралов, для /з(&) получим
Г"

/г к (1 - г)2 4- 4г зш2 А./2 1 8А. 
к ' X2 (47)_ _8_

“ кк'В случае 0 < г < 1 — 2 А имеем
|72(Л:)1 < 7 ^(0) = ֊ кК' (48)

Из (47) и (48) следует 8
кк՝

если (49)
Аналогично получим
Из (45), (46), (49) и

1Ь(М1 < Л.
А./1(50) следует.

если (г, 0)£Щ.
что I Рк (г, 0)| < 18/(ЛА:) для (г, 0)

(50)
£ ПА.Для завершения доказательства остаётся выбрать к настолько большим, чтобы 18/(кк) < е. Лемма 2 доказана.

I л —Перейдём к построению примера. Согласно Лемме 2 для €п = пп = 2 " , I п = 1,2,... существуют функции /„(/) и их гармонические продолжения 7'п(£)такие, что если (51)|Л(*)| = 22\ «ели (52)
VI > (53)

н, если г < 1 - 4/гп. (54)
п э„, если

Из (51) и (52) получаем, что
Л7о,5(Л..с") <22 для всех 4 (55)

И А^о1о(7г»в» е’՜*) = 22", когда |/| < Ап- (56)



36 Г. Г. ГеворкянИз (54) следует, что ряд Г„(£ •е’՜՜") равномерно сходится внутри единичного круга. Следовательно, функция Р(£) = Г,։(£ • е’2 ) является гармонической внутри единичного круга. Ясно, что
0ОВт F(re“) = У /,.(< + 2-‘) г —>1-0 £'п = 1

почти всюду на
Из неравенства AfOf5(F,T/) < MOi5(FH,t/) и из (55) получаем

ОО{Т)ё дВ : M0,։(F,i)) > 22*+1) С (r/G дВ : У M0,s{Fn^) > 22‘+1) Сii=A: 4* 1
20

с и {чедв-.м0Л(Р...ч)>2г+')- 
n=i+l

(57)
Из (53) и (57) имеем

ц{т) £ дВ : Мо.5(Г, г?) > 2՜ п <8-2
Следовательно, если положить Ад. = 2՜ х1, то получим Птд.-^оАд. • /1{т/ Е дВ : Мо,5(^,7/) > Ад } = 0, т.е. функция Р удовлетворяет условиям Теоремы 1. С другой стороны, из (52) имеем

Нч 6 дВ : M0(F,.,r)) > 22՞՜1} > ,,{t: )/„(*)! = 22՜) = 2֊2՜. (58)
Отсюда вытекает, что

fi{riEOB-. M0(FyT,) > X} / о

т.е. функция Г не удовлетворяет условиям Теоремы А1. Из (58) следует также, что функция /, которая является граничным значением для Г не является А- интегрируемой. Поэтому функцию Г невозможно восстановить применением А- интеграла.
ABS I RACT. The paper considers harmonic in the unit disk B functions F(£), £ € B, satisfying the condition liininfA-^» A -/x{r/ £ dB : t/) > A) =0, where M„(F,rj) is the non֊tangentiai maximal function associated with 
F. Such functions can be restored by radial limiting values by means of certain generalization of A-integrals.
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