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Пусть В1 - класс гармонических функций и(х) в верхней комплекс
ной полуплоскости, удовлетворяющих условию |и(2)| < Мехр 7 < 1, 
1т г > у0 > 0, где М — постоянная, зависящая от т/о- В работе рас

сматривается задача Дирихле в В] в следующей постановке : найти 
действительнозначную гармоническую функцию и(х,у) € Вп удовле
творяющую граничному условию Нт ||и(т, у) - /(х)|| £1, > = 0, где р(х) - 

весовая функция из некоторого класса, а /(х) Е Ь1(р) —‘действительно- 
значная функция. Для любой функции /(г) € £*(/>) задача разрешима 
и все решения соответствующей однородной задачи определяются в 
явном виде.

§1. ВВЕДЕНИЕ

Пусть В1 — класс гармонических функций и(ж) в верхней полуплоскости (7+ =

{г : 1т г > ()}, удовлетворяющих условию

|и(г)| < Мехр 7 < 1. 1т г > т/о > О,

где М - постоянная, зависящая, вообще говоря, от уо. Рассмотрим задачу Дирих

ле в В1 в следующей постановке : найти действительнозначную гармоническую 

функцию и(х,у) Е В1, удовлетворяющую граничному условию

Пт ||ц(т,у) ֊ /(^)11д.(р) = О, У-* 4-0 (1)

где

- весовая функция такая, что п*, к = 0,1,...,т - произвольные натуральные

числа, п = П1 4- ... 4֊ пт, а /(ж) € ~ действительнозначная функция.
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Целью рлботы является до к лз л тель ст в о разрешимости задачи для произвольной 

функции /(г) € Г1(р) и определение о явном виде всех решений однородной 

задачи (при / = 0).

Граничная задача Римана в классах 1/(р) С Г1, 1 < р < оо в классической ч
постановке исследована многими авторами (см. [2] - [5]). Краевые задачи для 

аналитических функций в смысле Г1 сходимости рассмотрены в работе [1]. 

Задача Дирихле в круге для более общих весовых пространств исследована в 

работах [б] и [7].

Ниже мы будем использовать следующие обозначения. Если функция Ф(я) опре

делена на С+ и (7՜, где С՜ = {г : 1т г < 0} - нижняя полуплоскость, то 

обозначим через Ф.(я) = Ф(г), а через Ф+(г) и Ф"(г) - сужения функции Ф(я) на 

С+ и С՜ соответственно. Через Л] будем обозначать множество целых функций, 

порядок которых меньше единицы.

Наконец, отметим, что условие у < 1 в определении класса существенно 

для нетеровости задачи (1). При 7 > 1 мы можем найти бесконечно много 

линейно независимых гармонических функций, удовлетворяющих однородному 

условию (1). Например, н(х, у) = Не Ф(я), где Ф(я) = гг2ке~* , к = 0,1,..., или 

Ф(г) = 1(2(2 — 7г))՜1 вш г.

§2 . ОСОБАЯ ТОЧКА В БЕСКОНЕЧНОСТИ

В этом параграфе исследуем задачу (1) в случае, когда бесконечно удалённая 

точка является единственной особой точкой весовой функции р(т).

Лемма 1. Пусть р(х) = (1 4- |х[)՜'*0, /(х) € Ь*(р) и

(г 4- г)“° С°° /(<)
2тгг 7-оо (^ + *)п° < — 2 ’ г е с+ и с՜. (2)

•Тогда

||Ф + (т 4- гу) - Ф (х - ։у)||£.(р) < С||/||£1(р), (3)

где С — постоянная, не зависящая от у > 0.

Доказательство : Из (2) имеем <!»+ (х 4- гу) - Ф՜ (х - гу) = Л (т, у) 4֊ Л(т, у), где
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Используя неравенство |(х 4- гу 4֊ г)"0 - (х - гу 4- ։)’*«| < С1|х|По-1у, получаем

у Их (И
И ~ х + *2/1(1 + |®|) ’

Учитывая, что

< С\|/||и(Р). Так как [х 4- гу + г|”°(|х| п° 4-1) < сапз1, тоПОЛУЧИМ ||71{ж,2/)||£1(р)

< СзН/Пьч,).

Лемма 1 доказана.

Лемма 2. Функция Ф(х), определённая по (2) удовлетворяет граничному

условию

Вт ||Ф+(х 4- гу) — Ф (х ֊ ։у) ֊ /(х) | |ь»(Р) = 0. 
У-» 4-0 (4)

Доказательство : Пусть Д - последовательность бесконечно дифференцируе

мых финитных функций такая, что ПА ֊/Нг—> 0 при I- —> оо. Для каждого

к' > О положим

М*) <21
(/ 4- ։)”° 1 — 2՝

2 € С+ и С՜.

Так как

Нтп ||ф+(х 4- гу) - Фх. (х ֊ гу) - Д (х)11£»(/>) = О, 
у->4-0

(5)

||Ф+(х + гу) - Ф (х ֊ гу) - /(х)11£։(р) <

< 11(Ф+ (х 4֊ гу) - Ф?(г 4- »!/)) ֊ (ф (х ֊ *3/) ” (ж “ *У))Н1։(/>)+ 

4-||Ф^(х + гу) - Ф^. (х - ։у) - А(х)||ь1(р) 4֊ ||А - /Ньцр),

то учитывая Лемму 1 завершаем доказательство Леммы 2.

Лемма 3. Пусть р(х) = (14- |х|)"п°, /(х) € Ь1(р), и Ф(х) ֊ функция, 

определённая по формуле (2). Тогда гармоническая функция и(х,у) = 

֊ Ие (Ф(х) 4- Ф.(х)) удовлетворяет граничному условию

Пт ||и(х, у) - /(х) 11г.(Р) = 0. 
У -*4-0

(6)
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Доказательство : Так как

z G G+ UG՜,

то ясно, что функция Ф.(г) удовлетворяет условию

lim 5֊* 4-0
-Ф. (I -։»)-/(։)||Ilw = 0.

Учитывая, что Ф(г)4-Ф. (z) = Ф(г) 4- $«(z)« завершаем доказательство Леммы 3.

Лемма 4. Пусть р(х) = (1 4- |т!) ,I<J. Общее решение однородной задачи

(1) можно представить в виде
По- 1 

u(s,2/) = Re 52 iakzk.
А=0

(7)

где <ц — действительные постоянные.

Доказательство : Пусть и(х,у) - произвольное решение однородной задачи (1) 

и уо > 0- Положим ио(х, у) = |7?е(Ф(г) 4-Ф.(2))՝ где Ф(г) определяется формулой 

(2) с /(т) = и(х.уо). Имеем

= Ф»у4- уо) - и0(х՝у) Е Bi, ui(x, 0) = 0.

Пусть функция Ф1 (z) € Аг такая, что iq(я, у) = Re Фх(г). Тогда Фх(г) = — Ф1(г)

Ui(®,!/) = 77(Ф1 (х + iy) - Ф1(ж - iy)) € L՝(p)-

Полагая Фу(г) = |(Ф1 (z 4֊ iy) — Фг(г — iy)), получим Фу(г) € А\ и

(8)

|<1<(г + iy)

Если zt, к = 1, ...,по являются нулями функции Фу(г), то Фу(г) П" = 1(г “ г*)-1 € 

А1, и в силу (8), получаем Фу(т) П"=1(® — zk)՜1 € Lx(—оо,оо). Первообразная 

этой функции ограничена на действительной оси, и поэтому, в силу принципа 

Фрагмана-Линделёфа. данная функция постоянна на комплексной плоскости. 

Это возможно лишь при Фу(х) = 0. Следовательно, Фх(г 4֊ iy) = Фх(г — iy) 

для любого у > 0, т.е. $i(z) = const. Следовательно, Фх(г) = гао, где а0 - 

действительная постоянная.

Рассмотрим случай, когда количество нулей функции Фу(;г) меньше, чем «о- 

Тогда (см. [8]) Фу(з) = а0 + aiz + ... + Uno-i*”0՜1 и

Фу(* + Ч/) “ Фу(г - iy) = «о 4- aiz 4-... 4- ano_izn°՜1.
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Дифференцируя последнее равенство по - 1 раз. получим

Ф’п°-1)(г + iy) - -iy)=0, у > О,

что возможно лишь тогда, когда Ф^п° lf(z) = const. Поэтому

$i(z) = а0 + aiz + ... + ano_izn° 1 Ф1.(г) = a0 + ajz 4֊ ... + ano_izn° \

!/) = Й Re ((<*o - «о) + («1 ֊ ai)z 4֊... + (a„0_i - ano֊i)2n° г),

Переходя к пределу в равенстве u(x,i/ 4- Уо) = Ui(x,y) 4- ио(х,у) при t/o —> 0 и 

учитывая, что ||и(х, уо) ||ь։(р) 0-получаем (7). Остаётся заметить, что функция 

(7) удовлетворяет однородному условию (1). Лемма 4 доказана.

Лемма 5. Пусть р(х) = (14- |х|) п°. Тогда задача (1) разрешима для 

любой функции f Е L'ip), и общее решение представимо в виде

= Re iuk Zk 4- - Re (Ф(г) 4- Ф.(z)), 
fr=0

(9)

где ак суть действительные числа, а Ф(г) определяется*по формуле (2).

Доказательство : следует из Лемм 3 и 4.

§3 . КОНЕЧНАЯ ОСОБАЯ ТОЧКА

В этом параграфе исследуется задача (1) для весовой функции р(х), имеющей 

единственную конечную особую точку (тц — 0, k — 0,2,3,...тп).

Лемма 6. Пусть р(х) = |х — *о:*(1 4- |ж|) и

Ф^г) =
(z 4- i)k 

2?r(z - х0)к
°° ~ x0)kdt
оо (t + i)k(t-z) '

(Ю)

Тогда

lim ||Ф1 (г 4֊ iy) - Фг (я - iy) ~ /(*) I II’ (р) = °- у->+0
(И)

Доказательство : Сначала докажем, что

ЦФ1՜(х 4֊ iy) - Ф! (г - Й/)||ь‘(р) < С| 1/1 IIЧр)• (I2)

Действительно, ф+ (х 4- iy) — Фх (® ~ г//) — А(®« У) 4- h(I->y)i Гяе

/ (х 4- iy 4- i)k (х — iy + i)k \ Г00 /(0(1 ~ ^о)к(^ 
Л(®, У) - + iy - Хо)1- 2тг1(х - iy - х0)к ) J-co (1 4֊ ։)fc(l - z)
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_ . (х + >у + [°° /(/■)(/ ֊ Др)*У<Й .
2Х'У 7г(х + *у - з0)* ]_^ (< + <)*((*֊ х)2 + У2)

Далее имеем

С1 [°° |/(«)||< -»о|*<а Г°° у(|т-хо!*֊1+ /-»)!»-хоГ ах+ 
2п |* + «Р ■>-«> ((х-х0)2 + у2)‘|*-։х-։у|

Сг Г°° |/(*)Ц« - »о|*<Й Г" у(|х-хоГ-1 + /-ь)
+ 2тгУ_те |« + ‘|‘ 7-о» (1 + |х|)‘|« - ։х - ։у|

С Гх |/(«)||« - х0|М ( Г°° ______________ уЛх______________
2ег |« + »|‘ \J-oo |х-։»-ХоГ(1 + |։|)‘((<-х)г + у։)

< С||/||Г1|(>).

|х — хо|^(£с

СГ°° |/(<)||* - до!1՜^ Г00 |х-£у + г|1|х-х0|Д:у</х
2^7-00 |* + »|* ■/-«> I® - «У ~ го|Л’(х ֊ х0)2 + 2/2)(1 + И)*

<С||/||11(Р).

Пусть теперь /,։(х) = /(х) при |х - х0| > п 1 и А(х) — О при I1 ~ Хо1 < п \

Ясно, что ||У„ - /|к»(Р) -> 0 при п —> оо. Обозначая через Фп(г) функцию (10), 

после замены /(х) на /։1(х) будем иметь

Нт ||ф+(х + гу] - Ф„ (ж - й/) - (х)||ь»(р) = 0.у—*4-0

Так что с учётом оценки (12), получим (11). Лемма б доказана.

Лемма 7. Пусть р(х) = 1т — хо|А(1 + |х|) А, / € Ь2(р), а функция Ф1(х) 

определена по формуле (10). Тогда функция д(х,1/) = 2 1 Де (Ф1(я) + 

Фх-СИ) удовлетворяет граничному условию (1).

Доказательство : аналогично доказательству Леммы 3.

Лемма 8. Пусть д(х, у) € В1 и для любого у > 0 имеем и(х, у) Е £1(—оо, оо).

Тогда при уо > 0 функция и(х, у) ограничена на полуплоскости у > уо и

°° и^' у^у
•оо (< - з)2 + У2’ (13)

Доказательство : Правую часть (13) обозначим через до(х,у). Ясно, что 

функция щ(х,у) = н(д,у4- у0) — и0(х}у) принадлежит классу В1, и(х,0) = 0 и 
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нДж, у) Е Р(-оо, оо). Положим Ui(z, у) = Re Ф(г). Тогда Ф(г) Е Ai. Учитывая, 

что Ф(г) = — Ф(г) и

u1(x,j/)=2 1 (Ф(х 4֊ iy) 4֊ Ф(т + iy)) = 2 1(Ф(х 4- iy) - $(z - iy)),

будем иметь Ф(х 4֊ iy) ֊ Ф(х - iy) Е Т^-оо, оо). Следовательно, Ф(х 4- iy) = 

Ф(х — iy) для любого у > 0. Поэтому Ф(х) — const. Так как Ф(г) = -Ф(г), то 

Ф(г) = гб, где Ъ - действительное число. Следовательно, ui(z, у) = 0 и Лемма 8 

доказана.

Лемма 9. Пусть р(х) = |т — хо|А'(14֊ |z|) к- Тогда общее решение однород

ной задачи (1) можно представить в виде

u(z, у) = Re tAfc
(z ֊ x0)v' (14)

где Ак — действительные числа.

Доказательство : Пусть и(х.у) - произвольное решение однородной задачи 

(1) и и(х,у) = Де Ф+(г), где Ф+(г) - аналитическая функция в б?+. Полагая 

Ф(г) = Ф+(х) для г Е С՜1՜ и Ф“(г) = -Ф+(з) ֊ для г Е С՜, из условия (1) 

получаем

||Ф+(х 4- iy) - Ф (® ֊ Ч/)|к>(р) -> 0.

Следовательно

Ф+(х 4֊ й/)(х - z0)A
(z 4- i)k

Ф (z- — iy)(x - xp)k 
(z 4֊ i)k Ll ( — 00.00)

Положим

(15)

Пусть A0(y) 4- Ai(y)(z 4- г)՜1 4- ... 4- A^T/Jfz 4- i)~L ֊ главная часть разложения

Лорана функции Ф՜ (z — iy)(z — з-oV (z 4- *) в точке z — —i. Из (15) для z Е G± 

будем иметь

(г | ,У)(г - хо)^ = Ло(։,)+Л1(у)(г+<)->+„.+Л։(у)(г+<)-‘+ 1 Г
(z 4- ։)*• 27Г։ J-OO 1 г

Переходя к пределу при у —> 4-0, получим

Ф±^)(г-.;-..:Г— = До 4- В1(г 4- X՜)՜1 + ...4- Bt (z 4- i)~\ Вк = lim А*(у). 
(z + г)к
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Из последнего равенства получаем

Вк 
(г - х0)р

Так как Ф(г) = -Ф(г), то Вь — ։Ад-, где А* ~ действительные числа. Для 

завершения доказательства Леммы 9 нам следует показать, что каждая функция 

из (14) удовлетворяет однородному условию (1). Для этого достаточно проверить, 

что последнему условию удовлетворяет функция ։(г — Хо)՜*՜- Действительно,

Последний интеграл стремится к нулю при у —> +0. Лемма 9 доказана.

Из Лемм 5, 7 и 9 непосредственно следуют основные результаты.

Теорема 1. Общее решение однородной задачи (1) можно представить

в виде

(z - То)’’

где ajLr, k = 0, 1...., m, р = 0,1,.... тц — действительные числа.

Теорема 2. Задача (1) разрешима для любой функции / € Ь1(р). Общее 

решение (1) можно представить в виде

/ х / х * о f Г Л*) dt Г /(*) dt \
7 2 \ 2™ r(t)(t ֊ z) 2ni J.՞ - z)) ՝

где uo(x,y) - общее решение однородной задачи (1), а

ABS TRACT. Let B\ be the class of harmonic functions u(z) in the upper 
complex half-plane satisfying the condition |u(z)| < Afexplz^, 7 < 1, 
Im z > t/Q > 0. where M is a constant depending on t/q. The paper 

considers Dirichlet problem in B\ in the following setting : to find a real- 
valued harmonic function u(x,y) G Bi, satisfying the boundary condition 
5,^*0 ~ >(p) — 0» where p(x) is a weight function from a certain
class, and /(r) € Ll(p) is a real valued function. For any /(x) 6 L1(p) the 
problem is solvable and all solutions of the corresponding homogeneous 
problem are given in an explicit form.
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