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В статье приводится представление ортогональных рациональных 
функций на нескольких дугах единичной окружности по отношению 
весовых функций геронимусовского типа.

Теория ортогональных рациональных функций, созданная М. М. Джрбашяном [5] 

- [8]. находит много приложений в оптимальном управлении, системном анализе, 

стохастических процессах, теории прогнозирования и т.п. (см., например, книгу 

[2] или [14]). Тем не менее, явные представления ортогональных рациональных 

функций на единичном круге известны лишь для очень специальных случаев 

весов, аналогичным весам Бернштейна - Сегё (см. [8], Теорема 1.5).

Основная цель этой статьи - дать представление ортогональных рациональных 

функций на нескольких дугах единичной окружности по отношению к весам геро­

нимусовского типа [9]. Теория ортогональных многочленов для таких весов была 

построена в [19] и, для более общих случаев, в серии работ Ф. Пехерсторфера и 

Р. Штейнбауэра (см., например, [15] - [17]). Представления ортогональных по­

линомов для специальных случаев были даны в терминах абелевых интегралов 

в 19] и для более общих случаев в терминах автоморфных функций Шоттки- 
Бернсайда в [11], [12].

Здесь мы применяем идеи из [12], [15] к теории ортогональных рациональных 

функций и находим представления в терминах автоморфных функций для орто­

гональных рациональных функций относительно весов из работ [15], [19].

Пусть заданы 2/, I € ПЧ, точки < ... < ^2/, причём 9?2/ — < 2тг,

Работа поддержана РФФИ, гранты № 99-01-01120 и № 00-15-96123 и Министер­
ством образования РФ, грант Е00-1.0-192.
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/

Е = 0 [^֊ь ^2}]» = {е*1’3, у? Е Е}, и пусть Я, - тригонометрический

многочлен
2/ 
П 8*п 

>=1

Далее, пусть У и IV ֊ разложение 7£ (т.е. 7г(р) = У(у>)И’(^)) на тригонометри­

ческие полиномиальные множители степеней 1/2 такое, что функция

Ч>£ Е,
о,

где ±1/г(^>) = (-1)-7/У|тг(^>)| при <р Е (^2>-1, У>2>), является весовой функцией, 

т.е. /(<р, УУ) > 0 для <р Е гп1(Е), Мы не будем рассматривать более общие весовые 

функции, поскольку формулы станут более громоздкими.

Обозначим через £ = С(К\У..., А/֊1) верхнюю полуплоскость комплексного 

пространства без непересекающихся кругов А1։..., А/_1։ которые лежат в этой 

полуплоскости с центрами на мнимой оси. Используя Лемму 2 из [10]. отобразим 

область С \ на £. Отображающая функция будет обозначаться через г = 

и Е 0. Область С(Кх,..., К։֊1) вместе с областью, симметричной ей 

относительно действительной оси, и вместе с действительной осью и с и1~}1дК} 

называется фундаментальной областью Т группы Шоттки Г. Порождающие

группы Г суть дробно-линейные отображения

где О{ обозначает центр, а R, - радиус круга К,-, { = 1,— 1. Группа Г состоит 

из отображений Г = {Т,То(г) = Напомним, что функция / называется 

автоморфной, если она является однозначной мероморфной функцией на комп­

лексной сфере С без предельных точек группы Г и такая, что для любого Т € Г 

тождество /(Т(г)) = /(г) выполняется для г Е 7՜.

Введем теперь следующие функции В. Бернсайда :

П(г,у) = (г - ■И-'ГСН-уИДИу)-») 
^11 {Т,(г)-г)(Т,(у)-уГ [4), §2, (1)

ОО

ехр Ф, (г) [3], §4. (2)

Здесь и всюду в дальнейшем = 7^֊1(оо), с,-։ = 7}(оо), и с,-1у = 7}(Т;-1(ос)), 

а штрих у знака произведения означает, что из каждой пары взаимно обратных 

отображений Т и Т՜1 в произведении участвует только одно и ։ > 0.
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Нам понадобятся следующие свойства функций (1) и (2) при подстановках 

группы Г :

г (7"г + Ы՜1 ехр {фр(г) " ф"(у) + ’

0(г. у) 1 I ;
[4], стр. 292, (3)

ч
= ехр(п1а,1 4֊ п2а,2 4- ... 4- п/_ 10,7-1), [3], стр. 66. (4)

Здесь
(Зр'Ур —

- так называемая нормальная форма 7^(г), арч являются значениями интегралов

/՝ 0(г,ср-։) по путям А'}АЧ, которые не имеют самопересечений и не пере- 

секаются между собой, делают область 7՜ односвязной, и находятся вне кругов

Л'х,..., К/-1, Л'[,..(здесь К' симметричен Kj относительно действитель­

ной оси. Ач ֊ оч+Шч, А’я =дч-Шд,д = 1,...,/-1). Функция 0(г, а) определяется

равенством

(т.е как тэта-ряд Пуанкаре), а целые числа Пх,.. . ,п/_1 определяются следующим 

образом. Если г € Т, то любой путь, соединяющий г и Т,(г), который не

пересекает разрезы А'рАр, р = 1,— 1, включает части, гомотопичные образам 

некоторых из исходных разрезов А^Ах.......взятых в положительном

или отрицательном направлении, тогда среди них образ А^Ах встречается гц

раз, образ Л2А2 - п2 раз и т.д. Впоследствии мы будем использовать тот факт, 

что для г = 1,...,/ — 1 в (4) числа тц. равны —<5к,р, к,р = — 1, так

как для таких р вышеупомянутый путь содержит только АрА'р. На самом деле 

матрица (— уард) есть не что иное, как матрица периодов для соответствующей 

гиперэллиптической римановой поверхности [3], стр. 71 - 72.

Теперь пусть {оь}1° - произвольная последовательность комплексных чисел, 

удовлетворяющих условию |а*| < 1. Пусть {В*,-}^ - соответствующие конечные 

произведения Бляшке (Во = 1 и Вп = Вп-1Сп, где

а для а, = 0 мы полагаем сг^/|о'։| = ֊1), Сп = зрап{В0,..., Вп). Будем

использовать обозначения

^о(г) = 1,
к=1

-а к

к = 1
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Л

*o(z) = 1, Ti — 1,2,....

Через фп(г) = 0Л(2,УУ) обозначим ортогонализацию {Bn}g° относительно весо­
вой функции /(9?. УУ), т.е.

[ Фп^)фт(е^)/(р^) dp = 0, 
Е

для п / гл, n, т Е IN.

Пусть фп(^, УУ) - соответствующие функции второго рода

И

т Зе е и — 2 
есть преобразование Стилтьеса меры /(у>, УУ)с^?. 

Сопоставим 7£, У и УУ (как в [15]) алгебраические многочлены

Я(е'”) = e''vTt(tp), V'(e'՝’) = ei,՝’/2V(^), W(e՛’’) = e^W)-

Рассмотрим модифицированный взаимный многочлен С’(г) степени т, т.е. 
_  п

С'(г') = 2™ (7(1/2), и его аналог для рациональных функций /(г) = V акВ^г), 
_____  к=0

а именно, /’(г) = Вп(г)/(1/г).

Теорема 1. Для данной рациональной функции фп(?) Е £л, ортогональ­

ной относительно веса ф(ф, УУ), существуют многочлен степени I — 1 

и рациональная функция у € £п такие, что

</’n(z)^(z) “XnWH2) = ^п-1(2)5(п)(г)^—Z-=֊- 
1 ~ otnz (5)

Доказательство : Из Теоремы 6.1.1 из [2] следует, что

(6)

^п(гИ(*) + С(г) 
Дп(г)

где г/(г) и /1(2) аналитичны в ГО = {2 : |г| < 1} и таковы, что <?(0) = Л(0) = 0.

Заметим, что обе функции д(г) и /1(2) являются интегралами типа Коши-

Стилтьеса, аналитичными в С\ГО и их граничные значения на 5ГО\Г^ равны 

([18], Глава 2, §5.2). Они не равны нулю тождественно вС\ГО, так как log /(^, УУ) 

не интегрируема на дГО (ср. [18], Глава 2, §6).
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1У(0) \ 
/ад/'

Из Теоремы 2.1 из [15] следует, что функцию Г можно представить следующим 

образом :
= _1(Ь+^, 6 = _Ке 

« \ /ад/
Здесь и всюду в дальнейшем ветвь квадратного корня аналитична в С\Ге и 

удовлетворяет равенству здп\/Л(е’1г’) = — е,1г՛ 2 для Е (у’г^з)* Равенства (6) и 

(7) могут быть переписаны с помощью (8) так :

^адиад 
/ад

- Хп(-г) = -։Вп-1(г)^(х), (9)

<№№(։) - Хп(2) = -гВп(г)Л(г), (Ю)

где Хп(г) = ^»»(г) - Умножая равенства (9), (10) на — у/Щг)/ У (г), после 

несложных вычислений получим

ф„(г)21Г(г) - х’(г)^(г) = В,._1(2)(В„_։(2)^(г)52(2) - 2д(г)ф„(г)у/К{г)), (11)

(ф;(г))2И'(г)-(Х;(г))2и(г) = В,|(г)(В„(г)У(2)/?(2)-21/։(г)^(г)/ад). (12)

Обозначив числители фП)Хп через рп,(/п, соответственно, из (И), (12) выводим 

представления

рм(г)21У(г) - д;1(г)У(г) = ип-1(г)(1 ֊ ап*Й(г), (13)

(Рп(2))21У(2) ~ (9п(2))2^(2) = (14)

где

д(г) = 77„_1 (шл_1(г)(1 - аг։2)7/п_1У(г)^2(г) - 2{д(г)рп (г)^Я(г 

к(г) = шп(г)У (г)И2 (г) — 21К(г)р“п(г)\/ И(г).

Так как левые части (13), (14) являются многочленами степеней не выше чем 

2п + /, то можно записать

Рп(г)2И^(г) ֊ д^г)У(г) = са^п_1(г)(1 - апфр(г), (15)

(р,’,(г))2^(2) - (<Ш)2У(г) = ^(^^г), (16)
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где р и д - многочлены степеней не выше п + 1 - 1, с и (1 ֊ ненулевые постоянные.

Беря взаимные многочлены степени п + I — 1 от обеих частей (15) и сравнив
результат с (16), получим

с(г — ап)7’’п_1(г)р' (г) = (1гип(г)д(г),

откуда

Р՝(х) = го;п_1д(п)(г),

где д(п) - многочлен степени не выше I - 1. Из (17) получим

р(г) = тг^-!^)^^) = -тгп-^г)^)^),

(17)

(18)

где д(п) - многочлен степени I — 1. Подстановка (18) в (15) дает

рп(г)21У(г) -д1(г)У(г) = шп_1(г)1гп(г^д(п}(г). (19)

Утверждение теоремы следует из (19) после деления на я՜2 (г).

Замечания. 1. Для «! = ••• = оп = 0 утверждение Теоремы 1 содержится в 

Теореме 2.2 из [15].

2. Числители рп ортогональных рациональных функций фп являются многочле­

нами, ортогональными на Е относительно веса

____________ УУ(у>)____________
г(^)(1 ֊ Пт=1 I1 - атое*>|2

(20)

(см., например, [1]). Вес (20) не содержится в классе весов, рассмотренных 

в [15], и, следовательно, Теорема 1 не может быть выведена из [15] простой 

переформулировкой в терминах ортогональных рациональных функций.

3. Метод доказательства может быть применен к более общим весам, подобно в 

[15], но формулы существенно усложняются.

Алгебраическое уравнение (5) является ключевым для представлений ортого­

нальных рациональных функций в терминах автоморфных функций Шоттки- 

Бернсайда. Для простоты будем прелполагать, что

1У(е‘*’*->)ил(е,*’>) = У(е։^“1)У(е։՜**) = 0, ] =

Будем использовать обозначения ах,. .., ап £ £ для образов а/.-, £ £ £ - для образа 

оо и Юх,..., го/ € £ - для образов нулей многочлена IV при отображении <р.
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Теорема 2. Пусть г = у?(и) — вышеопределенная отображающая функ­

ция, а фп - ортогональная функция относительно /(^>, IV). Тогда

фп(г) = сопв! (Пп(и) 4- Пп( — и)), (21)

где

п ( И ) 0(и, — ак) П(и, ш7) П(и, —а^)9(и, и?/) (22)

Величины Е Т, 7 = 1,..., / — 1, и целые числа тп^ удовлетворяют 

системе уравнений

п —1
2 £($*(“>) - М5)) ֊ 2ФНоТ) - 2Ф*(«) + 2<М£)+ 

у=1

1-1 1-1
4-2\2<М^П)) “ ֊ 0 (^2^)» к = 1,...,1-1. (23)

7 = 1 ;=1

Доказательство : Положим

(
/ /----------- \ \ 2 /
/ V 11 / /<М2) 4- 1/^77-Д Хп(*) и<(х)(1-0^2) / (Вп֊1(2)р(п)(г)х) , (24)
\ у * V (2) / / /

где <7(п) _ многочлен из Теоремы 1. Смене ветвей квадратного корня соответству­

ет переход к функции
О

1У(г)(1 - а„2) / (В„_1(г)р(п)(г)г).

По Теореме 1

Ф(г)Ф1(;г) = 1.

(25)

(20)

Обе функции Ф и Ф) могут рассматриваться и как функции от и € после 

отображения г — <р(и). Продолжим функции Ф и Ф1 на всю область Т по 

формулам Ф(—и) — Ф1(и) и Ф1( —и) = Ф(и), и Q. Убедимся, что продолженные 

функции Ф и Ф] аналитичны в Достаточно проверить их непрерывность на 
П< т.е.

Вт Ф(и4֊г<)= Нт Ф(и4-гС) и € №.. (27)

Пусть и > 0. Тогда (г = у?(и))

^Нп^о ^(и ։С) — Ит Фх(—и — г^) = Нт Ф1(?у) = Нт Ф(т/) = Нт Ф(и4-гС), С->-0 С ֊♦+ о
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т.е. (27) доказано. Аналогичным образом, Ф может быть аналитически продол­

жена через дК^ } = — 1, по формуле Ф(Т~1 (и)) — Ф(и) (так как Т՜1

является композицией симметрии относительно действительной оси и инверсии 

относительно окружности дК}]. Отсюда Ф может быть продолжена до автоморф­

ной функции относительно группы Г. То же самое верно и для функции Фр 

Теперь для завершения доказательства достаточно воспользоваться теоремой 

Бернсайда о представлении [4], стр. 293. Надо лишь определить положение нулей 

и полюсов функции Ф. Из (26) заключаем, что если и есть нуль функции Ф(ц), то 

—и - полюс Ф(и), и наоборот. Учитывая это, из (24) находим, что а1,...,ап-1, 
—ар ..., —сьГ, —являются полюсами Ф вместе с точками {Ь7П \ , б{"1} С Т

такими, что 5(п)(¥’(^П))) = 0 и Ф(6^°) = оо. Далее, — ах,..., -ап-1» а?, ...,а^\

, — Ь\п\..., —^{21 являются нулями функции Ф. Отсюда, по теореме Берн­

сайда о представлении

Ф(и) = сопзЬ Я(«, ~0 тт п(Ц, -ь<п)) уу 
«М"*) М

П(ц, -а7)О(и,а7) П(и,£) П(и,ап) 
0(ц, а7)О(и, —ау) 9(ц, -£) 0(и, -а^՜)

1-1
х ехр тп<п|Ф;(и).

>=1

(28)

Из автоморфности Ф и (3), (4) вытекает, что для к = 1,..., I — 1

п — 1 __
Х2(ФЛ.(а7) 4֊ Фл (֊а>) - Ф^а?) ֊ 4- Ф*(֊ЩГ) ֊ Фк(^) + ф*(“£)՜
>=1

1-1 1-1
-ФИО + фИ0 - *И֊0 + Е(ФН^’) - **(֊*>"’)) - =0 (тоагтг;).

7=1 >=1
(29)

Так как функции Ф/. - нечетные, то система уравнений (29) может быть перепи

сана так
п — 1

2 У2(Фл-(а7) - Ф*-(а7)) - 2Фк(о7) - 2ФЦ£) + 2Ф*(£) +
> = 1

1-1 1-1
4-2^2 Фд-(6уп)) - = 0 (mod27гг)> к = 1,1.

;=1 }-1
(30)

Чтобы доказать (21) достаточно рассмотреть функцию

Ф(и)В„_1(р(и))9(„)(Н«))Н«)/(Иг(Н''))(1 ֊ «»*>(«)))
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и использовать представления, получаемые с помощью теоремы Бернсайда

Следовательно

0(п)Ж) = const

W^fu)) = const

= const
Q(u, g^)Q(u, -at) 
П(и,йГ)Щи, -аГ)’

L2 Q(u,6’'l))fl(u,-bJ”1)
11 Q(u,O«(u.-C) ’

1 — — const

Q2(u, Wj)
Q(u,£)Q(u, -£) eXP

Q(*u, an)Q(u, (in) 

Q(u,£)Q(u, -£)

^(и)ВпЧИи))ь^(к)Ми)/(^’Ми>)(1 - o=»^(w))) =

= const
Q2(u, -ot.) Пг(ц,-Ь*՞') Q2(u,QQ2(u,-Q
Q2(u, —at) Q2(u, Wj) Q2(u, —u^)Q2(u, w/)

/— 1
exp 52 (mJ"1 + 1)ФДи).

j=i

В силу автоморфности этой функции, числа + 1 - чётные и

(%>(u)) = const ’Yt1 **(u,

Q(u, — £)

Q(u, —a^)Q(iz, w/) (31)

Но правая часть равенства (31) - не что иное, как функция 0п(и). Теорема 2 

доказана.

Для ах = ... = а„ — 0 представления ортогональных многочленов для более 

общих весовых функций были получены автором в [11], [12].

ABSTRACT. The paper gives a representation of orthogonal rational 
functions on several arcs of the unit circle with respect to the weight 
functions of Geronimus type.
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