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Даны модуль непрерывности w(6) 0, 6 € [0, сю), си(—5) = w(d) и
положительная последовательность т = {т(л)}+^°_„. Определим класс 
AWtr(T) как множество функций f £ £(0, 2тг) с конечной “нормой” 

4- оо
ll/llu>,r = Z2 ш(сп(Л) г(п)‘ В статье доказываются теоремы типа Леви- 

п = —ОО
Марцинкевича для класса AW։r(T).

Пусть Е - линейное множество функций /(<), определённых на отрезке [0, 2г] 

(или на [0,1]). В случае отрезка [0.2тг'| функции /(£) предполагаются 2тг- 

периодическими. Будем говорить, что множество Е является банаховой алгеброй, 

если Е есть банахово пространство и из /, д € Е следует

f՝g^E и (;/-0||е < ПУИе • ||<?||£.

Пусть Т — {е"и}„^э_оо - тригонометрическая система на [0. 2тг], а <р — {^n(t 

- ортонормальная система на [0,1]. Пусть f € -£(0, 2тг), а е (0, 2) и

4-оо ।
AQ = Aa(T) = {f: ^2 kn(/)|Q < эо}, где cn=cn(/) = — f(t)e~'nt dt.

П = —ОО

В 1932 году Винер доказал в связи тауберовыми теоремами, что если / £ С(0, 2тг) 

и /(<) ф 0 при всех I € [0, 2тг], то из / 6 А\(Т) следует 1// 6 А\(Т). Винер также 

доказал, что класс есть банахова алгебра с нормой

П = —ОО

В 1934 году П. Леви (см. [1], стр. 640) доказал, что если / € Л1(Т), а Г 

аналитична на множестве /([0,2тг]), то Е(/) 6 АЦТ). Здесь считаем, что 

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 99-01-00062) и 
научной школы (проект 00-15-96143).



74 П. Л. Ульянов

функция / непрерывна на [0, 2тг], а /([0. 2тг]) обозначает множество всех значений 

функции /(<), когда < пробегает отрезок [0, 2тг].

В связи с этим. Леви поставил задачу : какие функции В действуют внутри 

класса А1(Т).

Нам понадобится определение.
ч

Для заданного число (3 > 0 и интервала I = (а. Ь), будем говорить, что функция 

Р принадлежит классу Жеврея 7^(7), если на любом компакте К С (а, Ъ)

|К<"> (*)| < Вп пп 3 при всех I € К. п = 1, 2,

где В = В(Р. К).
Согласно теореме Принсгейма, при /3=1 класс Жеврея «71(7) совпадает с клас

сом аналитических функций на I = (а, Ь). Кроме того, классы 7^(7) увеличива

ются при возрастании (3.

В 1958 году Кацнельсон (см. [2], стр. 92) доказал обратное утверждение к теореме 

Леви : если Р определена на отрезке [А. В] и для всякой функции / Е АХ(Т) такой, 

что /([0, 2тг]) С [А. В], функция Г(/) принадлежит А^Т), то Р аналитична на 

А. В]. Соединение теорем Леви и Кацнельсона влечёт

Теорема А (Леви. Кацнельсон). Лишь аналитические функции Р дей

ствуют из класса АДТ) в класс АДТ), т.е. Р(/) Е Ах(Т), если / Е А\(Т).

В 1940 году Марцинкевичем [3] было доказано, что если / Е Аа(Т) при некотором 

а Е (0.1) и 7 Е 71/в(а, 6) на интервале (а, 6) Э /([0. 2тг]), то В(/) Е А1(Т).

Позднее было замечено, что в теореме Марцинкевича функция Р(У) принадлежит 

классу Аа(Т).

В 1966 году Ривьер и Сагер [4] установили следующий результат : если функция 

Г определена на интервале 7 = (а, 6) и для любой функции / Е А,(Т), з £ (0. 1] 

такой, что /([0, 2тг]) С (а. Ь), функция В(/) принадлежит АР(Т) с р < 2 (р зависит 

от /), то Г Е .71/,(7).

Для случая 5=1 этот результат был рассмотрен Хелсоном, Каханом, Кацнельсо

ном и Рудиным (см. [2]). Таким образом, из результатов Марцинкевича, Ривьера 

и Сагера получаем следующую теорему.

Теорема В. Если а Е (0,1), то лишь функции Р из класса Жеврея 71/о 

действуют из класса Аа(Т) в класс Аа(Т).

Для заданного модуля непрерывности о>(5) о, 6 Е (0,оо), си(—<5) = и 

положительной последовательности т = {г(п))п^°-ао» определим класс Ац;1Г(Т)
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как множество функций f Е 1(0. 2тг) с конечной “нормой՜’

н/п “(«п(/)) т(п).
П = — ОО

Попытаемся установить теоремы типа Леви-Марцинкевича для класса АШ<Г(Т). 

Мы не знаем окончательных результатов даже для случая т(п) = 1 (некоторые 

сведения можно найти в [2] и [7]).

Рассмотрим теперь ряды по системе Хаара % = {Хт}Х=1> где указанные выше 

вопросы разработаны нами более обстоятельно (см. [5], [6], [8-10]). Для формули

ровки окончательного результата для системы Хаара нам понадобятся некоторые 

определения.

Для нетривиального модуля непрерывности о»(<$), 6 Е [0, ос) с условием 6) = 

с^(<5) и положительной последовательности т — {т(т)}^,_1 определим классы 

функций

Av.r = Л,,Г(Х) = {/ : / Е 1(0,1), Л„,г(/) < ос},

где
ОО !

Л>,г(/) = w(anl(/)) т(т) и am(f) =
m—2 $

При r(m) = 1 положим Ли = A^>r и Аа — А^о с 0 < а < 1. т.е. для случая 

cj(J) = 0 < 6 < ос (здесь мы имеем |ат(/)|° < сю).

Обычно последовательность {Л771)}™-! задаётся через функцию r(t), опре

делённую на [1, ос). В дальнейшем нам понадобится функция F(t), заданная на 

прямой ( — ос, ос) и принадлежащая классу Ырд/1, т.е.

|F(ti) — F(Z2)| < АГ[<i — Ь| при всех /j и t2 из (-ос, ос).

Для системы Хаара нами была доказана следующая теорема (см. [5] и [б]).

Теорема С. Пусть даны число а Е (0, 1] и конечная функция Г(<), опре

делённая на (— ос,+оо). Тогда необходимым и достаточным условием 

для Г(/) Е Аа при всех / Е Ап является существование числа М, для 

которого F Е LipA/1. Более того, справедлива оценка
ОО

К(Л/))1°
ОО

<ъма Е I*™ (/г 
т=2

при всех /е Ла,

где

7а =
а

2а - 1
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Ясно, что условия налагаемые на функцию Р не зависят от величины а и. они 

более общи, чем для тригонометрической системы, где предполагалось, что Р 

или аналитична (а = 1), или принадлежит классу Жеврея (0 < а < 1).

Для дальнейшего нам понадобятся некоторые определения.

Конечная положительная функция у>(<), определённая на интервале (а. Ь), назы- 
ч

вается почти возрастающей с постоянной Сх > 0, если <р(Н) < С\ </>(*2) при 

любых <х и <2, удовлетворяющих условию а < <1 < < Ь. Аналогично, <р{€)

называется почти убывающей, если существует постоянная Сз > 0 такая, что 

у>(*1) > С2^2) при любых И и <2, удовлетворяющих условию а < <1 < *2 < Ь. 

Аналогичные определения вводятся для отрезков, для прямой и полупрямой.

Будем говорить, что почти возрастающая функция <р(<) удовлетворяет Дз- 

условию на (1,оо), если существует положительная постоянная Сз такая, что 

9?(2/) < Сз <р(£) при всех t Е [1,оо). Аналогично, будем говорить, что почти 

убывающая функция <р(/) удовлетворяет Дз-условию на [1. ос), если существу

ет положительная постоянная С4 такая, что ^>(<) < С^^р{21} при всех I Е [1,ос). 

Ниже всегда С, (г — 1.2,...) обозначают положительные постоянные. Если про

анализировать наши рассуждения в статьях 13—10], то убедимся, что справедлива 

следующая теорема.

Теорема 1. Пусть си(д) - модуль непрерывности, а т(£) — почти возраста

ющая (или почти убывающая) функция, удовлетворяющая До-условию. 

Тогда неравенство

Аш.г(Р(П) <Си,.,гЛи,.г(/)> (1)

выполнено при всех / Е Ь(0, 1) и всех Р Е Ырд/Д для некоторой 

постоянной С^<т тогда и только тогда, когда неравенство

(2)

выполняется для всех 8 > 0, оп = 2-п/2 и п = 1, 2,....

С помощью простых рассуждений из неравенства (2) выводится ряд интересных 
следствий.

Предложение 1. Пусть о>(^) — модуль непрерывности. Необходимым и

достаточным условием для выполнения неравенства

АЛ^Л) <сш<р А„(/) (3)
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при всех / Е Ь(0,1) и всех Е Е Ыргп 1 является следующее условие :

при всех О (4)

Доказательство : Положим в Теореме 1 функцию т(*) = 1 при всех < > 1. Тогда 

из (1) и (2) получаем, что неравенство (3) выполняется при всех / € £(0,1) и 

всех Г Е Ырм 1 тогда и только тогда, когда
Г1 ш(б1)
/ —~—Л<С5^(6) при 6 > 0 и п = 1, 2,... (5)

Так как (5) выполнено при всех п = 1,2,..., то оно эквивалентно (переходя к

пределу при п —> оо) следующему неравенству •

о
(11 < для всех 6 > 0. (6)

Делая замену переменной 6 ! = и, получаем
Гл ш(и)
/ ----- (1и < для всех д* > 0.
Ли

Из вышесказанного следует, что неравенство (3) эквивалентно условию (4).
Предложение 1 доказано.

Отметим, что условие вида (4) было у Н. К. Бари в 1955 г., для случая 6 Е (0. тг], 

а ещё ранее в 1953 г. в наших работах (см. об этом [11] и [12]), но в другой форме.

Предложение 2. Пусть та = та(£) = 1а, а > 0. Для любого модуля

непрерывности ш(^) неравенство

(7)

выполняется при всех / Е £(0. 1) и Р Е 1лр,и1.

Доказательство : В силу Теоремы 1 для выполнения неравенства (7) необхо

димо и достаточно, чтобы (см. (2))

Г ^2а & < С$ы(6) при всех 6 > 0 и п = 1, 2,.... (8)
Лп 1

Переходя к пределу в (8) при п —> оо, получаем

/ ^'13՜ & < <3*5 си(5) при всех д' > 0. (9)
֊/о *

Так как всякий модуль непрерывности удовлетворяет неравенству и>(б1) <

при 0 < I < 1, то для а > 0 имеем
и}(6 <) 
(1-2«

(11 < а?(<У) 1 (И _
р-2а - 2а ’

т.е. неравенство (9) выполнено для любых модулей непрерывности. Предложение

2 доказано.
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Предложение 3. Пусть о>(д) — модуль непрерывности и тр = тр{1) =

(log2t);\ (3 > 0. Тогда неравенство

A,,r,(F(/)) < С,„.Г4.„(Л (Ю)

выполнено при всех / Е £(0. 1) и Р Е 1лрд/1 тогда и՝ только тогда, когда 

справедливо (4). (Здесь и ниже логарифмы берутся по основанию 2).

Доказательство : Необходимость условия (4). В силу Теоремы 1 для 

выполнения (10) необходимо, чтобы

^1о^(2"+1?)Л < С։ 1оё(2п+1/и(5) (11)

при всех д' > 0 и оп = 2 n/2, п = 1. 2,....

Для произвольного натурального по из (11) имеем

log(2"+1t2) 
log 2я՜1՜1 ) dt < С*5 w(5) при всех J > 0 и п > по- (12)

Но на отрезке [а„0. 1] имеют место оценки

, /'log(2"+1t2)\\ /п + 1-noV п0 V
֊ ( log 2՞+’ ) Ц п +1 J =V՜^) ПР” П-П°-

Следовательно, функции
Hog(2n+1t2)\^ 
\ log2n+1 /

сходятся равномерно к 

(при п —> ос)
на отрезке [аПо, 1] при п —> ос. Поэтому из (12) следует

при всех <5 > 0.
*0

1ак как по произвольно, то из этого неравенства получаем (6), что влечёт (4).

ДосI атомность условия (4). Если выполнено (4), то выполнено и неравенство
(11), так как

log(2’4-V)\a 
log2n + 1 ) при /3>0иап<*<1),

< 2п + 1. Но в силу Теоремы 1 условие (11) достаточно для (10), 
что и требовалось доказать.
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Предложение 4. Пусть — модуль непрерывности, а г7 = т7(<) = I *1', 

7 > 0. Тогда неравенство

<С,г„гА„,г,(7) (13)

выполняется при всех / £ £(0. 1) и Р € Ьф.и 1 тогда и только тогда, 

когда
С* оМ/ -г—т~ < Св 6 ~ при всех д > 0. (14)

Доказательство : По Теореме 1 для выполнения неравенства (13) необходимо

и достаточно, чтобы
ы(<Н) 1 , 1 /сч
------- П < Св 7 I 2п - 2пч ' при всех д > 0 и п = 1. 2, ....

Переходя к пределу при п —> оо, получаем
ы(<Н) сП < С$ш(6) при всех д > 0.

Делая в интеграле подстановку 6 / = и, получаем

Г <1и < С^՜2-' при всех д > 0,

т.е. (14). Предложение 4 доказано.

Замечание 1. Для 7 > 1/2 условие (14) выполняется лишь при а/(<^) = 0. так как 

в противном случае всегда о»(д) > С~6 при 0 < <5 < 1 (С7 > 0). Следовательно, в 

этом случае интеграл в (14) расходится и (14) не выполняется. Поэтому условие 

(14) имеет содержательный смысл при 0 < 7 < 1/2.

Замечание 2. Условие (2) в некоторых случаях можно преобразовать. Напри

мер, пусть т(£) почти возрастает и удовлетворяет До-условию. Тогда

т(2*‘ <2) < С1 т(2") при ап < « < 1, п = 1, 2,.... (15)

Если выполнено условие (4), то имеем

< СбСь>(5) для всех 6 > 0.

Следовательно (см. (15)), получаем

/* <Л^)т(2п и2} ди < г(2п) при всех 6 > 0, п = 1. 2, ....
и

Поэтому из Теоремы 1 вытекает, что условие

Г <*>(<* и2)^и < (78 г(2п)и;(д՝) при всех 6 > 0, п = 1, 2,...
и

достаточно для (1). Поэтому, из условия (4) всегда вытекает (1).
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Замечание 3. Если функция г(<) почти возрастающая и удовлетворяет Дз- 

условию. то её рост не быстрее, чем А1" для некоторых положительных чисел 

А и а. т.е. т(1) возрастает не быстрее чем степенная функция. Кроме того, для 

целых р е [1. 2П] и п € # имеем

т.е. в пачке [2п + 1. 2л + 2, ...,2”+1] функция т(т) растёт в ограниченных пределах, 

не зависящих от п.

Тем не менее справедлива следующая теорема (см. [8, [9]).

Теорема 2. Пусть cu(J) - модуль непрерывности, а т(/) - почти возрас

тающая функция на [0, сю) и

т(2п + 1) < С9 г(2”) при n = 0,1,.... (16)

Тогда, чтобы выполнялось (1) при всех f Е L(0. 1) и F Е Ырм1 

необходимо и достаточно выполнение условия (2).

Здесь До-условие заменено на (16). Отметим, что условие (16) ограничивает 

изменение т(тп) только в п-ой пачке 2Л + 1.2” + 2.....2л+1], но не ограничивает

их рост по разным пачкам.

Заметим, что по системе Хаара даже множество Aj не является алгеброй, так 

как существует f Е Ai- для которого f2 £ Ai. В связи с этим, нужны какие-то 

ограничения. Положим А_ = Aw Л . Справедливы следующие теоремы.

Теорема 3. Пусть w(J) — модуль непрерывности. Для того, чтобы 

А^ была алгеброй и имело место неравенство Aw(/2) < АД/) для 

\ с Ц/Ik = 1, необходимо и достаточно выполнения условия (4) 

при 5 е (о, 1].

( ОО ) Теорема 4. Пусть u»(J) - модуль непрерывности. Тогда, чтобы At 

была алгеброй и имело место неравенство АД/2) < Aw(||/||оо • /) для 
всех f Е А^ необходимо и достаточно выполнения условия (4) при 
О < <5 < оо.

Замечание 4. Автору не известны по рассматриваемой тематике окончательные 

результаты для различных одномерных или кратных ортогональных систем 

(тригонометрическая, Уолша, Франклина, Чисельского, всплески и др.).



О теоремах Леви и Марцинкевича 81

ABSTRACT. Given a modulus of continuity w(5) 0, <5 E [0,oo), u>(— <5) =
w(5) and a positive sequence r = {r(n))+*_oo, define the class Aw>r(T) as the 

set of functions f G Z(0, 2tt) with finite «norm” ||/||w>r = w(cn (/)) r(n). 
n = —oo

i he paper attempts to prove Levy—Marcinkiewicz type theorems for the 
class AWir(T).
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