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В статье рассматривается задача аппроксимации по сдвигам фиксиро
ванной периодической функции в структуре /^-сходимости. Получе
ны точные формулы для главных членов соответствующих асимпто
тических разложений приближённой ошибки. В статье предлагаются 
быстрые алгоритмы, которые особенно эффективны в случае аппрок
симации сплайнов чётного порядка и “модифицированных сплайнов” 
нечётного порядка.

ВВЕДЕНИЕ

Проблема аппроксимации по сдвигам фиксированной периодической функции из

учалась в многочисленных работах (см., например. [1] - 3]). В [4], [5 был разрабо

тан общий подход к аппроксимациям, основанный на минимизации определённых 

функционалов. В частности, были получены оценки для периодических биорто- 

гональных разложений и интерполяций по сдвигам на конечном отрезке.

В случае, когда аппроксимируемая функция, определённая на конечном отрезке, 

не обладает гладким периодическим продолжением, возникает проблема уско

рения сходимости. При тригонометрической аппроксимации (соответствующей 

сдвигам ядра Дирихле) ускорение было достигнуто методом, восходящим к А. 

Н. Крылову, основанным на применении полиномов Бернулли (см. [б] - [8] и 

пункт 1.3). В настоящей статье рассматривается Ь2-сходимость полиномиально

периодических аппроксимаций достаточно гладких на [-1,1] функций по сдвигам 

фиксированных периодических функций и получены точные формулы для глав

ного члена соответствующих асимптотических разложений. Изучаемый подход 

Исследования. представленные в данной работе, выполнены при поддержке 
гранта МГЗАТ- СЯРГ # С5 037-01 (ВСР 7420).
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особенно эффективен для аппроксимации по сдвигам сплайнов чётного порядка 

и "модифицированных сплайнов нечетного порядка.

§1 . ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ

Наше исследование основано на работах [4] - [8]. В этом параграфе приводятся 

некоторые результаты из этих работ, используемые в дальнейшем.

|| • || ортонормальную систему {
1.1. Результаты из [4] и [5]. Рассмотрим в пространстве £з( —1,1) с нормой 

}ос
. Пусть 2 - множество целых 

П —— ОО
чисел, и последовательность {0П}, 0,, С՜ С такая, что ряды

«2 = 52 |в„+.(2Л'+1)12 + о- N > 1, п = 0, ±1,..., ±N

с ходятся. Тогда конечная система

Ед л»*(п+»(2Л’ + 1))х
^п + !>(2Л’+1)с »

з£2
(1)

п = 0, ±1,.... ±7V, будет ортонормальной в 1>з(—1,1). Рассмотрим соответству

ющее ортогональное разложение функции f Е Ьг( —1.1) :

((₽.) = {¥>"},

SN(f) =
N

52 (2)

Лемма 1. Пусть / € Ьз( — 1,1) и fn = |(/. е’՞’1*) — её коэффициенты Фурье.

Имеет место следующая оценка

Следующий результат является непосредственным следствием оценки (3).

Теорема А. Условие

IM2 , 
lim —— — 1, п — const 

Ar-*oo

является необходимым и достаточным для || • j(-сходимости S&(f) —> f 

(N —> ос) для любого f 6 Lof —1, 1).

Оценка (3) характеризует быстроту сходимости —> f в терминах коэф

фициентов Фурье {Уп)« Разложение (2) можно представить по сдвигам перио

дической функции b(i) = Япе'"՜’1*. Следующие формулы эффективно ре

ализуются применением компютерного интегрирования и алгоритма быстрого

преобразования Фурье (FFT) :

У’п(г) =
1

^п(2Лг+ I)
т —

2У + 1
2з

J
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®"(/) = (2л + 1)’ ։^кс'к (։ " 2лгп) ’

61

где

Дк = /(Ф (*-

представляется преПусть теперь последовательность {#„) = <0 

разованием Фурье
е(Х) = Г е~,Л,р(х) (1х.

* — ОО
(4)

Предполагая, что р(х) € Ьг О и V |p((2^ 4- 1)х 4֊ 2Л:)| < ос, функцию Ь(т) 
к

можно представить посредством сдвигов функции р(х) :

Ь(х) = (Л' 4- 1/2) Ете2 Р((2^ + 1)х - 2г).

1.2. Полиномы Бернулли и аппроксимация функций одной переменной

([6] - [8]). Положим Ак = —1), /я = I / /(х)е_,"'п֊г </х. Общеиз-
-1

вестей следующий результат.

Лемма 2. Для любой функции /(х) Е 1,1], д > — 1

(51

Используя Лемму 2. функцию / можно представить в виде

/(։) = £л։В*(х) + Г(х), 

1-0
(6)

где Р(х) - некоторая 2-псриодическая и д раза дифференцируемая функция. 

Полиномы Бернулли Вх (х) имеют коэффициенты Фурье вида

{
11՜1) \кхт при п О

О, при п = О,

и определяются рекуррентным соотношением

где константа интегрирования вычисляется из условия
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Из (С) следует, что коэффициенты Фурье функции определяются по форму

лам

= п = 0,±1,---,±ЛГ. (7)
к=0

Следующая формула называется полиномиально-периодической аппрокси- 

мацией :
я

Дг)=Мх)= 53 +(8)
п=—Л* Дг=О

Если / € С,+2[—1,1], то Г,. — 0(п՜4՜2) при п —+ оо. Поэтому можно рассчи

тывать на быструю сходимость /;у к / при —> оо. Для определения чисел А* 

(/ = 0, •••.<?) воспользуемся соотношением (7). Заменив (7) следующей системой 

с неособой матрицей Вандермонда

Л, = ^2 АьВь.п., з = 1,...,д + 1, п, ф п, (г ф ;), (9)
*=о

сопвЬ ЛГ < |п,! < ЛГ, Лт эс,

получим ошибку порядка О(ЛГ՜ * 2), Лт —> ос. Решение системы (9) изучено в [7],

[8], где показано, что ошибка |Ла — Лд I имеет порядок О(ЛГ д+>е х) при —> оо.

1.3. Полиномиально-периодическая аппроксимация. В применении к раз

ложению по сдвигам некоторой функции этот метод можно описать следующим 

образом Пусть / € Св+1[—1,1]. Рассмотрим следующую аппроксимационную 

формулу, соответствующую разложению (б), и называемую полиномиально

периодической аппроксимацией:

(7 \ 9
/(։) -53л42М»)1 + (10)

(-и / А-О

Отметим, что при следующем выборе

при }п1 < №, 
при |п| > №,

(11)

(10) совпадает с (8). В этом случае {у’п(х)}^=_<у совпадаете урезанной системой 
Фурье ■^■^е1ГТ։г | (см. Пример 1 ниже).

Нас интересуют асимптотические Ь2-оценки ошибки —/ при .V —> оо. При 

этом, наш анализ не касается вопроса приближённого определения скачков {Лк} 

посредством (/.<рп) в общем случае (см. 1.1).
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§2. АСИМПТОТИЧЕСКИЕ £2-ОЦЕНКИ
Пусть /(х) - функция, определённая на [а, 6]. и пусть и>(д./) - её модуль непре

рывности

= .чир|/’(г1) -/(х2)|, Т1.т2Е[а.6], |Х1 - г2| < 6.

х € [—1/2.1/2], положим

Предполагая, что и՛(г) / 0 при

Здесь и ниже V* означает сумму, не содержащую слагаемое, соответствующее

а — 0. Отметим, что Ф(х) > 0. Из (1) и (2)

После несложных преобразований получим

.V 
н/-5Л(/)|р=2 Е « п=-Л*

-4 Ле (13}

Теорема 1. Пусть выполнены следующие три условия :

1°. Функция #(т) кусочно-непрерывна, и ряд |0(* + з)|՜ 1՝ равно

мерно сходится на [—1/2, 1/2],

2°. Существует монотонная на каждом из отрезков ՛ — ֊, 2. 0) и (I), 1/֊; и 

интегрируемая на ( — 1/2, 1/2) функция т(х) > 0 такая, что л Е

ФО,
3°. / € С’+2[֊1,1],

Тогда
Пт (2ЛГ + 1)2’+3||/ - $Х4/)112 =

Лг—
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И,+11’ / 1 Г1'2 ( 1 |Ф(х)|’\
I 29-Г 3 2 Л1/2 \X=''+4 W2(i) J (14)

Доказательство : Воспользуемся неравенством

II/ - ^(/)ll = Ilf - Sk(F)ll < НЛ ֊ Sa-(F,)|| + ||f2 ֊ Sn(F2)||, (15)

где (см. Лемму 2), n 0

F(x) = Л(х) + F2(x), F,(x) = 52 (i^i ■

n^Z

F2(x) = Y >2,.e""", F2.„ = ’ f /։’+։>(х)е-‘™' dx, n # 0.

Хорошо известно (см., например, (10j), что \fn | < const a?(|nj-1,/), и поэтому

|Г2|П| < const w(|n| \ /^2’)|n|֊^2. (16)

Согласно Лемме 1 (f„ —

iiA-S.v(y2)|i<4 (17)

Первое слагаемое в правой части (17) оценим с помощью (16) :

l-Fi.np < const
|n|>A՜

const o;2(AT 1./,<7+2^)
(18)

Для второго слагаемого имеем ([х] - целая часть х)

const
V՛'

.2^+4
n=-[7x] n

const V Ф (tn)
2^ t2</+4

(v/AT)<|n|<A’ "

(19)

Ясно, что из утверждений Теоремы 1 вытекает интегрируемость Ф(х)ж 2? 4 на

[—1/2,1/2] и существование предела (см. [11])

п — — N

Следовательно, второе слагаемое в (19) оценивается выражением

const
(2N + 1)2»+3

f1/2
Ф(х)х 2<։ 4 dz.

-1/2
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Соответственно первое слагаемое мажорируется выражением

const
(2W + 1)29+3

которое стремится к нулю при Л —> ос, поскольку т(х) интегрируема. Таким 

образом, Итдг-юо(27V 4- l)2,?‘r3j[F2 — Sw(F2)112 = 0. и следовательно

lim (2N + 1)2’^||/ - ^(/)||։ = Jim (2N + 1)2’«||F, - SN(F։)I|2- 
jv—>оо N—>ou

С другой стороны, в силу (12)

(2N + 1)2’+3||F,-5Л-(Л)||2 = |Л,+>|2 1
2тг1+< (2N + 1)

Покажем теперь, что

X ֊֊ € Щ-1/2,1/2), 
w(z)

и что при N —> ос суммы в (20) можно заменить соответствующими интеграла

ми. Имеем

-2,_4 _ тР = ф(») _ |ф(х)р
Ы2(т) ®29+4 0?2(®)

(21)

Согласно условиям 1° и 2° функции |Ф(х) 2и-2(х) и Ф(х)х՜'’՜4 интегрируемы 

на отрезке [-1/2,1/2]. Третье слагаемое в правой части (21) мажорируется 

выражением

const < const (Ф(х)х 2« 4)х'2 < const (т(х))1/2.
w2(x)

Для завершения доказательства остаётся учесть, что из условия 2° следует 

интегрируемость функции у/т(х) на [—1/2, 1/2]. Теорема 1 доказана.

Для заданного а (0 < о < 1) обозначим через Ла класс функций /, удовлетво

ряющих оценке w(6, /) < Сба, где С - постоянная, не зависящая от д. Известно 

(см., например, [10]), что |/n| < const |п| — о.
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Теорема 2. Пусть выполнены следующие условия :

1°. Функция ^(т) кусочно-непрерывна, и ряд V |0(а?-|-з)|2 0 равномерно

сходится на —1/2, 1/2]»

2°. Нт х-2’“3Ф(т) = В,

3°. Существует монотонная на каждом из отрезков ( — 1/2,0) и (0,1/2) и 

интегрируемая на (—1/2,1/2) функция П(т) > 0 такая, что

|(Ф(т)т-2?-3 - В)т-1| < П(г), (22)

Пт (1п е)՜1 [ П(т) Их = 0, (23)
<-»+° Л<|»|<1/2

4°. /<«+2> € Ло, 7 > -1.

Тогда
(27У 4֊ 1)2,+32 |Л,+;|2

Л^-даттг117՜5-՝'*7’11 ()
Доказательство : Воспользуемся неравенством (15), в котором второе слага

емое в правой части оценим с помощью Леммы 1. Первое слагаемое в правой 

части (3), где /п = Рз.п» оценивается как и при доказательстве Теоремы 1 (см. 

(18)). Второе слагаемое в (3) при /„ = р2 П оценим следующим образом :

|Л.»|2Ф(«П) <
соп§1

(2ДГ -I- 1р9+3

СО118( ' и>2(|п|

- —“Й
сопяЬ

(2/77 I)2?-*3

Таким образом

Пт
/V—ЮС

-1֊ 1)2’+3 
711(2^ + 17՜ ||е2 - $Л-(Г2)||2 = 0,

и следовательно

1йп
(2/V 4- ] )2<г+3 
"1п(2ЛГ +1)՜ ||/-$М/)Н2 = Пт 

У-»оо 1п(22У+ 1)
||Л֊5лг(Л)||2.

Согласно (13)

пл - 5лг(л)Н2 = 2 Е ’ 
п = —Л’

—4 В,с
п=-Лг

(25)
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Второе слагаемое в (25) мажорируется третьим слагаемым, поскольку

const
.V

52 1Л,».+г(2Л' + 1)|2 < const
n=-A’ r£Z

Легко показать, что третье слагаемое в (25) имеет порядок О((2ЛГ4- I)՜2’՜3) при

оо. Мажоранта четвёртого слагаемого в (25) оценивается выражением

const
1/2

constconst Հ-1 
՜ (2ЛГ+ 1)շ4+3?3 Հո՜

Таким образом, имеем

Um (i,^2Vf 1JIZ ՜ Տ>-(/)|1' = 2NUm
Л —* со 1Ո ( 2 /V + 1} Л —♦ со

(2W + i)2v-t֊3 
ln(27V + if

•Mil2 ____ i__ Л'Ф(М1
№*+< л*Н« 21n(2JV 4֊ 1) nf-v է2ց+3 Ո՛ (26)

Для завершения доказательства остается показать, что последний предел в

правой части (26) равен В. Имеем
/ I Л. Ф((„) 1 \ _
Լշհվշ^ + 1), է2.+3„ )

_ г 1 у (Ши! в} 1 ।
- 1№о + 1) \է?.’+3 ) ո

+ Пго —-1— £ (֊ в) (27)

/*-►«> 21п(27У + 1) / ո

Сначала покажем, что первый предел в правой части (27) равен нулю. Подстав-

ляя А(х) = Ф(х)х"2?՜3 - В. получим

1 v՝ A(tn) _ 1 I _____ * քԼ՚՞ճ
2M2jv + i)^։՜՜ ՜ 2>n(2JV + i) " 21n<2JV+1)„=(^)+i "

const Ш
[?JV]

.V

2(2W+ l)ln(2N+ 1)
ns(VAr]+l

l»|>JV

< const W
const /ւ^՜ 

i7T(2VTT) /|Հ~1

Аналогично можно показать, что второй предел в правой части (27) также равен 

нулю. Теорема 2 доказана.
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Теорема 3. Пусть выполнены следующие три условия :

1°. Функция 0(х) кусочно-непрерывна и ряд V 

мерно сходится на [—1/2, 1/2],

|0(х-Ьз)|2 0 равно-

2°. Для некоторох-о а < + 1.5 существует предел

lirn Ф(т)г 20 = С, (28)

3°. /€С«+2[-1.1], 9>-1.

Тогда

lim (2N + l)։e||/֊S’v(/)|l’ =

(29)

Доказательство : Используя (13), получаем

Лг 
ll/-sjr(/)|p = |!F-S.V(F)||։ = 2 22 ' Ф(։„)|р„|’- 

n=֊.V

(30)

где (см. Лемму 2)

к"=2(^’ ^ = /_’/>’-'(х)е—с/х, п^О.

Как и при доказательстве Теоремы 2, можно показать, что второе и третье слага

емые в правой части (30) имеют порядок O((2^-^-l)՜2<i՜՝i) при N —> оо. Последнее 

слагаемое в правой части (30) мажорируется следующим выражением :

const
(2/vTT?~ (2W + l)ff+i-«+*’

const

Следовательно

lim (2N + 1)3о||/ -
N

= 2 lim (27V + 1)2° £ ՛ 
n = -/V

■-x lim 27r2<7+2 ,V ֊»oo n2g + 3-2o '
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Покажем теперь, что

N I 12 I \1

п = -Лг п£И

Обозначив Ф(я) = х~2оф(х), Ф(0) = С, и учитывая непрерывность функции Ф(т)

в точке х = 0, получим

N

n2q+2-2a
|п|>лгn=-N

Здесь мы воспользовались тем, что согласно условию / € С*9+2) имеем |гп | <

const |п|-1. Остаётся отметить, что ряд V 
n£Z

Теорема 3 доказала.

п 29 ч+2° сходится при о < д +1-5.

ЬЗ. ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ И ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ м

В этом параграфе мы рассмотрим примеры, иллюстрирующие результаты §2.

Пример 1. Рассмотрим простейший случай (см. также (11)). который соответ

ствует классический системе Фурье :

0(z) =
при
при

|х|< 1/2, 
1*1 > 1/2.

Все условия Теоремы 1 выполнены, и на отрезке [—1/2,1/2] имеем Ф(х) = х՜9 2

Согласно формуле (14)

Jim (2W + 1)’+1։||/-S^(/)II = M,+i|a(«), 
.V—юо

(31)

где

a(Q) =

Таким образом, мы имеем точную асимптотическую оценку /^-ошибки для 

метода Фурье-Бернулли (см. [7], [8]). В Таблице 1 приведены численные значения 

а[(]) для различных значений д.
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1

а(9) 0.4501 0.1654 0.0816 0.0439 0.0246 0.0142 0.0083

Таблица 1. Численные значения константы а(д) для различных значений q.

Пример 2. Рассмотрим следующий нестандартный случай :

при
при

з > 0.

Имеем
\ 2л . о.

LU-fz) — COS ֊X -Ь S1D* -х 
£

Ф(г) =
sin2'

cos2* у г + sin2* уХ (32)

Очевидно, что условие 1° Теоремы 1 выполняется. Имеем

Ф(х)х 2q 4 < const ж2* 2q 4. (33)

Функция в правой части неравенства (33) монотонна на каждом из интервалов 

(—1/2,0), (0,1/2) и интегрируема на интервале (-1/2, 1/2) для з > д Ч- 1.5. 

Следовательно, условие 2° Теоремы 1 выполнено. Кроме того, при 0 < х < 1/2

имеем

Ф(х) = в(х)х~д՜2 — в[х — 1)(х - 1) 4 2=х q 2 cos'— (х — 1) ’ 2sin' -ж, 
2 2

а при — 1 /2 < х < 0 имеем

ф(х) = 0(х)ж՜7՜2 - В(х Ч- 1 )(х Ч- I)՜9՜2 = х՜4՜2 cos* ух — (х + I)՜9՜2 sin* — х.
2 2

Согласно Теореме 1

lim + 1 )’+1 511/ - S’.(/)|| = |4,+l|»,(9,«), (34)

где

Численные значения постоянной />1(д. з) для некоторых значений з и д представ

лены на Рис. 1. Сравнение с Таблицей 1 показывает, что при чётных д (нижние 

диаграммы, Рис. 1) значения константы />](д,з) всегда больше, чем соответству

ющее значение а(д), и если з возрастает, то />1(д, з) приближается к а(д). Таким
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Рис. 1. Численные значения константы 5) для различных значений з и д.

05
<4

образом, для чётных д классический эыбор функции в\х). как в Примере 1. при

водит к более эффективной интерполяции по сравнению с Примером 2.

Для нечётных же д (верхние диаграммы. Рис. 1) ситуация совершенно иная. Зна

чения константы 6г(д, 5) сначала быстро убывают (если з возрастает) до некото

рого минимального значения, а потом начинают возрастать до значений констан

ты а(д). Сравнение с Таблицей 1 показывает, что начиная с некоторых значении 

з. />1(7; з) становится меньше, чем 0(7). Такое поведение />1(7. з) с резко выражен

ным минимумом даёт возможность выбора оптимального значения параметра з 

при фиксированных нечётных значениях д. Оптимальные значения параметра з 

найдены посредством пакета программ МАТНЕМАТ1СА 3.0. Соответствующие 

результаты приведены в Таблице 2.

*7 5 М*.*) бПТЯ

-1 1.17501 0.318887 1.4

1 3.68683 0.015286 5.3

3 6.26922 0.001880 13.1

5 8.83021 0.000234 35.4

Таблица 2. Оптимальные значения параметра з и константы бцд.з).

Последний столбец в Таблице 2 показывает, насколько эффективней становится 
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оптимальная интерполяция по сравнению с классической (см. Пример 1). Отме

тим также, что оптимальное значение параметра я возрастает с увеличением 

9- 
%

При я = д 4- 1.5 из формулы (32) имеем (см. также Теорему 2)

В = 1ш> Ф(х)1՜2’՜3 = (тг/2)2*+\

Таким образом, выполнены условия 1° и 2° Теоремы 2. Кроме того, имеем

Ф(х)т՜2’-3- В
< сопвЬ а-,

и поэтому выполнено также и условие 3°. Из Теоремы 2 следует

4- 1
(35)

где

Ь2(9) =

В Таблице 3 приведены численные значения для некоторых значений д.

9-1012345

Ъ2{ц) 0.3989 0.1995 0.0997 0.0499 0.0249 0.0125 0.0062

Таблица 3. Численные значения 62(д) для -1 < д < 5.

Наконец, при я < д 4- 1-5 имеем (см. также Теорему 3)

С = Нт Ф(т)г՜2’ = ( —
։—»0 ' \2/

Поэтому при 01 — з выполнены все условия Теоремы 3, откуда следует

Вт ^+1)։'||/-<?’(/)||’ =

= Г Лх _ (36)

1 аким образом, для нечётных значений д и оптимального выбора параметра я 

получим более строгий алгоритм по сравнению с классической тригонометричес

кой аппроксимацией (Пример 1).
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Пример 3. Рассмотрим случай, где

\ ֊1/2

£(n + r(2N + I))֊2’-
Г62 /

(-1)
(n + r(2N+ 1))?+2’ (37)

при п 4- r(2^ + 1) 0 и во = 1- ^г(2Л'+1) = 0 при г ф 0. Используя Теорему 1,

получаем

II/ - S"N(f}\\ = o((2N + J)-’-* ’), N -+ оо.

Докажем теперь более точную оценку, выделяя главный член асимптотики

П/-«Л(/)11-
Теорема 4. Пусть /1я+2) £ Ло, а > 1/2, ц > —1, и вп — последовательность,

определённая по (37). Тогда

lim (2W + l)2’+4||/֊Sj,(/)||2 =
Л —>эо

(и,+1|2 + 2/* |/<»+։>М1’«ь- I/՜ /(’+։)М

ОС
где £(з) = V г՜* — функция Римана.

г=1
Доказательство : Легко проверить, что

lim (2Х + 1)2’+‘||Л - $ИЛ)П։ = -
А—>ОС 7Г

С педовател ьно

lira (27V + l)2’+"||/-SXr(/)||2 =
A'—>оо

= lim (2W + 1)2’+41|F2 ֊ Sw(F2)|i2 +
A ->cc

|X,+l|2C(2? + 4)

(38)

Воспользуемся формулой (13) при

/-=^=2(4^՛

Как было показано при доказательстве Теоремы 2, второе слагаемое в правой 

части (13) при /п = ^2.п мажорируется третьим слагаемым, для которого, в 

свою очередь, имеем оценку

const

|n|>N
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Последнее слагаемое в правой части (13) при /„ = Г2։П мажорируется выраже-

нием

1/2

const
- (2ЛГ + 1)9+2

const const

Таким образом

Пт ;2Л' +1)2’+4||/ - syv(/)||2 =
Л —>ос

|А,+ 1|2С(2<; +4)

Остается доказать, что

(39)

Рассуждая как и при доказательстве Теоремы 3, получаем, что ряд в правой 

части (39) сходится, так как < |пI 2о, а > 1/2. Поэтому имеем

lim (2N + 1)։’+4||/- $М/)1Р = Е ' ИпР + ,Л?+1'У+27 + 4)-
Л-»ГК 7Г~Ч *—' 7Г՜՞^n£Z

Использование равенства Парсеваля завершает доказательство Теоремы 4.

Пример 4. Рассмотрим функцию

(40)

где т > 1 ֊ целое. Это случай хорошо известных В-сплайнов, для которых 

зирр(р(т)) £ [-тп, пг]. В этом случае имеем

2m — 2m (41)
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Кроме того, имеем оценку Ф(т)а;՜27 4 << сопя€ х 2т 2? 4 Таким образом, при

т > д •+• 2 выполнены все условия Теоремы 1. После несложных преобразований 

из формулы (14) получим

11/֊^(/)П = |Ад+1|с1(9,т),

2'2(?4-3

2д + 3

где сЦд,т) =

-т-^-2 \2

0.4и
0.39

и

Рис. 2.

0.281

0.26՛

0.24

0. 2?

0.2

5

т.

5 
т

0.0775» 
0.075

0.0725
0.07

0.0675։
0.065Е

0.3625
0.06

(1х— 2т

та

Значения константы С1(д,тп) для -1 < д < 2 и 2 < гп < 8.
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т

8

Рисунки 1 и 2 почти идентичны. Как и в Примере 2, при чётных д (нижние

диаграммы Рисунка 2) значения константы С1(д, т) всегда больше, чем соответ

ствующее значение а(д), и С1(^.?тг) аппроксимирует а(д) при возрастании т. При 

нечётных д (верхние диаграммы Рисунка 2) С1(д,ти) меньше, чем а(д), и вновь 

аппроксимирует а(д) при возрастании т.

Из формулы (41) вытекает, что (см. Теорему 3)

С = Нт Ф(т)т~2т -2т = 2<(2т).

Поэтому при т<д+1тла=т выполнены все условия Теоремы 3. Тогда из 

формулы (29) имеем

Пт (2Я + 1)2тпН/-^(/)П2 = ֊^и
п2(?+2-2п։ ։япх <1х
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Легко проверить, что функция (40) порождает последовательность, удовлетво

ряющую условию (37) для нечётных д. В этом случае утверждение Теоремы 4 

имеет место и в случае Примера 4.

Пример 5. Рассмотрим функцию
/ • \ т7 у / ЗШ 7ГХ \ 

= --- совтгх
\ 7ГХ /

(42)

где т > 1 - целое. Очевидно, что в этом случае зирр р(х) Е [—гп — 1, ?п4- 1]. При 

т > д 4֊ 2 выполнены все условия Теоремы 1, и из формулы (14) получим

Кт + 1)’+15||/ ֊ 5’ч-(/)|| = |Л,+ 1|<Ы9. т). 
.V—юо (43)

где т) =

На Рис. 3 приведены численные значения <21(д,т) для различных значений д и

т.

0.52

0.5*

0.48

т

0.14

0. 13
£

' 0.12

0.53

5

т

Рис. 3. Значения константы </1(д,7п) для различных значений дат.

0.14

0.13

0.025
~ 0.02
՝ 0.015 ем

Z 0.01
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0

т

Наконец, при т < д — 2 выполнены все условия Теоремы 3, и из формулы (29)

получим

Пт ^ + 1)2-||/֊$’,(/)||* = /V —♦со
С(2т) ՛ 1

7Р 2 9 + 2 ■ 71 ~ ” 2 н

(44)
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Для чётных значений условие (37) выполнено, и Теорему 4 можно использовать 

и для этого примера.

В действительности, при выборе сплайна как в Примере 4 (для нечётного 

7 > —1), а также ‘'модифицированного сплайна”, как в Примере 5 (для нечётного 

Ч > 0), приходим к быстрым алгоритмам повышенной точности, основанным на 

функциях с локальными носителями.

ABSTRACT. The paper considers the problem of approximation by trans
lates of a fixed periodic function in the framework of Lj-convergence. Exact 
formulae for the principal terms of asymptotic expansions of approxima
tion error are obtained. The paper proposes fast algorithms, which are 
especially efficient for approximation by even order splines and odd order 
’’modified splines”.
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