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В статье рассматриваются гипоэллиптические операторы Р(О) с по
стоянными коэффициентами. Получены оценки снизу для функцио
нальной размерности пространства решений дифференциального ура
внения Р(Ц) и — 0. Оценки определяются по поведению символа опера
тора Р(&) на бесконечности.

§1. ВВЕДЕНИЕ

В работе [1] была определена функция IV (е. ^), зависящая от компакта Р и 

£ > О, равная минимальному числу замкнутых множеств с диаметрами, не 

превосходящими £. покрывающих Р. Через функцию ДГ(£, Р) в [1] определяется 

метрический порядок компакта Р. Доказано, что для всех метрик компакта Р. 

не меняющих его топологию, величина 

к(Р) = НпйпГ \п1У(е,Р) 
1п(1/£)

равна размерности компакта Р. В частности. к(Р) является топологическим 

инвариантом.

В работе [2] доказано, что для некоторых вполне ограниченных множеств Р ана

литических функций, функция Я(е, р) — \пМ(е,Р) при £ -> О ведёт себя как 

(1п 1/е)՜’ • Для сравнения массивностей множеств А гладких функций естественно 

рассмотреть следующую числовую характеристику, называемую функциональ
ной размерностью множества А :

аы = Пт Ы
։-»0 1п1п(1/£)

Исследования, представленные в данной работе, выполнены при поддержке 
гранта ИНТ АС 99-01080.
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Пусть Е - локально выпуклое пространство, Ц - окрестность нуля в Е и А С Е 

- некоторое множество. Для заданного е > 0 множество В называется £-сетъю 

множества А относительно и, если А С В + е и.

Для заданного множества А С Е обозначим через 1У(А,Еи) наименьшее число 

элементов £-сети множества А относительно и. Через ЛГ(А,б(7) обозначим 

наибольшее число элементов х1;хт € А, для которых х, - х} £ е и при ։

1 = 1,...,тп. В [2] доказано, что М(А, 2б Сг) < ЩА^еЦ).

Определение 1 (см. [2]). Для заданного линейного, локально выпуклого про

странства Е число

сИЬ = зиршГ 1ип————— и V г->0 1п1п(1/б)

где и и V пробегают все окрестности нуля в Е, называется функциональной 

размерностью пространства Е.

В работе [3] доказано, что если Р(Р) - гипоэллиптический оператор с постоян

ными коэффициентами, то (ИАГ(Р) < ос, где ?/(Р) = {и; и 6 С, Р(Р)и = 0} и 

<1£/У(Р) = п, если Р(Р) - эллиптический оператор от п переменных. В [4] - [7] 

получены оценки сверху и снизу для функциональной размерности пространств 

решений некоторых классов гипоэллиптичсских уравнений. Как доказано в '8], 

= п тогда и только тогда, когда Р(О) - эллиптический оператор от п 

переменных.

§ 2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ И ОСНОВНЫЕ

ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Повсюду в этой статье мы используем следующие обозначения :

ПС' = п-мерное действительное евклидово пространство точек £ — (£1,...,£п):

Сп = тг-мерное комплексное евклидово пространство точек С, = (£1, ...,Сп);

ига = {«, (е. пг"; + 0};

1ЕП = тг-мерное евклидово пространство точек х = (хх, ...,хп);

= множество точек // = (и« где - целые;

.V” = множество точек а — (сц,где а* - неотрицательные целые;

= £Г’.-.ч7% 1)0 = где либо — (1- = -1), либо ,

— (£1> •••>£/ — 11^74-1>*'вэЧп)>7 1| П 5

1«1 = ; 1К11 = ТЕ"». «Л « е < € пг"(С”).
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Пусть Р(Р) = 5? 7г» Ва - дифференциальный оператор с постоянными коэффици- 
а

ентами, и Р(^) = ^7а 4° “ отвечающий ему полный символ, где сумма берётся 
и

по конечному набору (Р) = {а, а € 7а # 01-

Определение 2. Минимальный выпуклый многогранник Л/՜, содержащий мно

жество (Р) и{0), называется характеристическим многогранником или много

гранником Ньютона многочлена Р.

Определение 3. Многогранник ЛЛ называется вполне правильным, если ком

поненты внешних нормалей всех (п — 1)-мерных некоординатных граней много

гранника Л положительны.

Для вполне правильного многогранника Л/՞ через Л(ЛГ) обозначим множество всех 

нормалей А = (А1,...,АП) некоординатных граней многогранника V, удовлетво

ряющих пш1ку<п Ау = 1.

Известно, что для вполне правильного многогранника V множество Л(Л/') огра

ничено. Для многочлена Р обозначим Л(Р) = {С € Сп: Р(0 = 0}, В](Р) — 

{(6,с,С+1,...,6.) = С, Р(С) = 0, с» е Ж"՜1, о е с1}, з = 

</р«) = т£(еО(р) ||£ - С||, С € R.'*, = т1п<бО,(Р) |£> - С)|. 3 = 1,

Будем использовать также следующее определение (см. [9], определение 4.1.1 и 

теорему 4.1.3).

Определение 4. Оператор Р называется гипоэллиптичсским, если выполняется 

одно из следующих условий :

а) АГ(Р) CC~,

Ь) dP(£) -> оо при ||£|| -> оо, £ е IRr‘,

с) для любого а £ /V", |<*| ^ 0 и £ £ ИГ‘, £244) 
/44) -> 0 при II4II оо.

Известно, что характеристический многогранник гипоэллиптического оператора 
вполне правильный.

Лемма 1. Существует постоянная С = Сп>к > 0 такая, что для любого 

многочлена Р от п переменных порядка не выше k относительно
к

c-։52io{pa)|< sup |Р(6 + ч1,6,...,с„)|<22|о{р(4)|, септ, (i) 
J=o у=0

Доказательство : Второе неравенство непосредственно следует из формулы 

Гейлора. Для доказательства первого неравенства в (1) рассмотрим 
к

Q(W = +16......6.) = у <։>«) t1. (2)
j=0
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Для попарно различных точек •••,^41 С 1] следующая система алгебраи

ческих уравнений относительно ] = 1..... к
к

-<2е(т»), / = 1,...,*+1 (3)
7=0

однозначно разрешима. Поэтому, с некоторыми постоянными о»/;

МО = 52^.7 <?€(п), > = 0,...,Л.
/=1

Подставляя эти значения в (2), получим 

* /* + ։ \
■Р(£1 + •••>&») = I I <7-

7=0 \1=1 /

Отсюда следует

1Р[Р«)| = р; р(б + м2, ...:<п)!1е=0 = г!
*+1 
У2^,г 
1=1

<С Яир |Р(^1 + 7/1,С2»-.։^п)|, 
П’и11<

где С > 0 - постоянная, зависящая лишь от к и п. Лемма 1 доказана.

Следствие 1. Существует постоянная С = Сп,к > 0 такая, что для любого 

многочлена Р от п переменных порядка не выше чем к относительно £1։ для 

< е ШЛ I > О
к к

с-122|о’Р(4)|е< зчр |Р(б + ч1,6...
7=0 у—О

Доказательство ; вытекает применением Леммы 1 к многочлену РД£) =

Р(«6,6..... 6.)-
Для доказательства следующего результата мы ссылаемся на [9], Лемма 4.1.1.

Лемма 2. Существует постоянная С > 0 такая, что для любого много

члена Р степени не выше к
к 

с՜1 <Лр(£) У2 

|а| = 1

Р? Р(^) 
Р(О

1/Н
^епг, РИ)/о. (4)

Лемма 3. Существует постоянная С > 0 такая, что для любого много

члена Р порядка не выше к относительно £1

Р(() # 0. (5)

Доказательство : Следует из Леммы 2 и Следствия 1.
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Лемма 4. Пусть Р uQ~ многочлены и ~ неотрицательная функция 

такая, что для £ € Ж"

ад|(?Ю1<^|РЮ1 и т/ ь(а + ..... <„)>с2ед,
Н1|<Р1(ЛО/2

где С1, Со > 0 — постоянные. Тогда существует постоянная Сз > 0, для 

которой

Л(£) «еис.

>>։
Доказательство : В силу Следствия 1, с некоторой постоянной С< > 0 имеем

С4-։Л(О ։ир !<?(£.+ П1,«2,...,£„)|.
"71 1П1|<Р1(Р,{)/2

Отсюда следует

с;‘Л(£)У |£>’1<?(£)|р’1(Л£)<֊- зчр |Л(£1 + 1?1,6,...,£п)х 
;>1 °2 1п։|</»1(Р,€)/2

/">
X <2(6 +т?1,6,-,чп)| < тт- вир |Р(6 +1?1,6,...Лп)|. 

°2 1п։|<Р1(Р,5)/2

Применение Следствия 1 и Леммы 3 завершает доказательство.

Для многочлена Г положим

'Гр(ч) = min pj(P,<), < G IRn.i<j<n

Лемма 5. Пусть P — многочлен с постоянными коэффициентами. Пусть 

Мч) ~ функция, удовлетворяющая следующим условиям :

i) о<ад<рр(а

ii) для любого € 6 (0. 1) существует постоянная ^(е) такая, что 

т^Ы1<е Aft) Мч + r)) > X(f) 4 П<п. Тогда существует постоянная 

С > 0, для которой /1(6 < Cdp(6 + 1, £ £ IRn.

Доказательство : В силу Леммы 3 достаточно доказать, что с некоторой 
постоянной Ci > О

<<7^(01, (евл. 
сг>0

По Теореме 3.3.2 из '9], с некоторой постоянной СЧ > 0 имеем

^/1|“1(£)|Р<“»(О|<С2 snp |Р(£ + ч)|<
а>0 ll»rtl<ft(€)/2

< с2 sup sup |P(^ + (T7J’l),0)+(0(n\77n)|.
По<п>11<Л(0/2 1Ы<М€)/2
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Отсюда и из условий 1), н) вытекает

а>0

< Сз вир 
1М*»п<М€)/2

< Сз вир 
1|’?‘"’11<ли)/2

8Цр !/*(£ +(’),").о) + (о(">.’)п)(< 
1пп|<х(1/2)Л(£+(п<">,0))/2

»ир |Р(« + (ч*”),0) + (0<"»,Пп)|,
Ь-1<х(1/2) МЛ€+(п<">,0))/2

где Сз - постоянная. В силу Лемм 1 и 3, с некоторой постоянной С4 > О

^Л|“|Ю|Р(а|«)|<С, зир |Р« + П)|.

«>о !1^*)||<ад/2

Повторяя вышеприведённые рассуждения (п- 1) раз получим требуемый резуль

тат. Лемма 5 доказана.

Пусть - неотрицательная функция, определённая па 1К", I > 0. Положим 

С(М) = {{6 Ж": Л({) < <), С(։>(М) = {(6 R՞: «“Р||,||<0Г/г М4 + Ч) < «}, 

<?,2)(М) = {< е Ш": 'шГ||,||<^/з + ч) < ։}• Для множества А Е

обозначим через Л7. 1 < 7 < п проекцию множества А на подпространство = 0. 

а через т(Л) - количество мультииндексов множества .4. Для заданного вектора 

сх Е ЛГп-1> обозначим через 1а единичный (п — 1)-мерный куб с центром в точке 

сх и гранями, параллельными координатным гиперплоскостям.

Лемма 6. Для любой неотрицательной функции А(£) на 1ИП существует 

> 0 такое, что

тпев С^/^А./•) < пг(С?(А, <)) < шее Су‘’(А./), 7 = 1,2,.., £ > $о«

Доказательство : Так как /3 / а, а./З Е Лг(п-1\ 7и Л 1$ = 0. то используя 

аддитивность, имеем

тп(Су(А,£)) = 1= шее 1а =

= тев ^иаес>(/»л)плч»-”^а) •

Остаётся показать, что

С^(АЛ) С Оа€С5(Ад)П^(В-1)/0 С С] \А,/). (б)

Пусть Е Су՝(/1. <) - фиксированная точка такая, что для некоторого т 

зиР|1ч11<Уп/2 + ^) < гле <(г) = (&>•••,&-!>Г>€+Ь•••»&»)• Лля жданного 
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вектора £, через а(£) € №п обозначим вектор, для которого |сг,(£) — £,| < 1/2, 

{ = 1, ...,п. Так как ||«(ч('’")) ~ £(Г)Н < з/«/2, то

Д(а«(т))) = Л(£(т) - (4(т) ֊ а(£(т))) < зир А«(т} 4- т?) < 
||ч||<у6Г/2

Следовательно, о(-^(£(т)) ё С\ По определению 1О имеем Е

4«>«(г))- Поэтому
С Са€<?>(Л1е)пЛ^(п-։)/а.

Для доказательства второго вложения в (6) отметим, что для любых ё Лз, 

(3 Е Gj[h,t) ОЛМ"՜1* имеем —/?|| < \/п — 1/2 и Л(Д(т)) < / для некоторого

т е Щ1, где 0(т) = (А,...,/3>-1,т,Д-+1, Следовательно

■шГ ЬШ + П) < - (<(т) ֊ /?(т)) = Л(/?(г)) < /.

Отсюда следует, что 2) и получаем требуемый результат. Лемма 6 

доказана.

Предложение 1. Пусть Л1(£) и — неотрицательные функции, опре

делённые на 1ДП такие, что /12(^) < Ах(^). Тогда
—----1птп(С;(/11,<)) —---- 1п7п(С7(/12,*))
пт ------ г------------ < 11Ш------ ;-----------

*֊♦+■ оо 1П< ~ <-*+оо 1п< 1

Доказательство : Следует из С С](Ь2,1) для / > 0.

Лемма 7. Для любого гипоэллиптического многочлена Р от п > 2 

переменных существуют величины
֊Р---- 1п т(С;(с/р,<))пт------ т2------- —
Г-Ц֊со ]д<

Доказательство : В силу Леммы С достаточно доказать существование

Нт < —*-гоо
1п1пев(Су)((/рЛ))

1п/.
Из условия гипоэллиптичности многочлена Р следует, что с некоторыми посто

янными С1, С? > 0

1+„ с* 1К11С’-
Нч1|< Уй/2

Учитывая Предложение 1, получим

--- 1пте8(С’2,(</р,«)) 
пт - --------- <-----------1п£

-т—1Пте»(С,(С1||{|П,«-И))
։-»+оо 1п £

< Гил
~ <-* + ос

111(2 7Г)П՜2 /1п£ = (п — 1)/С2 < оо.

Лемма 7 доказана.
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53. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Теорема 1. Для любого гипоэллиптического оператора P(D) от п > 2

переменных с постоянными коэффициентами

dfW(P) > lim
lames (Gj1’(^(P),/-))

L = 1,2.... и в 7V(P) определим топологию W = {(7 € N(P)'- q(U) < 1},

V/, - {U G N(P): qL(U) < 1}, L = 1,2.....  Пусть a, b £ AJ (t) - два различных 

вектора. Легко проверить, что

lot , ...J

Доказательство : Обозначим через ...,а^(тп(/^,£)) элементы множест

ва С;(Р](Р),г)С\ Т'/!”'՜1}. По Лемме 3 для любого натурального I, 1 < I < тп(р]}1.) 

существует комплексное число <5(/) такое, что

и hn|Q(Z)| < (Р, ai(Q,...,aj-i(/), Re С;(/),а; + 1 (/),...,ап(2)) < t. Каждому тако

му вектору сопоставим функцию Ui(x) = ехр^т^'а*7’ 4- £/£>(/)] € N(P). Пусть 

7 - число такое, что 7՜1 € #+• Через A}(t) обозначим множество rn(p} (Р), t)- 

мерных векторов (raj,г = 1, ...m(pj(P),t), для которых 7“*Ог ~ 

целые неотрицательные числа. Ясно, что количество таких векторов равно 

Сопоставим каждому вектору а £ AJ (t) функцию

m(?j(P),t)
аг е’[(։,и).ог(-’)(г))+л‘5<Лг)] £ N(P).

В N(P) рассмотрим следующие полунормы :

q(U) = (Зл)^-1^2 0)|2dzul
1/2

qL(U) = max |<7(ar)|,

Простые вычисления показывают, что

arUr G m(P1(P),t)eL։

откуда следует
М(тп(р, (Р), t) е’-։ VL,y W) > 1-"W|
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Пусть Е՛ > 0 - фиксированное число. Положим £ = e~2Lt и

f' е՜1'
2 б

где [т] - целая часть числа т.
%

В силу Леммы 7 существует число £о > О такое, что при 0 < € < £о

£՛ e~L ։
2е

• •

Е՜՝'3

и в силу свойств функций М и N

In In АГ (е' Vl,eW) = Inin N(Vl,e W/e') > In In N(VL, 2e W/e’) =

= lnln7"m,pj(P>։t) > = 1пт(р>(Р)Л) + 1п1п£

+ In Inf 1 — In 3.

Следовательно, согласно Предложению 1 и Лемме 6

P—Inin W)Inn ---- -——— --------—»+o hiln(l/f)

_ —^—-ln(m(pj (P),t)
t-»4֊00 Int

ln(m(P>(P),-!֊1п£ l)

lnln(l/f)
--- In mes (G՛1 * (dP, t)) 

nm--------- —------------
■*+»> lot

Так как е' Ь = 1, 2,... образуют базис в АГ(Р), то отсюда получаем требуемый 

результат. Теорема 1 доказана.

Следствие 2. Пусть Р гипозллиптический многочлен такой, что для некото

рой постоянной С > О

l + dP(t)>Cpi(P,£), £€«".

Тогда

dfN(P) > —---- In mes (Gi,(dp. t))h m-------------------- —
t—*+oo Int

Доказательство : Следует из Теоремы 1. Предложения 1 и неравенств dp(£ +

Замечание. Для гипоэллиптического оператора Р(Т>) имеем dfN(P) = +оо. Это 

следует из того факта, что для любого h((£) > max(pj(P,£), |К||е), £ > О

hm hm ---- -LJ2_L=OCl и df7V(P) > lim --------\ J-■ 7 4- 1.г->П+Г-ч+ос hit ՝ ' - t_». + oo |n f

Георема 2. Пусть — многочлен n > 2 переменных с вполне пра

вильным характеристическим многогранником Af. Тогда <lf./V’(P) > 
maxAgA^vj |А|.
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Доказательство : Пусть для определённости |А°| = тахд€л(Л') |А|, А? = 1,

А0 е Л(ЛГ). Многочлен Р представим в виде

Ь к

ло = Е =Е Е 7«г,
1=0 1=0 (А°,ег)=гп|

то > ... > гл* > 0.

Так как вектор А° € Л(#), ясно, что существует точка г € такая, что 

РТПо(г) Рто(г) ф 0. Не умаляя общности можно считать, что т = (1,..., 1). 

В силу непрерывности многочленов существует число г € (0. 1) такое, что 

Рто«) Р„։о(£) # 0 на множестве Р = {£: 1 ֊ € < < 1 4- б, 3 =

Для 0 > 0 обозначим через Н(0) следующее множество Щ0) = {£: 0 < 

415 (1 — б)С1/А'’ < €; < (1 + }• Используя Лемму 3, легко видеть, что

существуют постоянные #о։ С1 > 0 такие, что рг{Р. С) < С1£1 при £ 6 Н(0о)- 

В силу Предложения 1, для некоторой постоянной Сз > 0 имеем С(рх(Р),<) О 

£(£1£1,*) И Н(0О) при < > 6>0 и

1г, / Р\ + \ Ь [£%’ - ֊ ъ
> 11 т  -------------------- :-------------------------------
— <-»+оо 1п I

- д° + - Дс— д2 -г ... “Г лп)

ж о • о
где аД2) = (1 - е)/Л, бу(^) = (1 + е)< = 2, ..,п. Отсюда и из Теоремы I 

получим требуемый результат. Теорема 2 доказана.

Пусть Р - многочлен с вполне правильным характеристическим многогранником

Лг, (А15.... Ап_1, 1) — А Е Л(У). Представим Р в виде

ЛГ м

^ю = Ер"‘'«) = Е Е 1'»^°՛
1=0 1=0 (А,а)=т|

Пусть для некоторой точки г 6 Р„։о(т) = О, Р,П1 (т) О

к(г) = тах{г, г > О, |ДаРт[1(т)| = 0, 
(а,А)<г

£ |д°рго։(т)| # 0}

(<к,А)=г

и ттт-х > то — ^(т)- Заметим, что неравенство тгц > то ~ ^(т) является необходи

мым условием гипоэллиптичности многочлена Р.

Теорема 3. Пусть Р - многочлен, удовлетворяющих՜! вышеописанным 

условиям. Если
£ р„р»ргао(т)| # о, 

(а,А)<Л(г)-А„

ТО
А1 к(г\

> -------- 7--ТГ-ГЙ + Аз + ... + А' - [тпх ֊ (7710 - *(т))]
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Доказательство : В условиях теоремы существуют вектор а 6 и число

Е > 0 такие, что
V ОаРт.(т)т)а/а\^0 

(а,Х)<к(г)-Хк

при всех т/ € Г = {т?, О/ — € < < а) + £'3 — 1» 71} С 1К֊о •

Для 0 > 0 обозначим через Н(0) = {£, > 0, (€1/г1)А֊’/,А։ + (а> ~ £‘)€1 1 <
<з < ^(6/п)^/А։ + (а, +б)^Х-’/\ ) = 2,..., и), где 6 = [?По - (тщ - /:(т))]/Л(т). 

Используя Лемму 3, после простых вычислений заключаем, что рп(Р, £) < 
^^аи/а, _ с< А> для всех £ (2 Н(во), где 0 > 0 и С1 > 0 ֊ постоянные. 

Существуют также постоянные Сг > 0 и Сз > 0 такие, что при < > 0о

тез{Я(0) П (7(рп(Р)»*))п >
Л»А1/* /-(оа+ер*3 /•(«»-։+<)«*’—1

>С2 / / ... /

Отсюда, в силу Теоремы 1 и Предложения 1 получаем требуемый результат.

Теорема 3 доказана.

ABSTRACT. The paper considers hypoelliptic operators P(D) with con
stant coefficients and establishes lower bounds for functional dimension of 
the space of solutions of differential equation P(D) u = 0. The bounds are 
determined by the behavior of the symbol of operator P(D) at infinity.
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