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В статье исследуются граничные свойства аналитических в круге (ко­
нечном или бесконечном) функций, представимых лакунарными сте­
пенными рядами. Получены достаточные условия на лакуны, гаранти­
рующие как несуществование радиальных граничных значений (Тео­
ремы 1, 2) так и существование достаточно произвольных радиальных 
граничных значений (Теоремы 3, 4). Доказательства опираются на но­
вейшие результаты и методы комплексных приближений, касающихся 
возможности аппроксимации лакунарными полиномами.

$0. ВВЕДЕНИЕ И ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Основы теории граничных свойств аналитических функций были заложены в 

классических работах П. Пенлеве и П. Фату конца XIX и начала XX веков. 

В дальнейшем эта теория интенсивно развивалась и теперь является одной из 

основных ветвей современного математического анализа (см. К. Носиро [9} и Э. 

Коллингвуд и А. Ловатер '4]).

Граничные свойства аналитических функций, представимых лакунарными сте­

пенными рядами, были исследованы в [8], где получены лакунарные аналоги двух 

известных результатов Ф. Багемила, В. Сейдела [1] и В. Рудина [10]. Настоящая 

статья развивает начатое в [8] изучение граничных свойств аналитических функ­

ций. представимых лакунарными степенными рядами.

Будем использовать следующие обозначения. Для множества Е из конечной комп­

лексной плоскости С обозначим через С(Е) (соответственно, Н(Е)) множество 

всех непрерывных (голоморфных) на Е функций. Для всех R Е [0, 4-ос] положим
— {% ЕС : |г| < К), и предположим, что = 0 и Еж = С.

Обозначим через Ьа логарифмическую спираль, которая в полярных координатах
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(г, ф) задаётся уравнением ф = a log г, г € (0, оо), а 6 IR. В круге DR определим 
кривую L следующим образом :

1) при R = 4-оо положим L = La \ Dr, где а Е IR и т Е (0, оо) произвольны;

2) при Л Е (О.оо) рассмотрим возрастающую последовательность положи­
тельных чисел тп), которая стремится к R при п —> ос, и положим L = |J .

где Lkh - единственный виток спирали Lai։, соответствующий (rfc,rfc+l), а после­

довательность {ап} или неограниченно возрастает или неограниченно убывает 
при п —> оо.

Л/՜ означает множество натуральных чисел и ноль. « *
Следующие теоремы являются основными результатами данной статьи.

Теорема 1. Пусть Q = {<?„}q° — подпоследовательность из удовлетво­

ряющая условию

(1)

Тогда существует функция h Е //(Дя), ограниченная на кривой L С Он?

представимая в окрестности нуля степенным рядом вида

оо
h(z) =

п=0
Я,, = 0 при п £ Q (2)

и не имеющая граничных значений вдоль всех радиусов.

Теорема 2. Пусть С] = {(?„)о° - подпоследовательность из V и М С Ок 

— произвольное счётное множество радиусов. Тогда существует функ­

ция А. Е Н(Рд), которая представима в окрестности нуля степенным 

рядом вида (2) и не имеет граничных значений вдоль всех радиусов 

из М.
Теорема 3 является обобщением результата из [8].

Теорема 3. Пусть = {(7п }о° ~ подпоследовательность из удовлетво­

ряющая условию
Пт — = 1, (3)

п-*оэ дп

ОО

и Е = и Ед - семейство взаимно непересекающихся радиальных от- 
*=о

резков из круга с концами на границе где Ед, к = О, 1,... — нигде 

не плотные множества. Тогда для любой функции / 6 С(Ок) сущест­

вует функция д Е //(Рд), представимая в окрестности нуля степенным 
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рядом вида (2) такая, что для каждого ге"՞ (֊Ес фиксированным <р 

/(ге'^) - д(гс"?) —► 0 при г —> /? - 0. Отметим, что Теорема 3 является ла­

кунарным аналогом результата Багемила, Сейдела и Рудина (см. [1], [10] и [4], 

стр. 163). Доказательство этой теоремы аналогично доказательству сё частного 

случая из [8]. Следующая теорема является некоторой модификацией Теоремы 3.

Теорема 4. Пусть = {дп}о° ~ подпоследовательность из V, удовлетво­

ряющая условию
Нт — = 1, (4)п-чос дп

и М С — произвольное счётное множество радиусов вида

где 0 < <•••< < •••< 1- рациональны. Тогда для любой

/ € С(.О/?) существует функция д £ представимая в окрестности

нуля степенным рядом вида (2) такая, что для каждого те** 6 М с 

фиксированным <р имеем /(ге‘*) — ^(ге’*’) —> 0 при г —> Л — 0.
Следующая теорема вытекает из Теоремы 1.

Теорема 5. Пусть Ц — {?п}о° ~ подпоследовательность из ДА, удовлетво­

ряющая условию (3). Тогда для заданных двух функций а(у?) и Ь(у>), 

определённых на (0, 2тг), допускающих значения ±ос, существует функ­

ция д 6 Н(1)1), представимая в окрестности нуля степенным рядом вида 

(2) такая, что для почти всех € (0. 2я)

Пт а(ге‘*) = а(^) + 1 - О

Отметим, что частный случай Теоремы 5, когда ф = V, был одновременно 

установлен Ф. Багсмилом и В. Сейделем [2] и О. Лехто [6]. Доказательство 

Теоремы 5 в общем случае аналогично доказательству частного случая, но 

основано на Теореме 3 (см. [5], стр. 186).

§1. ВЛИЯНИЕ ЛАКУН НА НЕСУЩЕСТВОВАНИЕ 

РАДИАЛЬНЫХ ГРАНИЧНЫХ ЗНАЧЕНИЙ

В этом параграфе собраны результаты о лакунарных степенных рядах, не 

имеющих радиальных граничных значений, и доказываются Теоремы 1 и 2. 

Обозначим через По полуплоскость По = {г = т + {у : х — ау > 0}, а € 1И..
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Лемма 1. Пусть Q = {qn}o՜ ~ подпоследовательность из X, удовлетворя­

ющая (1), и f £ Н(По) — функция экспоненциального типа, для которой

°° log4՜
■ОО 1 + У2

dy < ОО.

Тогда для любого у? (|<р| < тг/2)

lim - ]og|/(re‘v’)| = Нт — log |/(д„ге’^)|.

В частном случае, когда <р = 0, Лемма 1 совпадает с Теоремой 10.7.4 из [3].

Доказательство Леммы 1 аналогично доказательству этой теоремы.
«Г

Рассмотрим компактное множество К комплексной плоскости :

К = Dr U 7, 7 = La П {D~p \Dr) , 0 < г < р < оо.

Обозначим через Л (К՜) банахово пространство функций, непрерывных на X и 

голоморфных на его внутренности Л'° с нормой ||/|| = sup |/|(Х՜).

Лемма 2. Пусть С} — {9,1)0° ~ подпоследовательность из X, удовлетворя­
ющая условию (1). Тогда для любой функции / € представимой в

окрестности нуля степенным рядом вида (2), и для любого числа е > 0 

существует многочлен р вида

m
р(г) = 

п=0
Рп = о при п £ Q, (5)

такой, что |/(z) — p(z)I < € при z Е К.

Доказательство : Без ограничения общности можем предполагать, что К со­

держится в круге О\. Согласно теоремам Хана-Банаха и Рисса, достаточно дока­

зать, что для произвольной комплексной меры Бореля д на /С, удовлетворяющей

соотношениям

выполняется условие

՛ z9" dp(z) = 0, п = 0,1,.... 
к

[ f(z)dp(z) = 0, 
J к

(6)

где / Е А(Л՜) - произвольная функция, представимая в окрестности нуля степен­

ным рядом вида (2). Рассмотрим преобразование Коши

dp(z)
t — z'

tec\K.
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Ясно, что G(t) голоморфна по t Е С\ К. Для каждого t G С\ К, достаточно 

большого по модулю (|t| > р), степенной ряд

равномерно сходится для всех г € К. Следовательно, интегрируя почленно этот 

ряд по мере р и учитывая (6), получим
ОО м

= У'*~Рп՜1 гРп И1>0, (8)

где {рп} — последовательность, дополнительная к относительно А/՜. Докажем 

теперь, что степенной ряд (8) сходится п действительности при |/| > г. С этой 

целью рассмотрим функцию

Р(ги) = / г® г® = ехр[ю(1ой< + зак^)], ги Е С.

Ясно, что Г(и)) - целая функция. Для и> = х + гг/ имеем |г®| = ехр[(х — ау) 1(^4], 

г < < < р. Так как по предположению р < 1, получим
|-Г(м)|< [ с/|д|(г) = М, г€Пв.

А
В силу (6) имеем

^(9п) = ֊ /г’" п = 0,1,
./дГ

откуда следует оценка \Г(дп)\ < г,вЛ/1։ п = 0.1,.,., где Мх - положительная 

постоянная. Следовательно

lim —log |F(9„)| < logr. n-юо qn
Пусть tan^> = —а и |^| < тт/2. Применяя Лемму 1 к функции и к лучу

arg £ = ф. получим

lim — log|F(n)| < logr. (9)
n-+oc n

Учитывая, что
[ zp* dfi(z) + F(pn),

J к J Dr
из (9) получим

֊Г— 1 i lim — log 
n-*°° Pn

В силу формулы Коши-Адамара для радиуса сходимости степенного ряда, от­

сюда следует, что ряд (8) сходится при |/| > г. Применяя теорему единствен­

ности для аналитических функций и преобразование Коши заключаем, что мера 

Р сосредоточена на круге Dr. Теперь для вывода (7) из (б) остаётся отметить, 
что средние арифметические для частичных сумм степенного ряда произвольной 

функции f Е A(Dr) сходится к f равномерно на Dr. Лемма 2 доказана.
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Лемма 3. Пусть — {^п}* ~ подпоследовательность из ДА, удовлетворя­

ющая условию (1), /(/) и е(г) — произвольные функции, непрерывные 

на кривой Ь С Тогда существует функция д Е Я(£>я), представимая 

в окрестности нуля степенным рядом вида (2) такая, что

!/(*) -^)| < при г Е Ь- (10)

Доказательство : Пусть множество £ Г) (0, R) - возрастающая к R последо­

вательность положительных чисел {гп}?°. Обозначим 7„ = Ь П СЭГ .. \ ).

Рассмотрим последовательность положительных чисел {<$« }о° такую, что дп < 

1иГ{£(г) : г € 7п}, I 0, п —> оо. По индукции, построим подходящую по­

следовательность {рп(г)}о° многочленов вида (5). Положим ро(2) = 0. Сперва 
рассмотрим функцию

Ро(*),
[/(п) ~Ро(г1)]>

ври г Е £»г։, 
при г Е 71 •

Так как Е А (£>Г1 071), то в силу Леммы 2 существует многочлен рх(г) вида 

(5) такой, что |/11 (г) —Р1(г)| < аг при г Е ОГ} 071- Здесь и ниже ап = ^п*1 — <*п+2-

Отсюда следует, что ]ро(<г) — Р1(֊)| < Щ при г Е &Гх и

|/(х) - рг(г)| «1
О1 4- ого

при 2 — Т2, 
при г Е 71 •

Предположим, что уже построены многочлены рп(г) вида (5) такие, что

при г Е Ргв,|Рп-1(г) -Рп(г)| < осп

при г = гп+г, 
при 2 Е 7п •

(П)

(12)

Многочлен рп+1(г) вида (5) построим следующим образом. Рассмотрим функцию

при 2 Е Дгп+1» 
при 2 Е 7п + ь

так, что /1п+1 Е А (ДГп + 1 О7п+1)« Согласно Лемме 2 существует многочлен

Рн+1(г) вида (5) такой, что |/1п+1(2) - рп+1(г)| < ап + 1 при 2 Е ирп+1-

Отсюда следуют оценки типа (11) и (12) с заменой п на п+1. Рассмотрим теперь

функцию
ОО

п=0

2 Е £>/?•
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В силу (11). последний полиномиальный ряд сходится абсолютно и локально­

равномерно на £>/?. Следовательно, д € и в окрестности нуля д(г)

представляется степенным рядом вида (2). Пусть г € Ь. Предположим, например,

что 2б7п.И։ (11) и (12) имеем

|/(г) - рп(2)| < ап + ап-ь |р(г) - рп(г)| =
ОО

52[рд+1(г) ֊рл (г)] 
к^п

ОО

< 52 ** + 1- Дг=п
ОО

Следовательно, 1/(г)—р(г)| < °к — &п- С учётом выбора чисел 6П получим 
к~п — 1

(10) . Лемма 3 доказана.

Доказательство Теоремы 1. Построим функцию / на! следующим образом.

Пронумировав витки кривой Т. на витках с номерами 4п 4֊ 1 положим / = 

0, а на витках с номерами 4п + 3 положим / = 1. На остальных витках 

зададим / ограниченным и непрерывным продолжением на Ь. Далее рассмотрим 

произвольную непрерывную на Ь функцию е(и) > 0 такую, что е(г) —> 0 при 

|г| —> R. Согласно Лемме 3. существует функция Л € Н(Г>д), имеющая в 

окрестности нуля разложение вида (2) и удовлетворяющая (10). Очевидно, что 

функция И удовлетворяет всем требованиям нашей теоремы. Теорема 1 доказана.

Замечание 1. В случае, когда R =. -Коо, условие (1) в Теореме 1 необходимо.

Действительно, пусть Л - произвольная целая функция, удовлетворяющая Тео- 
ос

реме 1. Предполагая, что К удовлетворяет условию V — < оо, согласно теореме 
п=1

Макинтайра [7] получим К = сопя/, что является очевидным противоречием.

Рассмотрим теперь компактное множество К вида К = Ог и {г1։..., гт), г <

Лемма 4. Пусть (} = - подпоследовательность из Л/. Тогда для

произвольной функции / € А(/С), представимой в окрестности нуля 

степенным рядом вида (2), и для любого числа € > 0 существует 

многочлен р вида (5) такой, что |/(х) — р(л)| < е при г £ К.

Доказательство : Аналогично доказательству Леммы 2, достаточно показать, 

что произвольная комплексная мера Бореля р. на К, удовлетворяющая (б), 
сосредоточена на круге 1)г. С '«той целью, запишем (б) в виде

ГП

= 0, п= 0,1,..., (13)
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где ск - атом меры ц в точке г*, к = 1,...,пг. Разделив обе части (13) на х’р и 

устремив п к ос. заключаем, что ст = 0. Аналогично, из (13) получим ск = О 

при к — 1, ...,т. Следовательно, мера ц сосредоточена на Лемма 4 доказана.

Лемма 5. Пусть С) = {дп}£° - подпоследовательность из Е = {гт

- последовательность из такая, что 0 < |хт| 1 R при т —► ос. 

Тогда для произвольных функций /(г) и е(г) > 0, определённых на 

Е, сушествует функция д Е Я(Дд), представимая в окрестности нуля 
степенным рядом вида (2) и такая, что

|/(г) - 9(л)| < е(г| при (14)

Доказательство аналогично доказательству Леммы 3. поэтому мы его опускаем.

Доказательство Теоремы 2. Обозначим М — Рассмотрим последо­

вательность положительных чисел {г„ такую, что гп | R при п —> ос. и 

множества Еп - '.г, , }, г,։_, < । < ... < |зп < гп. гк Е оп,
ОС

п = 1.2,.... На Е — [3 Еи определим функцию / следующим образом : / = О 
>1 = 1

при х Е 2?2п-ь и / = 1 при 2 Е -Я’зп, л — 1,2.... Согласно Лемме 5 существует 

функция д Е Я(£)д), представимая в окрестности нуля степенным рядом вида 

(2) и удовлетворяет (14) для любой функции г > 0 на Е такой, что г(х) —> О при 

|х| —> R. Из (14) следует, что функция к = д не имеет граничных значений вдоль 

всех радиусов из М. Теорема 2 доказана.

§2. ЛАКУНЫ И СУЩЕСТВОВАНИЕ РАДИАЛЬНЫХ 

ГРАНИЧНЫХ ЗНАЧЕНИЙ

В этом параграфе приводятся результаты о лакунарных степенных рядах, имею­

щих наперёд заданные радиальные граничные значения, доказываются Теорема 

4 и необходимость условии (3) и Теореме 3.

Замечание 2. Для любого числа 6 Е [0.1) существует подпоследова­

тельность С А^, п/дп -> $ при п ос, для которой утверждения 

Теоремы 3 не верны.
Доказательство : Пусть сперва 6 = р/д Е (0,1) - рациональное число. 

Рассмотрим множество

«-1
В = □ Ек, Ек =

1=0
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и последовательность {д,։)о° С М вида

О, д, д 4-1..... я + р - 1,Ц, кд 4֊ 1>кд 4- Р ֊ 1,к Е М.

Легко проверить, что п/дп —> р/д при п —> оо. Отметим, что каждую функцию 

д € представимую в окрестности нуля степенным рядом вида (2), можно

записать в виде

»(*) = 9и(^’) + + •••+ (15)

где дк € Н(£>«), к — 0, 1,р— 1. Обозначив од = ехр(2тг։/д), получим линейную 

систему

Р-1</(*) = </о(*9) 4֊ 2^1 (г9) 4- • • - 4- г 

у(одг) = д0(29) + га>«71(27) 4- • • • 4֊ гр ՝дР-1[гч), 

9^р Г*) = Ы-7) 4- гшр 1д1 (и9) 4- • • • 4- г

Из этой системы видно, что функции до(гд),д^г4), ■ •. ,др-1(гд) для г Е Вя одно­

значно выражаются через значения д(г), д(ыг),... ,^(сир-1х) функции д, посколь­

ку определитель Вандермонда чисел 1, ы,..., и**՜1 отличен от нуля.

Предположим, что функции /ид удовлетворяют Теореме 3 и имеют конечные 

радиальные пределы на лучах Ец, Е1,....Е,{..з, а. на луче Ед_1 они стремятся к 

4՜ оо быстрее произвольного многочлена. Из условия р < д вытекает р— 1 < д — 2. 

Следовательно, функции до(гч), дк(хд),..., др_г(г4՝) имеют конечные радиальные 

пределы при х 6 Е<>. Более того, в силу периодичности, каждая из них имеет 

один и тот же конечный радиальный предел на Е :

дк(гд) -4 а* при г -> Л - 0, х = те*'9 € Е, к = 0,1, ...,р- 1

для любого фиксированного <р. Таким образом, из (15) вытекает, что на Еч֊к 

функция д имеет не более чем полиномиальный рост, и приходим к противоре­
чию.

Пусть теперь 6 Е (0,1) - иррациональное или 6 = 0. Рассмотрим рациональное 

число р/д Е (6,1). Рассуждая как и выше, построим подпоследовательность 
М С V, для которой п/дп —> р/д при п —> оо, и утверждение Теоремы 3
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не верно. Выделяя из {^п}^ подпоследовательность с плотностью <5, получим 

требуемую подпоследовательность. Утверждение Замечании 2 доказано. 
Рассмотрим теперь компактное множество К вида

где 0 < 01 < • • • < < 2тг, а С - множество всех рациональных чисел.

Лемма 6. Пусть — {?п}о° ~ подпоследовательность из Л', удовлетворя­

ющая (4). Тогда для произвольной функции / € Л(К), представимой в 

окрестности нуля степенным рядом вида (2), и для любого числа Е > О 

существует многочлен р вида (5) такой, что

|/(з) - р(г)| < е при г € К. (16)

Доказательство : Обозначим через гп, наименьший общий знаменатель рацио­

нальных чисел 0} /2тг, 5 = 1,..., к. Без ограничения общности можем предполо­

жить, что #,/2тг = я/тп, где я = 0,— 1. Соответствующий компакт обо­

значим через К’. Заметим сперва, что из (4) следует

Чп - з(ты1 т)}. я = 0,1,..., т- 1.
я

Произвольную функцию / € .4(№) можно представить суммой 
т—1

я—О

(17)

где функции /,. € А(К‘) удовлетворяют условию
Л27Г= от/Л(г), ы = ехр I £— г е К". (18)

Чтобы убедиться в этом, достаточно положить

Из (18) следует, что /ДО) = 0 при я = 1, ...,тп- 1. Поскольку в окрестности нуля 
функция / представляется степенным рядом вида (2), то в окрестности нуля 

функции /, можно представить степенным рядом вида (2) с заменой С} на

Следовательно, применяя Лемму 2 к каждой функции /„ и последовательности

С},, находим многочлен р, вида (5) с заменой С НА такой, что

'/,(֊)-РЛ2)1 < ~ при ЛгИкр]. (19)т
Ясно, что каждый многочлен ра удовлетворяет (18) с заменой /, на р<. Следова- 

т — 1
тельно, полагая р(з) = 52 Р»(х)։ г ЕС и учитывая (17) - (19) заключаем, что 

4=0
р(г) - многочлен вида (5), удовлетворяющий (16) на №. Лемма 6 доказана.
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Доказательство Теоремы 4. Рассмотрим последовательность положительных 

чисел {гп}^ такую, что гп | В при п —> ос. Пусть б(г) > 0 произвольная функ­

ция из С[0. Я), убывающая к нулю. Выберем последовательность положительных 
%

чисел {^п)о° так» чтобы <5П 4- 0 при п —> оо и < 1пГ{е(|-е|) : гп_1 < |г| < гп}, 

п — 1.2,.... Полагая о„ = <5п+1 — 4п+2, построим индукцией подходящую последо­

вательность {рп(г)}о° многочленов вида (5). Согласно теореме Мюнпа, сущест­

вует многочлен ро(г) вида (5) такой, что |/(з) — Ро(^)| < <*о при г € РГо П 1\. 
Предположим, что уже построены многочлены р„(г) вида (5), удовлетворяющие

|р„_1(г) ֊ рп(л)| < ап при ге1>гя_х, (20)

Г 1/(2) -Рп(г)| < Оп + <*п-1 при 2 е (Д“\Ргя_1) пи?=1Л,
I 1/(2)-Рп(г)| < Оп при г е пи;=1I,.

Многочлен рп+1(г) вида (5) построим следующим образом. Обозначим через 

2;г'..... 2։։+1 элементы множества 7>Гв и 0 и рассмотрим функцию
> =г1

при z € DTn, 

при z £

_ п-г 1 \
ЛГг> и и 1г I. Тогда, по Лемме 6 существует

«=1 /
многочлен Рп-ц(г) вида (5) такой, что

п + 1 
!,1п+1(2)-рп+1(2)| < ам+1 при Z е Drn U IJ 7,. 

5-1

Отсюда следуют оценки типа (20) и (21) с заменой пнап+1. Таким образом, 

требуемая последовательность {рн^)}^ многочленов вида (5) построена. 

Рассмотрим теперь полиномиальный ряд

оо

g(z)֊ Hm pn(z) =p0(z) 4-V[pn+i(z)-pM(z)], z G DR. 
fi =0

Поскольку последовательность {гп}^ возрастает, то в силу (20) последний ряд 

сходится абсолютно и локально-равномерно на £>л. Следовательно, д £ Я(РЛ) и 

в окрестности нуля д(г) представляется степенным рядом вида (2). Обозначим ОС
Г = и и»» ХВг^.х). При г с в VI некотором т > п имеем г е СОГгп \
В силу (20) и (21)

ОО

|/(г) Рт(2)! (^т 4՜ |$(2) -Рт(2)| = [/4+1(2) ֊ рд.(2)]
к =т
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Следовательно, |/(г) — ^(г)| < в* = <УП1. С учётом выбора 6п, получим
1։=тп — 1

(14) при г 6 Р. Остаётся отмстить, что каждый радиус из множества М. за 

исключением конечного числа, содержится в множестве Р. Теорема 4 доказана.

ABSTRACT. The paper investigates the boundary properties of func­
tions, analytic in a disk (finite or infinite) and representable by lacunary 
power series. Sufficient conditions on lacunas are obtained, which guar­
antee both nonexistence of radial boundary values (Theorems 1, 2) and 
existence of rather arbitrary radial boundary values (Theorems 3. 4). The 
proofs are based on new results in complex approximations concerning 
possibility of approximation by gap polynomials.
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