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В статье рассматривается задача Дирихле в весовом пространстве 
/.’(р), где весовая функция р удовлетворяет некоторым условиям регу
лярности. Достаточное условие разрешимости получено для весовых 
функций, обращающихся в нуль в конечном числе точек. Это усло
вие необходимо, если порядок нуля весовой функции меньше чем 1. 
При предположении, что задача разрешима, вычисляется соответству
ющий индекс.

§0. ВВЕДЕНИЕ

Пусть р(£) -- измеримая неотрицательная функция, определенная на единичной 

окружности Т = {< : |/| = 1), отличная от нуля во всех точках I € Т, / ф 1. 

Рассмотрим следующую задачу типа Дирихле в весовом пространстве Ь1(р). 

Требуется определить действительную, гармоническую в Л+ = {г : |г| < 1} 

функцию и(г), удовлетворяющую граничному условию 

lim
Г-+1-0 (0-1)

где 6 ■£'1(р) - действительная функция.

Краевые задачи (0.1) в классах аналитических функций в Ь1 рассмотрены в [1]. 

В классической постановке граничная задача Римана для классов ^(р) С Ь1, 

1 < р < оо исследовалась многими авторами (см. [2] - [б]). Для степенных 

весовых функций нётеровость этой задачи была установлена в работе [2]. Как 

доказано в [7] (см. также [8]), для нормальной разрешимости задачи Римана в 

классах Р'(р), 1 < р < ос необходимо и достаточно, чтобы весовая функция р 

удовлетворяла условию Макенхаупта

^0 <Вр (0.2)
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для любого интервала I С Т, где |/| ֊ длина интервала /. При 1 < р < оо, ^(р)- 

оценкам гармонических функций, допускающих представление в виде интеграла 

Пуассона посвящена работа [9]. В [9] показано, что (0.2) является необходимым и 

достаточным условием для равномерной ограниченности Ля(р)-нормы функции 

и(г1). Та же задача рассматривалась в работе [10] для функций, допускающих 

интегральные представления с помощью ядер вида

К,(1,е) = Р,(4-։)֊52 А<, ։), (0.3)
1 = 1 А<=0

где _ д- < а?! < ... < хл < 7г, а Т(®ь А,, т) - специальные интерполяционные поли

номы. возникающие при суммировании по Абелю подсистем тригонометрической 

системы. Используя ядра (0.3), в работе [11] описаны весовые функции, имеющие 

особенности в конечном числе точек, для которых задача (0.1) разрешима для 

любых /(е1^) Е Ь1(/>).

В настоящей работе исследуется задача Дирихле (0.1) для весовых функций. 

ЛО -меняющихся (см. ниже) в особой точке и выводится достаточное условие 

разрешимости для любой /(е1*) Е Ьх(р).

Следуя [12], вещественную, положительную и измеримую на (0, я) функцию д(ф) 

будем называть ЛО-меняющейся в точке ф = 0 справа, если её можно 

представить в виде
д(ф) = ехр Г<71(^) 4՜ [ э ф Е (0, я], (0.4)

где а - некоторое число из (0, л՜], а д^ (</») и дг(ф) - измеримые и ограниченные на 

! (0, тг) функции.

Аналогично определяется класс ЛО-мсняюшихся функций в точке ф = 0 слева. 

Функция д(ф) называется ЛО—меняющейся в точке ф — 0, если она ЛО- 

меняющаяся в точке ф — 0 и слева и справа. Будем говорить, что весовая функция 

р(<) принадлежит классу Ла, если

а = вир {0: р(։)|1 - <Гв € £”(Т)} < оо. (0.5)

а функция
р,(«)=р1(е֊’) = |1-е։’Г“р(е-') (0.6)

является ЛО-меняющейся в нуле, причём функция дз из представления (0.4) 

удовлетворяет условию
Нтрг(^) < {а}, Нтд->(<^) > (а) — 1, Ф 0, если а - нецелое,

Нтр2(<^) < 1, Кгп<72(ф) >0, ф —> 0, если а - целое,
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где {а} ֊ дробная часть числа а.

Для произвольного неотрицательного числа А доложим

/1-{Al
to.

если А - нецелое, 
если А - целое.

(0.8)

Наконец, если специально не оговорено, все постоянные будем обозначать буква

ми С, А. А*, к = 1, 2.....

Основными результатами работы являются следующие три теоремы.

Теорема А. Пусть р(<) £ 7?о, а > 0 и М(•) — максимальная функция

Харди-Литллвуда. Если

М(|1 - е(’Г“'р1(е'’)) < С|1 - е"Го'Л(е‘’), (0.9)

то задача (0.1) разрешима для любой функции / Е 1?(р). Общее 

решение можно представить в виде и(г) = гч(2) + и2(2), где 111(2) - общее 

решение однородной задачи, а

где 7 — [а] -г 1, если а — нецелое и 7 = а, если а — целое, а' определяется 

формулой (0.8), [а] — целая часть числа ос.

I еорема В. Неравенство (0.9) является необходимым и достаточным 

условием разрешимости задачи (0.1) для любой р(<) £ а 6 (0,1) и 

/ехЧр).

Теорема С. Пусть p(t) е Д<> и

(0.10)

Если для некоторого 6 Е (0, 1) функция |1 —с'*| лр(е՝6) не удовлетворяет 

условию (0.9), то существует / € Ьх(р) такая, что задача (0.1) не 

разрешима.

В о2 доказывается, что однородная задача (0.1) имеет 7+1 линейно независимых 

решений, и эти решения выписываются в явном виде.
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§1 . ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Лемма 1. Если т > 0, то

1 1
(1 — г#)п* Ц-г-Ч)1"

(1.1)

где С — постоянная, не зависящая от г и 1. Если [1 - < > 2тп(1 — г), то

1 1
(1-г«)т (1-г-Ч)га

(1.2)

где а > 0 — постоянная, не зависящая от г и I.

Доказательство : Пусть 11 — > 1 — г. Тогда имеем 11 — гГ < 2(1 — /) и

|1 - г-1(| < 2(1 — <). Поэтому

1 1
(1 - г<)т (1-г-Ч)го

„ 2т(тп-1)(1 -г2)
- |1 - Н|3т

|1-н|*|1-г-Ч|та-х-к

Если |1 - *| < 1 - г, то |1 - г*| < 2(1 - г) и |1 - г-Ч| < 2(1 - г). Поэтому

(1 - г*)’" п>
2т(гп- 1)(1 -т2)(1 - г)™՜1 

|1 - н|2т

Тем самым (1.1) доказано. Предположим теперь, что |1 — <| > 2т(1 - г). Тогда

имеем

[соя кф 4- г з!п кф]

к
сое кф

где ф = агб(1 ~ г х<) — а^(1 — г/). Из условия |1 — <| > 2тп(1 — г) следует, что 

со$кф >0, к = 0, 1, ..лп — 1- Следовательно, неравенство (1.2) также выполнено.

Лемма 1 доказана.

Функция д(ф)

постоянная А

называется почти монотонно возрастающей, если существует

> 0 такая, что дх(ф) < Ад2(ф) для любого ф\ < ф?~ Аналогично 

определяются почти монотонно убывающие функции.
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Лемма 2. Пусть р(с,(9) 6 Яо- Тогда справедливы следующие утвержде

ния :

а) Если а — нецелое, то функция ф1^ ՝Р1&Ф) почти монотонно воз

растает на (0, я] и почти монотонно убывает на [—я, 0). Следовательно, 

(е**) почти монотонно убывает на (0,я] и почти монотонно 

возрастает на [—я, 0).

Ъ) Если а — целое, то функция <^Р1(е‘ф) почти монотонно возрастает 

на (0, я] и почти монотонно убывает на [—я, 0), причём для любого 

6 > 0 функция <^_лр1(е'^) почти монотонно убывает на (0. я! и почти 

монотонно возрастает на —я, 0).

Доказательство : Пусть а - нецелое. Согласно (0.4) и (0.7), функцию р1(е“?) 

можно представить в виде

Р1 (<£) ~ <71(<^)ехр (1-3)

где > тп, >0 - измеримая, ограниченная сверху функция на (0, я], а

9г{Ф) < ■{<*}• При 0 < ф\ < ф? из (1.3) получаем

/>,(«•*։)

С учетом второго соотношения из (0.7), получаем

Аналогично доказываются остальные утверждения леммы. Лемма 2 доказана.

Лемма 3. Пусть ^(е1^) 6 Л.а и р = {ос}, если а — нецелое и р = 1, если а 

целое. Тогда функция

1 Ф(Л)= Л /о

почти монотонно возрастает на (0, я] и почти монотонно убывает на 

[-я,0).

Доказательство : С учётом (1.3), не нарушая общности, можно предположить, 

что Р1(е‘^) Е С(0, 2я). Пусть 0 < /ц < Л2. Испо;хьзуя теорему о среднем значении 

и Лемму 2, получаем

1 ГА| А, Г'*3
7֊ Ф‘‘рЛе՝*) Лф< ф"р^е'*) фф.

Л «2 — д։
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Следовательно

֊ Г <ГР1('*) ЛФ<Т-
П1 Уо Л2

Аналогично доказывается, что если Ач < Лг < 0, то

1 а. Г1'3- / |ФГр։(«“) Фф > — /
И ./о п2 Ло

где а > 0 - постоянная. Лемма 3 доказана.

Лемма 4. Пусть выполняется условие (0.9). Тогда справедливо соот

ношение

где А и а (А > а > 0) суть постоянные, не зависящие от в0 > 0, а о' 

определяется формул©։! (0.8).

Доказательство : С учётом (1.3), не нарушая общности, можно предположить, 

что р1(е։1,>) 6 С\0,2тг). Предположим, что (1.4) не выполняется. Тогда для 

некоторой последовательности 6 к —> 0 будем иметь

Г’* р^М _ Г° Р1<с")М 
„ |1֊е'’|«' -С' (1-5)

где сь —> 0. Пусть 0[ С (О.0ь] - точка, для которой имеет место равенство

Из (1.5) следует, что

_ 1 Г** Р1(е*)<Ю 
11-е«в'|а' “ 0к /0 |1-е*«|“'՜

Р1(е՛9) М

(1.6)

(1-7)

Так как

то используя (1.6) и (1.7), получаем

1 [в՝ Р1 (е1») м
4б»1 А |1-е'»|»'

йМ

что противоречит условию (0.9). Доказательство завершено.

К
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Лемма 5. Пусть

д(Ф) = схр

где р2(<) - функция, ограниченная на (0,7г]. Тогда для любого А ё (0,1)

и </» € (Хв, А гв} имеем

д(Ф} -g(0)
Ф-е

где Ад — постоянная, не зависящая от в, но, возможно, зависящая от А. 

Доказательство : Из определения функции д(ф) имеем

д(Ф} -9(0} _ д(0} 
ф-в ф-в

Так как ф 6 (А0. А х0), то

Мд 1^֊*1

где Л/д ֊ постоянная. Следовательно

д(Ф) - 9(0}
Ф-в АМХ 9(0} 

в '

Лемма 5 доказана.

(1-8)

"(м> = jrbi11“ l'’’(е'*։ _’
где д\(ф) определена по формуле (].3).

Лемма 6. Пусть в Е (0-я՜), p(t) € и выполняется условие (0.9). Тогда

(1.9)

где а' определена формулой (0.8).

Доказательство : Для А Е (0, 1) рассмотрим случаи К < Хв и К > Хв. Пусть 

к < Хв. По Лемме 3 имеем

՝i Г «*•>" < I/" ֊VF * * I f " < 
п J—h II J — h I" 01 Л Jи

A1 11Л11՜"՛»'и J. а։(е‘в)
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В силу Леммы 4 имеем

Отсюда и из условия (0.9), получаем (1.9) при к < Хв. Теперь пусть /1 > Х6. 

Используя неравенство

где Нх[ф} = |1 — е,ф|1 ° /^(е10). Лемма 6 доказана.

Лемма 7. Если 6 6 (0. тг), р(г) € 7?а, а > 0 и выполняется условие (0.9), то

8цр А [ Щф,9) (1ф <
/։>0 "Л) Ц ~ с I

(1.10)

где а1 определяется формулой (0.8).

Доказа гельство : Пусть А € (0.1) и Л < ХР. Применяя Лемму 3, будем иметь

А1 Гк ф'-а'Р՛!^) ,,А1 [" Ф՝-°‘ р'1(е’в)
<Т]0 « Ф+Т]и е

, А2 Гхв |ф|1֊“Х(еФ) ,,х А^֊՞'р^')
՝м>]„-------- ё---------" +----------ы--------<

Учитывая условие (0.9), получаем (1.10) при Н < Хв. Пусть теперь п > ХО. Имеем

1 1 /“А֊/ Я(^(9)^-ЬГ/ Н(ф^)с1ф.
п За л Зхе

Первое слагаемое в правой части равномерно ограничено величиной

А-Рх(е>в)11 — е|Я|՜0 . Оценим второе слагаемое



20 Г. М. Айрапетян

1 Л Ф1՜0'^) , 1 [к Ф1՜0'^)

Р - ^1 ' Л Л-‘$ |0-<£1
Учитывая Лемму 5, будем иметь

Следовательно

Ас29 1 Г'* рИе,ф) 
/зо-л Фп Лф <

< 2АбЛГ

1 Г» ф1֊՞'^) А* Гл ^(е՛*)
^Jx-^e |0 ~ Ф\ Ь Ф° <1ф < Ад

Лемма 7 доказана.

Лемма 8. Пусть т — произвольная точка на единичной окружности Т,

а ц £ [0. Г. Тогда

- г1 |2|т — т-Ч| (1-11)

Доказательство : Так как

|1 — <| < 2|1 — г2|,

то

П-Н1՜1՛ ( |1-<|‘‘(1-г) . . .1 [ |1֊т|1-'-(1-г) 
2тг ]т |1 — т112|т — т~Ч| я |1 — гг|2֊Р|т — г“Ч|

Лемма 8 доказана.

Лемма 9. Пусть р(<) £ и выполняется неравенство (0.9). Тогда

зир
|1֊Ча' [ |1-г|1-°,(1-г)Р1(е) 

Р1(г) /г |1 - Г«|2|т - Г-Ч| |сЙ| < оо, (1-12)

где а' определяется формулой (0.8).
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Доказательство : Так как представление (1.3) выполняется, то достаточно

доказать, что

֊^֊гЩ
|1-гф|т-г֊Ч| 11

Учитывая Лемму 8, нужно показать, что

Для произвольного тбТ, 1 имеем (см. [7])

т <

Используя Леммы 6 и 7 завершаем доказательство.

Лемма 10. Пусть р(е’1’) Е Яо и (1<а<1. Тогда

₽1(е'в) .4 |1-ге֊^|е''’-ге֊«Р ’’<Ж> г € (

Доказательство : Пусть а Е (0. 1). Так как

|1-е,*|<2|1-ге’% 1 - г < |е1в ֊ ге’% 1 - г < |1 ֊ ге'*|, 

для любого 0 € (0, тг), то имеем

[ 11-е‘А|°(1-г)У1(е‘») ]1 - Г рг(е^)
/>,(«•») /т |1-ге'»|2|е'9-ге'О|2 ’ Л(е"») /т |1 - е‘»|։—’

Из определения класса Лп следует, что

/>1(е'*)|1 — е'*!1՜0 € £‘(Т), 5ир|1֊е“’|։-‘>(/>1(е(’))՜1 <-.

Таким образом, для а € (0,1) доказательство завершено. Пусть теперь а = 0. По 

определению класса Иа существует 6 > 0 такое, что ограничено

снизу положительным числом. Поэтому
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<1ф <

(l-r)P1(e-*)
Il _

Применяя неравенство Гёльдера будем иметь

/Г (1—г)9
< I|P1 lip _ ге*Ф|д(2֊*)

Пусть q < (1 - J) ։. Тогда q(2 — Л) < q 4- 1 и

(1ф < Аг,
)/>1 («'*) 

rei0l2 -6 аф < А3||р1Цр.

(1-г)/>,(е*)
Ie'0 — re‘*|2-rf

Аналогично получаем

|1 — ге’^|2-л Аф < А4||р1||р-

Лемма 10 доказана.

Лемма 11. Пусть p(t) 6 Л* и «Е [0,1). Тогда

sup 
0€[-1

|1-е'7
л(е‘9)

|1 - е'*|°(1 ֊ гг) (г|1 - е»! + (1 + гг)|1 - е'»|)Р1(е-*) 
|1 — re'*|2|e,e - гс’^|2

d-ф < ос,

где Taj = {Ф : |1 - е’ф| > а| 1 - е'% а > 0].

Доказательство : Достаточно показать, что

sup 
вб(-я-,к],г<1

Н2(ф) (1ф < оо, (1-13)

где

Н2(Ф) =
|1-е^|1^ог(1-г2)р,1(е^)

11 _ ге»ф|2|е‘® _ ге‘Ф|2

а р[ определяется формулой (1.8). Пусть для определённости в > 0. Выражение

в (1.13) представим в виде суммы Л(г։^) + где

оо, * = 1,2,

TJ,. = {ф : «|1 - е‘в| < |1 - «<*| < |1 - е"|), Т^в = {ф : |1 - е‘*| > |1 - е'в|}.
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Так как 2| 1 ֊ ге|ф| > |1 - е'ф\ и функция |1 - почти монотонно

убывающая на (0, тг), то

г 1г А 11-е'Т՜0 Г (1 - И .
2 ’ 1 Р1(е'’) |1 - |е'« - ге^|» < Л‘՜

Оценим Л (г, 6). В силу Леммы 9։ достаточно оценить функцию

Учитывая неравенство 2|е*в — ге'ф| > |е,е — е’ф|, в силу Леммы б получим

Л(г, *) <

Лемма 11 доказана.

Лемма 12. Пусть р(7.) € <* € [0,1) и для некоторой последовательнос

ти 1к = е'у* 6 Т имеем

( Рх(е'*) \ (].14)

где Ск —> оо, /4 — 1 — а если а / 0 и /4 Е (0,1) произвольное, если а = 0.

Тогда семейство функций

не является ограниченным по г для в € [—л, л].

Доказательство : Пусть а > 0. Для любых а,с1, 0 < а < (1 будем иметь

£ 
2

(1 -г

а2(1
2(1 + сР) 2</(1 — г

(1-15)

где

Для определённости предположим, что Ок > 0, к = 1,2,..... Пусть - числа,

удовлетворяющие равенству

М
11 -е’^р - а 2(1(1-г к |^-0к|«/(1-г*) I1

(1ф. (1.16)
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Так как функция |1 — аР1(с‘^) почти монотонно убывает, то можно предпо

ложить, что |0л|(1 ֊ гл-)՜1 —> 0. Положим

„+,в ,______ 1 [ Р^ф) ..
1 2<։(։->-։)/о<^»։<^1-г») |1-е’ф1*-“ ’

М-/Л 1 - 1 [ М<’*) .,

Из (1.14) следует, что для заданного к = 1,2,... имеет место хотя бы одно из 

следующих неравенств :

М+ (в*) >
Ск />1 (е‘<>>) 
2 |1 (1-17)

м-(М >
Ск Рх(е'<|')
2 |1 - е>«»р-о' (1-18)

Предположим сначала, что имеет место (1.17). Из (1.15) будем иметь

где Тл — {ф : 0 < ф - вк < (2(1 — г*)} - Предполагая, что с! > 4а и учитывая (1.12)

и (1.16), получаем Аг>(0л) > а2(1ск/8.

Предположим теперь, что выполнено (1.18). Возможны два случая. Пусть мно

жества \ф — 0л| < <2(1 — гл) и |<0[ < а(1 — г*) не пересекаются. Согласно (1.15) и 

(1.16) будем иметь

|1 - е1** |1 ° / Д1 (е1*») \ а2Лск
1 4՜ (22 р1(е’в*) \ |1 — е’0* I1՜" / — 1 4-(22

Пусть теперь множества |0 - 0д. | < <2(1 - тк) и |^| < а(1 — тк) пересекаются.

Выберем числа а и с2 так, чтобы (1 > 4а. Для 1 — г[. = 3(1 - гк) из формулы (1.12) 

получаем

Л; (0л)
а211 — |1 а Г

6(1 4֊ (1- ) рк(е'вк )(1 - Гл) /|ф|>а(1-г„),|ф-0(,|<^1-г(։

а2(1 [1 — е‘0|,р
֊ 3(1 4֊ с/2) Рг(е^)

1 Г"
С(/(1 — Гл) У-3<((1-гд1)+в>

Я(^,Ф) 
|1֊е->|1-а <1ф—

1
2(2(1 ֊ гл)
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Г1 м- ,, . <Ь+»(1-п) „ / Р! (е*֊) \
֊3(1 + (12) Р1(е'’>) [З '

Учитывая теперь, что 0^(1 — т>) 1 —> 0 при к —► оо и неравенство с/ > 4а, 

получаем
^ + «(1֊п) 1

<*(1-п) ” 8'

Следовательно, в силу (1.14) и (1.18) имеем

Лг‘( 11 3(1 1-</2) р^-) \6 8/ '

где т - постоянная, не зависящая от Л. Это доказывает результат для а > 0. 

Пусть теперь а = 0 и 9 > 0. Так как функция |1 - *’*<>|_рр1(е‘®) почти монотонно 

убывает на (0, тг), то

М+(9,ц) ~ 1 
МГ-п) Лф < А

где А - постоянная. Из этой оценки и из (1.14) будем иметь

М (д.р) > а^сь _  ^»10ь 11- а ’ О1 0.

Имеем также

АГк(0к)>
|1-е^| а Г (1֊^Ь(е՛*) Лф
Р1(ежв*) 2 ./аи-гх^ке Ц ֊ г*е։*||е<в‘ - г*е‘<42

{1-е’^|“ а2а 1 Г р^е'^ф
> 71 (^) 2(1+^) 2^(1-г<) УТ' |1 ֊ е‘*1" ’ 

<1 в а
где Т' л = {ф : а(1 - гА.) < |^| < 9к, 0к - (1(1 - г*) < ф < <4). Повторяя эти 

рассуждения, можно получить результат и для а — 0. Лемма 12 доказана.

52. ОДНОРОДНАЯ ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ В £1(р)

Пусть Ф+(г) - аналитическая функция в Р+ — {г : |/| < 1}. Положим Д — {г :

|г! > 1] и рассмотрим функцию Ф(г), определённую на Р ՜ О Д по формуле

при г € Д+, 

при г 6 Д՜-

ля произвольной аналитической функции Ф(г) в Д ьиД обозначим через Ф+(г)

1 $ (г) сужения функции Ф(г) на Д+ и Д՜, соответственно. Условие (0.1) можно

аписать в виде
||Ф+(г«) + Ф-(’-*1‘)֊2/(')к.м = 0- (2-1)
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Задачи ^0.1) и (2.1) эквивалентны в том смысле, что если и(х) является решением 

(0.1), то представляя и(г) в виде и(х) = Ие Ф (г) и доопределив функцию на 1) 

как и выше, мы получаем решение задачи (2.1). Верно и обратное : если Ф(г) 

является решением задачи (2.1), то

ф) = Яе ֊ (Ф(г) + Ф(г“1)) , г Е Р+ (2.2)

является решением задачи (0.1). Следовательно, задачи (0.1) и (2.1) одновременно 

обладают свойством нётеровости. Мы будем исследовать задачу (2.1) в классе 

аналитических функций Е ^(р), а затем сформулируем соответствующие 

результаты для задачи (0.1).

Теорема 1. Для любого р(г) Е справедливы следующие утвержде

ния :

а) Если о нецелое, то общее решение однородной задачи (2-1)

можно представить в виде
Р | 2 I

Ф(г) - У - [а] + 1. (2.3)(1 ֊ гу>
где Г’(г) - произвольный полином порядка 7.

Ь) Если а — целое и функция рй(е д) в представлении (0.6) удовле

творяет условию
Пт-^ I Р11е‘в}М = 0, (2.4)
Л—-,П —

то общее решение однородной задачи (2-1) можно представить в виде 

(2-»)-

с) Если о - целое и условие (2.4) не имеет места, то общее решение 

однородной задачи (2.1) можно представить в виде (2.3), причем у — а. 

Доказательство : Пусть Ф(г) - ограниченное на бесконечности решение одно

родной задачи (2.1). Имеем

Пгп( |.ф+(г*)(1-ф + ф-(г~Ч)(1 -ф||£1 = 0.

Положим

А(<) = ф+(ге)(1 - + ф-(т-Ч){1 - ф.

Функции Ф+(тг)( 1-г)7 и Ф՜ (г-1х)(1-г)7 принадлежат классу Гёльдера, причём 

функция Ф”(г*Л2)(1 - г)՜* имеет порядок у на бесконечности. Поэтому

Ф+(гг)(1 -гу = 2-[ ^>М + Рг(г),

(2.5)
Ф֊(г-Ч)(1 -։р = ± Ш<й + рг(х),

2я?]т I — г
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где Рт(г) ~ главная часть функции Ф~(г-1г)(1 - г}՜1 на бесконечности. Переходя 

к пределу в (2.5) и учитывая, что /г(() -> 0 в I1. получаем (2.3).

Теперь приведём условия, при которых функция (2.3) является решением одно

родной задачи (2.1). Сначала предположим, что а - нецелое число. Докажем, что 

функция (2.3) удовлетворяет условию (2.1) для любого полинома Р(г) порядка 

7. Очевидно, что достаточно рассмотреть случай, когда Р(г) = 1. В этом случае 

имеем Ф(з) = (1 — з)՜7 и

!|ф+(и) + ф (’•'1<)1Ь.М < (1-гф (1-т-1ф

где 8 > 0 достаточно мало, а С постоянная, зависящая от е. При II — < 1 — г

имеем

Следовательно, если е < {о}, то Л (г) —* 0 при г —> 1. Предположим теперь, что

|1 — 7-1 > 1 — г. Имеем 11 — 7.[ > 2 1|1 — г7| и

(1-гф (1-г-Ч)-> 11-ф-1.

Поэтому

Если е > 9 достаточно мало, то 7 — а + 1 - е < 2. Следовательпо /з(т) > 0 при 

г —> 1. Тем самым утверждение а) теоремы доказано. Рассмотрим случай, когда 

а целое. Используя Лемму 1, получаем

||Ф+(’֊։) + «1’-(г-1<)||!1.Чр)<с/. 1 1
(1-гф (1-г-Ч)^

|Л|<
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< с - Ф-₽։ (О 1*1 + /Т Д-^11 ֊ ^-5М01*1) <

<2С /т ]Г=^* ю!А1 <2С /т к (2в>
Предположим, что Р1($) удовлетворяет условию (2.4). Для г > 0 выберем 6 > О 

так. чтобы из неравенства |Л! < 6 следовало бы

(2.7)

Далее, представим функцию />;(/) в виде /а!*) = /ъ(!) 4 рз(*), где

при ; аг§ < | < 6,
при <5 < ) а^/| < я.

Из (2.6) имеем

< с +Л(։)) и(| <

<СЛ/(й(1))+ [ т/—֊р3(«) !Л|.
УГ |1 — г4|

Так как по (2.7) имеем М(рз(1)) < с и

Л%/г 1*1 = ”■

то окончательно

,1То Ифт(г‘) + ф'е'ч>!1!,.(/»= °-

Гем самым доказано утверждение Ь). Перейдем к доказательству утверждения 

с). Предположим, что
___ 1 гн

Р1(е։в)^>0.
/1 -4 О 2 Н (2-8)

Покажем, что функция (1 - г)՜ "* не удовлетворяет условию (2.1). Для этого

заметим, что функции

Г91(11) = - / р^е՛*) Л> > О, 
ь У о

«2(Л) = ֊ Р1(е‘в) <19
" Ун

одновременно стремятся или не стремятся к нулю. Действительно, если д\(Л.) —> 

О, то (I < 5з(Я) < 2*71(2/1.) и поэтому дг(К) —> 0. Обратно, если ^г(Л) —> 0, то 5г(Л) 

ограничена э некоторой окрестности нуля и

< шах о2(<), 
*€[О.Л]
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то 0- Далее

(I - гф
1

(1 - г-։«)-> |1-ф-։Л(4) |Л|>

1 — г
|1 - те,в|2 лк") 1<Ю| > ֊ [ />,(?’) |<Ш| = ֊„(/>),

^л<|в|<2Л &

где Я = 7(1 —г). Из (2.8) следует, что не стремится к нулю, поэтому и д2(/г) 

не стремится к нулю. Теорема 1 доказана.

Из Теоремы 1 и (2.2) непосредственно вытекает следующее утверждение.

Теорема 2. Пусть р(£) £ Ап, а > 0. Тогда справедливы следующие 

утверждения :

а) Если а — нецелое, то общее решение однородной задачи Дирихле 

(0.1) можно представить в виде 

(2.9)

где коэффициенты многочлена Р(г) = До + Д1£ + ... + д-,г7 удовлетворяют 

условию Д£. = Оу'-к՝ если 7 — нечётное число, и дд = — д^-х, если 7 - 

чётное.

Ь) Если а - целое и функция р(<) удовлетворяет условию (2.-4), то 

общее решение однородной задачи Дирихле (0.1) можно представить 

в виде (2.9).

с) Пусть а — целое, а функция р(1} не удовлетворяет условию 

(2.4), тогда общее решение однородной задачи Дирихле (0.1) имеет 

представление вида (2.9) для 7 = д.

§3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ А

Вначале рассмотрим случай, когда а - нецелое. Пусть функция Ф(х) удовлетво

ряет условию (2.1). Тогда

гПп։о||Ф+(г()(1-ф + Ф-(г*Ч)(1 - ф -2/(։)(1 - Ф||ь, =0.

Полагая ф+(я) = Ф+(гя)(1 - г)՛, при |г| < 1, Ф;(г) = ф-(г-։г)(1 -а)’, при 

|г| > 1, и Ф7(«) - Ф. (4) = А(4), имеем

Ф+(гя)( 1 ֊ а)’ = ~ Л + ЛЮ, а 6 О+,
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Ф (г"1г)(1 — гр :6Р”,

где Рг(г) - главная часть функции ФДг) на бесконечности. Переходя к пределу 

и учитывая, что

Пто||Л(«)-2/(«)(1-ф||ь. =0,

получаем

ф(2) = I /■/(«и։-О7 Л . -Р(^) 
2тг։’(1 — гр ]т 1 — г (1 — гр

(3.1)

Для доказательства теоремы необходимо установить, что для любой /(£) £ Ь1(р) 

функция Ф(г), определённая по (3.1), удовлетворяет (2.1). Учитывая Теорему 1.

достаточно доказать, что функция

Ф1(г) =
1

2ттг( 1 — г)^
/(<)(! ֊^

(3-2)

удовлетворяет (2.1). Для этого докажем неравенство

Цф+(П) - Ф.Чг-Ч)^, < л||/(()11х.чр). (3.3)

где А - постоянная. Из (3.2) имеем

Ф|"(г4) — Ф>(г~х0 = Л(М) + 12(г,1), (3.4)

где

2тгг \ (1 — гЬ)՛1 (1֊г֊Чр

/2^г,<1 2։г|(1-г()->
/(г)(1 - т)т(1 - г») 

т|т — г£Р
</т.

Учитывая Лемму 1. будем иметь ЦД (г, 1)||£»(Р) =
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Применяя Лемму 9, получим

11А(пП1к-(р) < Л||/(*)|к.(/». (3.5)

Далее имеем

И-<1°Д1(*)
|1-н|7

Дт)|1 - Гр(1 - г») 
|т — г/|2 1<И |Л| <

(1-г») |1 -
\T-rtf Ц-Ч! |<Й| |йг| <

Используя условие (0.9), получаем ||Л(г,<)||ь>(р) < Л||/(*)||.£,։(^)- Это доказывает 

(3.3) для нецелого а.

Теперь используя (3.3), покажем, что функция Фг(г), определённая по (3.2), удов

летворяет условию (2.1). Для произвольной функции /(£) 6 Ь*(р) рассмотрим 

последовательность функций {/п (£)), определённых следующим образом :

АЮ = о,
при — 1| > п, х, 
при |< — 1| < п՜1.

Имеем

ПЛ. (О - /ИПлчр) -»о- (З-б)

Полагая

1 П.(‘)(1-։)’А---------------  I ----------------- аг 
2тгг( 1 — г)՜1 I — г

г е ив՜,

получаем

~ Фпд(г = °- (3-7)

Используя (3.2), получаем ||Ф^(г<) - Фг (г Ч) - /п(^)||Х(Х{х,)

< ||№ М ֊ К1(г*)) - (фГ(г х<) - фпд(г ։0)||£1(р) +

+ 1К1М ֊ ф;,1(г-м ֊ а (о ||г Мр| + па а) - <

< сп а (о ֊ л<)Пь«(р) + 1К1 м ֊ ֊ /п(‘)11х.1(,) •

Из (3.6) и (3.7) следует, что Ф1(г), определённая по (3.2), удовлетворяет (2.1).
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Пусть теперь а - целое. Из (0.9) следует, что функция р։(£) ограничена снизу 

некоторым положительным числом. Поэтому, если функция Ф(г) удовлетворяет 

(2.1). то

Пто ||ф+(г()(1 - «)•> - ф-(г-Ч)(1 - - 2/(<)(1 ֊ (р||£1 = 0.

Повторяя рассуждения, использованные выше, будем иметь

Ф(г) = Фо(г) + ?_ [ 2 6 д+ и р-, (3.8)
£ Л • ( А л* I 3 Т •'

где Фо(г) - общее решение однородной задачи (2.1). Учитывая Теорему 1,

достаточно установить, что условию (2.1) удовлетворяет функция

Ф;(г) = 1 [ /(«)(!֊ <)° д 
2тгц1 — г)° /г I — г г € и И՜. (3-9)

Докажем неравенство

||ФГ (Г*) ֊ Фа < Л||/(«)|к.м. (3.10)

Из (3.9) имеем Ф, (г!) - Ф2 (г ’() = /э(г,«) + /4(г,(), где

/4(г, <) =

1 \ [ /(т)(1 - г)«
(1 - г-Ч)п/ '1Т г-г-Ч

1 1 [ /(т)(1-т)*(1֊г2)
2тг։ (1 — г/.)а /т т\т — г!\2

Применяя Лемму 1. будем иметь ||/3(г. <)||хл(/>) <

1______ 1__ ! ...... ,.
(1-г<)° (1—г_Ч)“| |т-г-Ч| ՛-

1-г |1—<|Р1(<) 
|1 — т£|2 |т — г<|

|с2<| |<й֊|.

По Лемме 9
Sun 1 / 1֊Гг£Т,г<1 Р1(<) /г |1 ֊ П\2 |Т֊Г*|

Следовательно, ||/3(л<)||д1(Р) < А||/(г)||1/1(/,). Далее имеем

. ..............

5С/гЯ’|ж/тГ^'֊'"т*1։

-с [ 1^1 < >1||/(«)11д.м-
УТ Р1{~)

Гем семым неравенство (3.10) доказано. Аналогично получаем

Кт
Г-Т1-0

||ф2+Н)֊Фг-(г-11)-/(։)||£1(>( = о.

Таким образом, общее решение задачи (2.1) представимо в виде (3.2). Учитывая 

(2.2), завершаем доказательство Теоремы А.
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§4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМ ВИС

Доказательство Теоремы В. Достаточность следует из Теоремы А. Нам 

остаётся доказать необходимость. Так как согласно Лемме 12 семейство функций 

Аг(0) не является равномерно ограниченным, то существует функция /0(<) > О, 

/о(<) 6 такая, что

Г77НпГ / /o(e’e)Ar(^)p(e’fl) dO = ос. (4-1)

Положим /i(f) = /о(<) exp(-iarg(l — e’fl)). Покажем, что задача (2.1) при f(t) =. 

fi(t) не имеет решения. Допуская обратное, решение этой задачи для функции 

/1(f) как и при доказательстве Теоремы А, представим в виде

*М) = 5-7Т---- V [ Л + МД z е D+ и D-,
2тг։( 1 — z) Jt t — z

(4.2)

где Ф0(г) ~ некоторое решение однородной задачи (2.1). По Теореме 1 функция 

Фо(г) удовлетворяет однородному условию (2.1). Поэтому из (4.2) при Фо(г) = О 

получаем Ф+(т<) — Ф“(г“Ч) =

1 [ f ( и. г2((1-г Ч)(т-г 4)-(1֊г<)(т-г<))
~ 27rt/T/l(T)(1 Т) Pr|l-rt|2|r-Tt|2

_ ± Г - е-)(1 ֊ ,(1 - Д ֊ Д)
2тг]_, [ Ц ' е**|1 - ге‘*|’|е« - ге<*|։

Следовательно

ь+к) - /’ м-

II^||£OC^- 1 ) J ~ *

d- гЗ)((1 - г)» + г(1 - е*) - (1 + Д)(1 - е֊*))|1 - е'Т
1 — ге։^р|в|<? — ге1^ ։*

(4.3)

Подставляя в (4.3) функцию = ie’0, получаем

h+(rt)֊*-(r-։t)i|ilw>

Re tAi(r, 0, <^)ll — 
|l-re’>p|ew

dt d9

d<f>dO+
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л- II -10|1-а
/„(е'Хе*)1 -jL-

л<,л(г.М)|1__ ге'*1°р»Дф м, (4.4)

где Л։(г,», ф)=(1- г2)((1 - г)2 + г( 1 ֊ е1в) - (1 + г2)(1 - е։*)) и

при а|1 — elrtj < |1 — е'% 
при а| 1 — е,в| > |1 — е‘^|.

Отметим, что числа а, Ь > 0 можно выбрать так, чтобы имела место оценка

Re tAi(r, 0, ф) 4֊ Аа>ь(г, 0, ф) > с| 1 - е'% (4.5)

где с > 0 - постоянная, не зависящая от ф. Из (4.4) и (4.5) получаем

||«'+(г«) ֊ Ф-(Г-1«)||11М > ֊ £ Ые‘в)Аг(й)р(^) М+

А.л(г.е,ф)П-ге‘*|»Р1(е‘»)
II — ге’^12 |е’в — гс,ф\2

Лф dO.

Последнее слагаемое согласно Лемме 11 равномерно ограничено. Из (4.1) полу

чаем

гНто||Ф + (^)֊Ф (r-^)||bi(x)) =ос.

Не ограничив.чя общности, можно предположить, что функция /х(<) является ве

щественной и положительной. Рассмотрим подмножество £о С состоящее 

из вещественных функций класса £1(р) и обращающихся в ноль в некоторой 

окрестности I = 1. Так как задача Дирихле (0.1) разрешима для любой /(2) 6 Ьо 

и класс Ь(ц всюду плотен в .Ь1 (/>) ։ то Теорема В доказана.

Доказательство Теоремы С. Ясно, что функция p(t) удовлетворяет условиям

Леммы 12. Если функция Ф0(г) из (4.2) удовлетворяет (0.10), то

8пр[1ф+(г£)-Ф0(г 1«)||ГЧ/>) < оо.

Следовательно, доказательство аналогично доказательству необходимости в Те

ореме В.

ABSTRACT. The paper considers Dirichlet problem in the weight space 
L2(p), where the weight function p satisfies some regularity properties. 
A sufficient condition of solvability is obtained for weight functions, that 
vanish at a finite number of points. That condition is necessary, if the
order of zero of the weight function is less than 1. Assu ing the problem
is solvable, the corresponding index is computed.
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