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В статье определены так называемые функции типа Литтлвуда-Пэли 
и установлены связанные с ними //-неравенства. Основные Теоремы 
1 и 2 обобщают некоторые результаты Стейна и Флетта на дробные 
производные произвольного порядка а > 0- Они могут быть применены 
в теории весовых классов в верхнем полупространстве 1И” + 1.

§1. ВВЕДЕНИЕ

Пусть ПС‘ - п-мсрное евклидово пространство, г = (х!,...,жп) € |г|2 =

х? 4- ... 4֊ (1х = (1х1....<1хп. Обозначим через + 1 верхнее полупространство

пространства т.е. ПС|+1 = ПС' х (0. оо). Точки этого полупространства 

будем представлять как (х,у) = (т1,.... хп, у), х 6 ПС*, у > 0.

И. Стейн в [1] распространил классическую ^-функцию Литтлвуда-Пэли [2] на

ПС|+1 и привёл ряд приложений к ней. Для интеграла Пуассона /(х,у) функции 

/(*) е Р'(пс*), 1 < Р < оо, д-функдия Литтлвуда-Пэли в 1 определяется

как нелинейный оператор

(1)

где V - градиент.

Теорема А (Стейн [1], Гл. IV). Пусть 1 < р < оо, /(г) е //(Ш?). Тогда 

<?(/)(г) € Р*(1КП), причём существуют положительные постоянные С\ и 

Со, не зависящие от / такие, что

С1||/|к₽ <||!7(/)||1я <с2№- (2)

Стейн [1] отметил, что ^-функция и неравенства (2) могут быть обобщены на 

градиенты более высокого целого порядка к > 1. Изучение различных весовых 

пространств голоморфных и гармонических функций приводит к обобщениям д- 

функции и Теоремы А на производные произвольного (дробного) порядка а > 0. 

Такое обобщение дал Флетт [3] для голоморфных в единичном круге функций.
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В настоящей статье введены функции типа Литтлвуда-Пэли и обобщена

Теорема А для полупространства П<" + 1, используя дробные производные произ­

вольного порядка а > 0.

§2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ

Для заданной измеримой комплекснозначной в 1 функции /(ж, у) рассмотрим 

оператор дробного дифференцирования Римана-Лиувилля Т>~° = Т>~а (потенци­

ал Рисса) относительно у :

/(т, у + г) (1<Г,

оу

где а > 0, а т - целое, определённое из условия ?гг — 1 < а < т.

Ниже
V Г(^)

Р(х,у)-к„ (|1р_у2)(„ + 1)/г. = %(„+։)/։

есть ядро Пуассона в верхнем полупространстве, С(а,/3,...), са будут обозначать 

положительные постоянные. Для любого р. 1 < р < оо, через р' = р/(р — 1) 

обозначим сопряженный индекс (полагаем 1/ 4- оо = 0 и 1/0 = 4-ос). Пусть г"+1 

множество всех мультииндексов с неотрицательными целыми координатами

А/ £ ? А — (А1, •••: Ап, ^п-г-1) £ ^-+ • ПУСТЬ |А1— А^ 1֊ ...Ап 4՜ Ап4-1 и

Для комплексяозначной функции /(ж,?/) используем С’< + 1-норму для вычисления 

: V/]. Для а > 0, 0 < <? < ос и /(г. у), заданной в + введём ^-функцию типа 

Литтлвуда-Пэли (ср. [1-3]) :

5 „..(ли = Ж •
I езя зиру>0 |Р°/(®,։/)|,

0 < д < ос, 
д = оо.

Легко видеть, что при д = 2 и а = 1 функция д,ьо(Г) соответствует классичес­

кой р-функции (1) (с производной по у вместо градиента). Для формулировки 

основного результата нам понадобятся несколько вспомогательных лемм.

Лемма 1. Для о > 0 и Аб 2" + 1 справедливы следующие оценки :

РпР(х,у)|<С(а,п)—-А—хбПГ, «>0,
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|РаР(г,у)| < С(А,п) хеш.", у>о.

В частности, для а > 1

Р(х,у)
I 6 ПС, У > 0.

Доказательство, осуществляемое прямыми вычислениями, опускается.

Лемма 2. Если /(х,у) - гармоническая функция в П<" + 1 и 0 < р, д < ос, 
а > 0, то

|У7(*, !/)| < С(рл.а,п) ГСК*, у > 0.
«У

Доказательство является стандартным и сводится к неравенству Гёльдера, суб­

гармоническому поведению функции |и|р (и гармонично, р > 0) и неравенству 

Харди-Литтлвуда-Феффермана-Стейна

(3)

где В - шар объёма |Д| с центром в (х,у). Подробности мы опускаем.

Следующая лемма показывает, что функция <7д,а(/)(я) ” существенно” возраста­

ющая по о .

Лемма 3. Пусть /3 > 0 и /(т, у) — гармоническая функция в 1И^+1 такая, 

что Т>э ?(х,у) = о(1) при у Ч-оо равномерно в П<п. Если 1 < р < д < оо, 

а > 1/р — 1/д либо 1 < р < д < оо, с = 1/р — 1/д, то

9д,р(/)(х) < С(а./3.р,д)др<0+а(/)(х), х 6 1ИП. (4)

Неравенство (4) аналогично известному неравенству Харди (см., например, [1]) 

и позволяет свести оценки функции <771О։(/) к случаю целых а. Доказательство 

получается из Теоремы В из [3], применяя замену переменных. Отметим, что 

условие на у) в Лемме 3 обеспечивает обратимость оператора Д°.

Лемма 4. Пусть /(х, у) — гармоническая функция в П<Т+\ о > О, 

& > 0, и пусть //(г) = еир(1/(^1 »?)|; € Г^(т)} - ее некасательная

максимальная функция, где Г$(г) = {(^,т/) € П<" + 1; |£ — х| < £ и} “ конус 

Лузина с вершиной в точке х € ТИ”. Тогда

\Т>°/(х,у)\ < С(а,<5) х € 1ПП, У > 0. (5)
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Доказательство : Расстояние от точки (хуу) 6 ДО границы конуса Г^(х) 

равно 6 у/у/1 4- <52. Рассмотрим интеграл Пуассона от / в шаре В = Вд с центром %
в (х, у) и радиусом R = 6 у/2\/}. 4- <Р :

/(*,!/)=/ /(0^(0»
Удв

где Рв ядро Пуассона в шаре В, а - поверхностная мера Лебега на сфере 

дВ. Дифференцируя с порядком а и используя оценки ядра Пуассона, получаем 

неравенство (5).

Лемма 5 (см. [1]). Пусть <5 > О, 1 < р < оо и /(х) 6 ВР(1Н-П). Тогда

или» <ади/1!»«
Рассмотрим вариант интеграла площадей Лузина :

ди& ту) 
дг)

х € П<п ,

где 6 > 0, а и(х, у) обозначает интеграл Пуассона функции /(х). Рассмотрим 

также функцию

т ։/2
<7>(/)(х) = |^ц(х 4֊<,ц)|2ц1 п

Ап

х € КС.

Следующая лемма доказана в [1) для случая /г — 6 = 1.

Лемма 6. При любых целых /: > 1, £ > О, Л > О, 1 < р < оо справедливы 

следующие оценки :

52л(/)(х) < С(п, М) М/)(*), X € п<", (6)

$,(/)(։) <С(А,д)9П/)(*). хек", (7)

НЛ(/)1к. <С(М,р)||/||ь., (8)

1|7зл(/)1Ь <С(п,*:,р)||/||ь,. (9)

Доказательство : Рассмотрим шар В — В в с центром в (х.у) и радиусом
R = 6 у/2\^1 4- <£2. Неравенство

1^»(х,р)|3< /7 гепт, р>о
У J Вр
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является следствием неравенства Харди-Литтлвуда-Феффермана-Стейна (3), 

(см. [1]). Здесь полагаем Э1 = д/д^ или д1 — д/дг}. Отсюда

2 <1£(1т}2к — 1 |а‘и(։,у)|2<С(пЛ 1^л)1

Интегрируя по у, получаем

где X - характеристическая функция множества, указанного в индексе. Ясно,

У
|о-у|<« У

что

С(д') у, если 
'*’|ч-у|<л(г/Иу < \

О, если

И1< 2\/ПП2-<5’

1€1 > -----------■м ~ 2у/ГП*-б

Далее, (б) следует из неравенств

__12__ 
2 \/1 + 6- — 6

< <Ь/,

Г+“з/։‘-։|а‘и(1,»)|2ау<с(п,*,<։) /7 ч1-|в։в(®+е,,)|։<*ел>.

Неравенство (7) очевидно ввиду —----- > - --- (£,у) € Г^(0). Неравенства (8),
К1 + г/ о + 1

(9) получаются из (6), (7) и (см. [1]) Цуд(/)||др < С(А,р) А > 1, р > 2/А.

Таким образом, доказательство Леммы б завершено.

§3. ТЕОРЕМЫ ТИПА ЛИТТЛВУДА-ПЭЛИ

Теорема 1. Пусть а > 0, 1 < р < оо, 2 < д < оо, и /(т, у) — интеграл

Пуассона функции /(х) € Л/(1ЯП). Тогда

Цу9,а(/)|[др < С(р,д,а,п)|(У||др. (Ю)

Доказательство : В силу Леммы 3 достаточно дать доказательство лишь для 

а > 1. Применяя оператор 7>“ к /(г, у), по Лемме 1 имеем

/(։.»)!< 4 СИ 1/(01 л. 
Уа Упс»



10 К. Л. Аветисян

Используя хорошо известные теоремы б интеграле Пуассона и максимальной

функции Харди-Литтлвуда

М f(x) = sup

(wn обозначает объём n-мерного единичного шара), получим (см. [1], Гл. I и III)

Il9oo.«(/)ll^ < с||М/||£, < С ||/||£,. (И)

С другой стороны, по Лемме 6 неравенство

lb,«(/)iu. < CH/llx, (12)

справедливо для целых а и, следовательно, по Лемме 3 справедливо для всех 

а > 1. Согласно одному варианту интерполяционной теоремы Рисса-Торина для 

пространств со смешанной нормой (см. [5], стр. 316) неравенства (11) и (12) 

влекут (10) для всех д, (2 < д < оо) и а > 1, что доказывает теорему. Отметим, 

что (10) выполняется при а > 1 и д = оо.

Теорема 2. Если функция /(х,у) гармонична в Ж."4՜1 и стремится к

нулю при у -> 4-оо равномерно по х Е Жп, и дч,а(/) € ^(Ж**) для а > О, 

1 < р < ос и 0 < д < 2, то /(х, у) является интегралом Пуассона некоторой 

функции /(г) 6 Р’(П1П), причем

ll/lk” < C(p,g,a,n)||g9ia(/)||LP. (13)

Доказательство : Пусть сперва 1 < д < 2. Для произвольного фиксированного 

У > 0 рассмотрим линейный функционал на // (ПГ), порождённый функцией 

/(®> У) ■ к ■

f(x,y) v(x)dx,

Если в(х, у) - интеграл Пуассона функции в(х), то для произвольного 6 > О

7} (v) = (14)х »/ ЛН" ио
После применения теоремы Фубини преобразование внутреннего интеграла дает

ш

m
x-t,y + a/2)l>a f(t,a/2)dt dx—

IR
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Подставляя в (14) получим

Tj (v) =
___ 1__
Г(а + ч)

ао+7-1-рау(х а/2) 2Г v(x, у + а/2) d<7 dx.

Обозначая

/ Г+х> I ՛ Xh^iy(x,y)= I / <т"д 1 \Dyv(x,y + cr/2)|g da\ 
\Jo /

и дважды применяя неравенство Гёльдера, а затем Теорему 1, получаем 
9

|T/(v)| — С [ 9q,a(f)(x) J/) < С 11^9,0 (/) 1|д₽ 1)^9' .-у (ХЧ у) I\lp' (dx) —
JJRn

В силу двойственности (2/ )* = 17 имеем

|l/(x^)||L₽(dx) = sup { |7>(V)|; ||v||^ = 1} < С||^.а(/)||ь,.

Теперь пусть 0 < q < 1 (при q = 1 теорема очевидна). По Лемме 4

где fj(x) - некасательная максимальная функция функции f. Применяя не­

равенство Гёльдера с индексами 1/q к 1/(1 — д), получим |'/(г, !/)!|£₽(<*х) < 
C||/;|Il,1-’)||s,,o(/)1Il’- Итак, по Лемме 5 |i/|U’ < С ||Д ||17’<

С||/||}7’ ||<7,,о(/)|Ц,• Доказательство завершено.

ABSTRACT. The paper introduces so called Littlewood—Paley type 
functions and establishes related ^/-inequalities. The main Theorems 1 
and 2 generalize some results of Stein and Flett to fractional derivatives 
of arbitrary order a. > 0. They can be applied in the theory of weighted 
classes on the upper half-space IR"41.
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